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INTRODUCTION GENERALE

Malgré un nombre important d'investigations expérimentales et une
prolifération de théories proposées, l'origine de la supraconductivité dans les nouveaux
matériaux découverts par Bednorz et Miiller, n'est toujours pas comprise. Cette situation
conduit & prendre un certain recul : il parait intéressant de bien comprendre les propriétés
électroniques de ces composés indépendamment du phénomene de supraconductivité.

Ces nouveaux matériaux sont des oxydes dont la structure cristallographique
présente un point commun 2 tous : ¢'est une superposition de plans "CuO3". Pour fixer
les idées, nous limiterons la discussion 2 la famille de composés de formule chimique :
Lap xSryCuOy4. Ces composés dérivent tous d'un méme cristal de base : La»CuQgy, dans

A ek .

MAr1a [V S Y. Y O s- gy Ao o ~ A loe La P s Lo am . .
lequel, une fraction des atomes de lanthane ont €té substitués par des atomes de

strontium. La fraction, x, d'atomes substitués est le "dopage" du composé. Une demi-
maille primitive du cristal de LapCuQy est représentée sur la figure 0.1,
|- -
JE L S, LA
i OL e -p,O' ' -«—— Plan GuO,
::‘f"""d"’:: o i
i | i
i
i e Cu
O o
La
-— Plan CuO,
Figure 0.1 : Demi-maille primitive du composé LagCuO4. (Une maille primitive

s'obtient en complétant par symétrie par rapport a I'un des plans CuQ3).




Les principales propriétés électroniques de ces composés, en fonction du
dopage et de la température sont schématisées sur la figure 0.2. Le composé non dopé,
'LapCuOy4, (x=0) présente un ordre antiferromagnétique 4 longue distance : les ions de
cuivre possédent un moment moyen alterné d'environ 0.5up. Cet ordre disparait
rapidement avec le dopage pour laisser place, aux-environs de x=5%, 2 la phase
supraconductrice. Cépendant, méme & dopage élevé (x>5%), il semble persister
d'importantes corrélations antiferromagnétiques : les moments portés par deux sites de
cuivre proches voisins ont tendance 2 s'aligner antiparallelement. En outre, le composé
non dopé€ est isolant au-dessus de sa température de Néel tandis qu'a dopage suffisant, il

- devient métallique.
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Figurg 0.2 : Diagramme de phases simplifi€ de 1a famille de composés La2-xSrxCuQ4

dans le plan (x,T). x est le dopage et T est la température. Les valeurs portée sont
seulement indicatives. AF : phase antiferromagnétique ; SC : phase supraconductrice ;
I:isolant ; M : métal. '

La possible coexistence de corrélations antiferromagnétiques et de
supraconductivité de ces matériaux a inspiré un certain nombre de théories, invoquant
l'antiferromagnétisme afin d'expliquer la supraconductivité. Dol l'intérét qu'il y a 2 bien
comprendre I'antiferromagnétisme dans ces composés. Dans ce mémoire, nous ne nous
intéressons pas a la supraconductivité mais seulement A l'antiferromagnétisme dans
La2.xStxCuO4. Notre préoccupation principale est de vérifier, dans le cadre de modgles
simples, si I'on prévoit de l'antiferromagnétisme, quelle est sa nature et comment il
évolue avec le dopage.



Les modéles que nous utilisons constituent une simplification extréme du
probléme si l'on pense a la complexité des matériaux réels. Ils ont été néanmoins
introduits A la suite de tout un ensemble de travaux expérimentaux et de calculs de
structure de bande. Tous ces modeles consistent & ne considérer que certains électrons de -
valence localisés dans un plan CuO3. De plus, le réseau ionique est supposé fixe. Les
théories de la supraconductivité basées sur ces modeles ne prennent done pas en compte
l'interaction des électrons avec les vibrations du réseau, contrairement i la théorie B.C.S.
expliquant la supracondu'ctivité classique. De plus, nous faisons 1'approximation des
liaisons fortes.

En fin de compte, I'étude du composé réel est ramenée a celle d'un systéme
de fermions de spins 1/2 (les électrons), libres de se déplacer sur un réseau bi-
dimensionnel et interagissant €lectrostatiquement. On voit donc que 'objet de notre étude
dépasse largement le cadre de l'antiferromagnétisme dans les oxydes supraconducteurs a
haute température critique. Les conséquences de Ia répuision coulombienne, au premier
rang desquelles, figure le magnétisme, constituent donc notre centre d'intérét sous-jacent.

Nous nous intéressons aux propriétés du systéme 2 basse température. Pour
simplifier, on peut supposer la température nulle : le systéme est décrit par son état
fondamental. Méme ainsi simplifié, le probleme est trés loin d'étre exactement soluble.
Bien qu'elle ne soit justifiée que dans la limite ol 1'énergie d'interaction entre les
électrons est faible devant leur énergie cinétique, I'approximation de Hartree-Fock a
pourtant eu un succés considérable en physique du solide. Elle s'aveére toutefois
nettement insuffisante pour rendre compte de certains phénomenes. Il semble fort que ce
soit le cas en ce qui concerne certaines propriétés des nouveaux supraconducteurs.

Dans un premier chapitre, nous présentons une méthode de type
"variationnel” qui permet d'aller au-dela de 1'approximation de Hartree-Fock : la méthode
de Gutzwiller, Aprés avoir rappelé l'idée originale de Gutzwiller, nous adoptons une
approche due a Nozigres qui nous permet d'étendre le domaine d'application usuel de a
méthode de Gutzwiller 2 des états pouvant, en particulier, présenter un ordre
antiferromagnétique. |

Au cours des chapitres suivant, cette méthode est appliquée au modele de
Hubbard du réseau carré et au modéle de Hubbard étendu au réseau "CuQ2", afin
d'étudier l'antiferromagnétisme dans les oxydes supraconducteurs.




Dans les chapitres II et III, nous adoptons le point de vue du magnétisme
itinérant généralement justifié dans le cas ot 1'énergie d'interaction coulombienne entre
les électrons est tres inférieure A leur énergie cinétique. Cependant, 1'utilisation de la
méthode de Gutzwiller permet d'envisager le cas ol ces deux énergies sont du méme
ordre de grandeur.

Afin d'étudier I'antiferromagnétisme dans le composé non dopé,'et la
possibilité de corrélations antiferromagnétiques dans le composé dopé, nous adoptons
une "fonction d'onde" d'essai pouvant présenter un ordre antiferromagnétique. Dans le -
chapitre II, nous dégageons une bonne partie de la physique.en nous plagant dans le cadre
du modéle de Hubbard simple qui ne considére qu'un réseau carré de sites de cuivre.
Dans le chapitre IH, nous adoptons un modele a priori plus réaliste qui prend en compte
les sites d'oxygeéne d'un plan CuQO2 au méme titre que les sites de cuivre (le modéle A
deux bandes). Cela nous permet d'étudier l'effet de la covalence cuivre-oxygéne sur
'antiferromagnétisme et de tirer des conclusions plus précises concernant l'antiferro-
magnétisme et les paramétres du modéle.

Au chapitre IV, nous adoptons, au contraire, le point de vue du magnétisme
localisé justifié lorsque 1'énergie d'interaction coulombienne entre électrons est trés
supérieure & leur énergie cinétique.

Plus précisément, nous décrivons le syst¢me 2 l'aide du modeéle t-J qui
consiste & prendre en compte simultanément la possibilité de mouvement des électrons
dans le composé dopé et un couplage de type Heisenberg entre les spins des sites
premiers voisins. Nous examinons une forme particuliére de 1'état du systdme qui
présente des corrélations antiferromagnétiques a courte distance et qui a été proposée
récemment comme pouvant expliquer certaines propriétés supraconductrices. Ce type de
fonction d'onde, appelée "phase A flux", s'obtient & partir de la fonction d'onde du gaz
d'électrons indépendants en présence d'un champ magnétique fictif. Ce dernier point
nous amenera a nous intéresser au probléme du diamagnétisme de Landau en présence
d'un potentiel cristallin avant d'étudier la stabilité des différentes phases a flux uniformes
en fonction dopage.
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INTRODUCTION

Afin de traiter le probléme d'un grand nombre d'électrons en interaction, on
fait souvent I'hypothese que les électrons se déplacent indépendamment les uns des autres
(approximation de Hartree-Fock). Cela ne signifie pas que 'effet de I'interaction soit ne
soit pas pris en compte. Le mouvement d'un €lectron est influencé par I'ensemble des
autres mais dépend seulement de la ol ils sont en moyenne et non pas de 12 ot ils sont
réellement & un instant donné.

Le défaut principal de cette approche est de surestimer, dans I'état para-
magnétique, la probablilité qu'ont deux électrons d'étre trés proches l'un de l'autre. On
s'attend, en effet, a ce que la répulsion coulombienne diminue cette probabilité. Cela est
particulierement vrai pour 2 électrons de spins opposés, car, dans le cas contraire, cette
probabilité est déja réduite par la statistique de Fermi (principe de Pauli).

L'esprit de la méthode de Gutzwiller est d'élargir l'espace variationnel de
Hartree-Fock de fagon & abaisser cette probabilité,

_ Dans une premiére partie, nous introduisons succintement le formalisme
nécessaire et le modele de Hubbard.

Dans une seconde partie, nous présentons l'idée originale de Gutzwiller et
nous montrons ce qu'elle permet de dire du gaz d'électrons paramagnétique sur un réseau

carré,

Dans la dernitre partie de ce chapitre, nous adoptons une approche différente
de celle de Gutzwiller, due & Noziéres. Cette approche nous permet de mettre en évidence
les approximations physiques qui sont faites dans la méthode de Gutzwiller et de
généraliser le résultat de Gutzwiller au cas d'un état inhomogéne (ol la densité locale
d'électrons d'un spin donné peut varier spatialemement).
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LA RUDIMENTS

A.1_ Le formalisme des liaisons fortes

1.a L'espace quantique

Comme nous l'avons dit dans l'introduction générale, les propridtés
physiques qui nous intéressent sont essentiellement dues A quelques électrons du cristal
(c'est du moins 'hypothése que l'on fait). L'espace quantique dans lequel nous
travaillons est I'espace décrit par l'ensemble des variables de spin et de position de ces
électrons.

Un électron a deux états de spin possibles (spin orienté vers le haut ou vers le
bas). Il est, en outre, décrit par sa fonction d'onde qui donne sa probabilité de présence
en tout point de l'espace. Dans un solide, les électrons de plus basse énergie sont
localisés au voisinage des noyeaux. A l'inverse, un électron prcsqué libre (électron de
valence dans un métal normal) a une probabilité de présence pratiquement uniforme dans
tout I'échantillon. Les €lectrons auxquels nous nous intéressons sont dans une situation
intermédiaire. Ils peuvent se déplacer dans tout I'échantillon mais se trouvent beaucoups
plus souvent au voisinage d'un ﬁoyeau qu'a mi-chemin entre deux noyeaux.

_ -

Tout naturellement, nous faisons I'approximation des liaisons fortes. De plus,
les modeles que nous adopterons ne prennent en compte qu'une orbitale par atome. Ainsi,
a chaque ion du cristal pris en compte par le modele, est associée une fontion d'onde
localisée au voisinage de son noyeau (une orbitale atomique ou une fonction de Wannier)
et l'on suppose que la fonction d'onde d'un électron est une superposition de ces
fonctions d'ondes locales. On remplace ainsi le continuum spatial par un réseau de "sites"
correspondant aux ions du cristal modele. |

L'objet de notre étude n'est pas un électron isolé mais un trés grand nombre
d'électrons en interaction. Un état spatial instantané du systéme est une répartition
quelconque de N électrons sur les L sites de 'échantillon chaque électron étant muni de
son spin. A cause du principe de Pauli, il ne peut y avoir plus d'un électron de méme spin
par site. Nous appellerons un tel état spatial une “configuration”. La figure A.1 illustre un
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tel état. Soit N9, le nombre total d'électrons de spin ¢ dans notre systéme. On vérifie
aisément que le nombre total, N, de configurations est donné par:

N= (I\I{T) (;ﬁ) avec (%) - ﬁ% [A1]

# O O 4 L =24

N=22

C’ *) N'= 10

| NY=12
I

O
O =
S O o

4
) o

f

v

-

C

Figure A.] : Exemple de configuration électronique sur un réseau carré de 24 sites.

Un état quelconque du systéme est une superposition de configurations. Il
peut étre représenté par sa fonction d'onde ¥ (¢) ot C désigne une configuration
quelconque. L'espace quantique est un espace vectoriel de dimension N (N est donné en
[A.1]).

1.b Quelgues opérateurs

Les électrons sont des fermions. Tous les opérateurs peuvent s'écrire A F'aide
des opérateurs création et annihilation d'un spin o sur le site i, Cig* et Cig qui vérifient
les relations d'anticommutation propres 2 la statistique de Fermi. 1l est commode de
définir un certain nombre d'opérateurs élémentaires. njg=Cig " Ciq est l'opérateur diagonal
sur la base des configurations dont la valeur propre pour une configuration est égale a 1 si
le site i est occupé par un électron de spin © et est égale A 0 dans le cas contraire. De
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méme, l'opérateur, dj = nitn;j|, est l'op_ératéur diagonal dont la valeur propre est 1 si le
site i est doublement occupé par deux électrons (qui sont alors nécessairement de spins
opposés) et 0 sinon. On peut aussi définir 'opérateur diagonal D dont la valeur propre
pour une configuration est le nombre de sites doublement occupés qu'elle comporte

D = Z dj ' [A.2]
] _

La sommation dans [A.2] porte sur tous les sites du réseau. Enfin, nous noterons,
%ij°=Cis"' Cjg I'"'opérateur de saut" qui fait sauter un électron de spin ¢ du site j vers le

site 1.

Si les ions correspondant aux différents sites ont des niveaux atomiques
différents, 1" énergie potentielle” est représentée par 'opérateur :
Hp= 2 €jnjo - [A3)
1,0
ol la sommation porte sur tous les sites j et les spins . gj est 1"'énergie de site" du site j.

L 4

Si les €lectrons peuvent sauter d'un site & l'autre, 1 "énergie cinétique" est représentée par

Vopérateur :

Ho= D tij %if® [A.4]
ij,o
ol la sommation porte sur tous les couples de sites et ol tjj est 1"'intégrale de saut"” du site
j vers le site i.

A.2 L'hamiltonien de Hubbard

Afin de modéliser l'interaction coulombienne des électrons, une ap-
proximation due 2 Hubbard consiste & ne prendre en compte I'énergie d'interaction entre
deux é€lectrons que lorsqu'ils se trouvent sur le méme site / Hubbard 63 /. Cette
approximation peut paraitre surprenante quand on sait que la répulsion coulombienne est
une interaction a longue portée. Elle se comprend néanmoins, si 'on sait que le potentiel
€lectrostatique dii & un électron a tendance 2 étre fortement écranté par la réponse des
autres €lectrons. Si l'on fait 1"approximation de Hubbard", l'opérateur traduisant
l'interaction coulombienne s'écrit donc :

Hi= > Ujdj | [A.5]
] .
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ot Uj est l'énergie d'interaction électrostatique entre deux électrons occupant
simultanément le site j. Notons, que dans ce modele, & cause du principe de Pauli, seuls
les électrons de spins opposés interagissent.

Une modélisation trés simple pour étudier l'interaction coulombienne
d'électrons fortement liés dans un réseau a deux dimensions consiste a placer les électrons
sur un réseau carré ou tout les sites sont équivalents (;=0) avec une intégrale de saut
entre sites premiers voisins seulement et a faire 'approximation de Hubbard. On obtient
ainsi 1'hamiltonien de Hubbard, somme d'un terme cinétique, H¢ et d'un terme
d'interaction, H; :

H= H.+ H =1t Z Xij®+xji° + UZ d; _ [A.6]

" <ij>,o i
La notation <ij> signifie que 1'on somme sur les paires de sites premiers voisins. Notons

que cet hamiltonien ne dépend que de deux paramétres, t et U, caractérisant
respectivement la mobilité des électrons et leur répulsion mutuelle.

Pour un réseau quelconque, on peut décrire le systéme par I'"*hamiltonien de
Hubbard étendu" :

= 2 x® + X ginje + 3, Ujdj [A.7]

i,j,0 ic i

ou tjj est l'intégrale de saut du site i vers le site j, €; est I'énergie de site du site j et Uj est

la répulsion coulombienne sur le site j.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a I'état fondamental de 'hamiltonien
de Hubbard simple donné en [A.6].
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1.B APPROCHE DE GUT_ZWILLER ET PREMIERES APPLICATIONS

B.1 Le calcul de Gutzwiller

1.a Au dela de l'approximation de Hartree-Fock

Dans le cas général, I'état fondamental de I'hamiltonien de Hubbard n'est pas
connu exactement. Afin de se faire une idée de cet état, on est réduit a adopter des
méthodes d'approximation. Parmis celles-ci, on trouve les méthodes variationnelles. Il
s'agit de trouver une forme de fonction d'onde dans laquelle la valeur moyenne de
I'hamiltonien de Hubbard est la plus faible possible.

Le terme cinétique, He, de I'hamiltonien de Hubbard (voir [A.6]) est un
hamiltonien de particules indépendantes (il ne déplace qu'un électron 4 la fois). Un état
propre pour un tel opérateur ou "état de particules indépendantes” s'obtient en résolvant
un probléme & un corps ce qui est une des rares choses que l'on sache faire A peu prés
bien. Dans la limite olt le paramétre de répulsion coulombienne, U, est faible,
I'hamiltonien de Hubbard tend donc vers un hamiltonien de particules indépendantes.
D'ol la méthode de Hartree-Fock qui consiste a adopter comme état variationnel un état
de particules indépendantes.

'Un tel état peut toujours &tre vu comme le fondamental d'un hamiltonien de
particules indépendantes effectif, Hy. Puisque I'on ne considére qu'une orbitale par site,
la diagonalisation du probléme 2 un corps correspondant donne, au total, 2L états i une
particﬁlc. Ceux-ci sont généralement répartis en une bande d'énergie. Le "remplissage" de
la bande, n=N/L, est donc compris entre ( et 2. |

Notons qu'en général, 'hamiltonien effectif différe du terme cinétique, H.
L'état de Hartree-Fock prend donc en compte l'interaction coulombienne d'une certaine
fagon. Cependant, dans un tel état, les électrons de spins opposés sont indépendants. Or,
on s'attend & ce que leurs mouvements soient corrélés puisqu'ils se repoussent.
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1.b La fonction d'onde variationnelle de Gutzwiller

L'espace variationnel de Hartree-Fock est bien adapté 3 la minimisation du
terme cinétique mais pas a la minimisation du terme d'interaction. Si l'on raisonne dans
l'espace des configurations, le terme d'interaction équivaut a un "potentiel” dont la valeur
en une configuration, C, croit avec le nombre de sites doublement occupés, D(cy, qu'elle
comporte

HIIC>=UD(Q)IC> [B.3]

11 parait donc souhaitable de diminuer le poids de la fonction d'onde variationnelle sur les
configurations comportant beaucoup de sites doublement occupés.

Gutzwiller a proposé d'adopter une fonction d'onde de la forme :

¥y = MPO ¥ (B.4]

ot Wy (¢) est une fonction d'onde de particules indépendantes et oli 1 est un paramétre
variationnel compris entre 0 et 1 / Gutzwiller 63 /. La fonction d'onde ¥ (c), appelée
"fonction d'onde de gutzwiller" a un poids d'autant plus faible sur la configuration C que
D(c) est €levé et que M est faible.

Lorsque, U/t tend vers l'infini, on s'attend A minimiser I'énergie pour n = 0.
Dans ce cas, l'opérateur de Gutzwiller, NP, tend vers le projecteur sur l'espace des
configurations pour lesquelles le nombre de sites doublement occupés est minimum
(soit : D=0 pour N<L/2). Dans le cas opposé o U est nul, l'espace variationnel permet
bien de retrouver un état de particules indépendantes (n=1). L'espace variationnel de
Gutzwiller est donc un élargissement de l'espace variationnel de Hartree-Fock. Le
parametre supplémentaire, M, permettant de prendre en compte les corrélations

coulombiennes.

Reste maintenant i calculer la valeur moyenne de I'hamiltonien de Hubbard
dans l'état de Gutzwiller, Dans ce but, Metzner et Volhardt ont 'développé une méthode
diagammatique / Metzner & Volhardt 87 /. Ils sont ainsi parvenu a calculer exactement
I'énergie moyenne dans 1'état de Gutzwiller lorsque le réseau est une chaine i une
dimension. Cette approche reste trés lourde et il n'y a pas de résultats exact lorsque la
dimension est finie et strictement supérieure 4 1. On peut néanmoin faire des calculs par
des méthodes de type "Monte Carlo"” / Yokoyama & Shiba 87 ; Zhang & al. 88 /.
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1.c L'approximation de Gutzwiller

D'une fagon générale, il est difficile de calculer la valeur moyenne d'un
opérateur, A, dans 1'état de Gutzwiller. Par contre, sa valeur moyenne dans 1'état de
particules indépendantes, I'¥o>, s'obtient aisément par les techniques de calcul de bande.
Il suffirait donc d'estimer le rapport :

<A>
<A>g

ga = [B.5]

ou <A> est la valeur moyenne de A dans l'état de Gutzwiller, |¥>, et <A>q est sa valeur
moyenne dans l'état de particules indépendantes 'Vo> (donné par [B.4]). Ce rapport est le
"facteur de renormalisation™ pour l'opérateur A.

Cette estimation reste trés difficile 2 cause de la complexité de la fonction
d'onde de particules indépendantes qui présente des corrélations d'échange entre électrons
de méme spin dues 2 la statistique de Fermi. Afin d'estimer simplement ce facteur de
renormalisation, Gutzwiller a eu l'idée de faire comme si ces corrélations n'existaient pas.
De plus, il s'est limité au cas oi la fonction d'onde de particules indépendantes est un état
"homogene" c'est-a-dire tel que les électrons sont répartis uniformément sur tous les sites
(<nijg>y=NOY/L). La fonction d'onde ¥, (¢ peut donc étre prise constante en module, On
est alors ramené 4 de simples problé¢mes de dénombrement. C'est l'approximation de

Gutzwiller / Gutzwiller 66 ; Ogawa 75 /.

A titre d'exemple, faisons le calcul de Gutzwiller pour l'opérateur de saut
XijT. Si I'on suppose constante la fonction d'onde Wy (¢, , il vient :

¥y (c)|2 = [B.6]

1
N
ou N est le nombre total de configurations donné en [A..l]. La valeur moyenne de

l'opérateur de saut XijT dans I'état {\Wy> s'écrit :

< xijT > = <Fol XijTl‘I"0> = 2 ¥o(cy ¥o' ¢y <C'|xijT|C> [B.8]
. c,C’

Les seuls éléments de matrice <C’ExijTIC> non nuls sont ceux pour lesquels, dans la

configuration C, le site j est occupé par un électron de spin vers le haut tandis qu'il n'y en
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& pas sur le site i et la configuration C’ se déduit de la configuration C par déplacement de
cet électron de j vers i. Le nombre de termes non nuls dans la somme de [B.8] est donc :

Nir= (1) (30) B.9]

11 vient donc (d'apres [B.6] et [B.8]) :
< XijT >0 = %‘i <<XijT>> [B.10]

ol <<;j'>> est la valeur moyenne des éléments de matrice non nuls <C'l ;;11C>. Ces
éléments de matrice peuvent valoir -1 ou 1 et 12 valeur d'un élément de matrice particulier
dépend de la convention de signe adoptée lors de l'antisymétrisation propre 2 la statistique
de Fermi. La valeur moyenne <<x1jT>> ne dépend que de l'ensemble des configurations
des spins vers le haut.

Estimons, maintenant, la valeur moyenne de qu dans ['état de Gutzwiller.
Pour simplifier, supposons que le nombre d'€lectrons, N, soit inférieur 4 L/2 et plagons
nous dans la limite des trés fortes répulsions (n-—0). Il suffit de faire les mémes
dénombrements que précédemment en se rappelant que, cette fois, les doubles
occupations de site (par deux €lectrons de spin opposé) sont interdites. Le nombre de
configurations permises est :

(NT) LNT) [B.11]

La fonction de Gutzwiller vérifie :

1
Wyl = — ‘ [B.12]
OF 7 N

On vérifie aisément que le nombre de termes non nuls dans l'expression de la valeur
moyenne de I'opérateur de saut < XijT > dans I'état de Gutzwiller est :
N o (L2 (LNt
= (o) (0 (B.13]

et:

o0

Ni
< XijT >= —N—“’- <<XijT>> {B.14]




18

Le rapport des expressions [B.14] et [B.10] donne une estimation du facteur
de renormalisation de I'énergie cinétique :

N~ N
<zij" >0 N*=Njt
gt = ll-_rrllf avec n=N/L et n"™=NT/L ' [B.15]

L'expression [B.15] a été utilisée par plusieurs auteurs / Rice & Ueda 86 Zhang & al.~
87 /.

On vérifie que g est plus petit que 1 et s'annule lorsqu'il y a un électron par
site (n=1). L'énergie cinétique est donc réduite par les corrélations et s'annule pour la
bande demi-pleine. Ce résultat est physiquement satisfaisant car, en interdisant les
doubles occupations de site, on réduit les possibilités de mouvement des électrons et,
lorsqu'il y a un électron par site, tous les sites sont occupés, les électrons ne peuvent
donc plus bouger.

Lorsque la valeur de U est finie, le facteur de renormalisation peut &tre estimé
en faisant des dénombrements comme nous l'avons fait pour le cas oit U tend vers .
infini. Les formules obtenues se simplifient dans la limite thermodynamique
(L,NT N >>1). Dans cette limite, seules les configurations comprenant un certain
nombre de sites doublement occupés, Dy, ont un poids significatif. La valeur moyenne
de l'opérateur dj, d=<dj>=Dpy/L, est reliée au paramétre M (défini en [B.4]) par ;

d(1-n+d
= (nT(-d)(n¢-)d) (8.16]
Pour un opérateur donné, A, le facteur de renormalisation obtenu dépend de I'état de
Gutzwiller et donc de M. M peut etre €liminé grice & 'équation [B.16] et l'on obtient une
expression de g4 qui ne dépend que des valeurs moyennes élémentaires que sont nT, nt
et d. Notons que la géométriec du systtme n'apparait pas dans le facteur de
renormalisation lorsque 1'on fait 'approximation de Gutzwiller.
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1.d Le facteur de Gutzwiller

L'expression ainsi obtenue pour le facteur de renormalisation de l'opérateur
de saut %;;® et donc, pour l'énergie cinétique, He, est :

(V(1-n+d)(no-d) + Vd(no-d) )2
fig= " o (11%) [B.17]
gto est souvent appelé "facteur de Gutzwiller”, L'expression [B.17] vérifie la symétrie
électron-trou (n®—1-n—%, d—1-n+d). On vérifie, en outre, que le facteur de gutzwiller
est toujours inférieur a 1. De plus, il est égal 2 1 pour d=nTn!. On retrouve donc bien la
méthode de Hartree-Fock lorsque les particules de spins opposés sont indépendantes.
 Dans la limite inverse ol d tend vers zéro, on retrouve 1'expression [B.15].

L'allure de la dépendance en d du facteur de Gutzwiller, nT et nt &tant fixés,
est portée sur la figure B.1. Du fait de la symétrie électron-trou, on peut se limiter 4 Ia
bande moins qu'a moitié pleine: n < 1. De plus, du fait du signe de l'interaction
coulombienne (U>0), on peut se limiter 3 : O0<d< nfal, g1g est une fonction
croissante de d. Elle présente une pente horizontale en d=nTn. Au voisinage de d=0, elle
présente un comportement différent selon que la bande est demi-pleine (n=1) ou non.
Dans le cas oli la bande n'est pas demi-pleine, le facteur de Gutzwiller tend vers une
valeur non nulle avec une pente infinie tandis que, lorsque la bande est demi-pleine, il
s'annule avec une pente finie. Nous verrons plus loin (en 2.a), quelles sont les
conséquences de ces propriétés. '

- e ——

=
«—

Figure B, : Allure de la dépendance du facteur de Gutzwiller, g¢q, par rapport au
facteur de double occupation, d. |




20

Dans ]'état de Gutzwiller, on vérifie, pour deux sites i et j quelconques :

-+ — + P . -+ .
<Cicrcja> = g <Ci0'Cj0'>0 si i#] (Cicqc =%ii%)
+ + D e +
<Cicho-> = <CiG_CJ0_>0 sii=j (Cisclo- = Njg) [B.18]

Soit ng, l'opérateur densité dans 1'espace des k :

N N kR,
n =C C ; C = 2 , € C
ko ko kO ’ ko : jo

, [B.19]
Par transformation de Fourier, on déduit aisément de [B.18], la distribution dans I'espace
des k, <ngg>, de 1'état de Gutzwiller.

<Nyg> = g5 ( <Nye>p - %) + n° _ [B.20]

oll <nye>q est la distribution dans I'espace des k de 1'état de particules indépendantes,
I'*¥o>. Dans le cas ol [¥o> est le fondamental d'un hamiltonien A une particule qui ne
différe du terme cinétique que par une constante (pouvant dépendre du spin), <fys>p €St
nul au-dessus d'une surface de Fermi et vaut 1 en dessous. La distribution <n, s> a donc

la forme portée sur la figure B.2.

<n, > A
1 -----------.--‘
1
i
i
8
[ ]
0 : -
£5. E¢ Emax .
&)

Figure B.2 : Distribution moyenne dans l'espace des k, <nkg>, pour un état de
Gutzwiller d'ondes planes (trait piein) et pour I'état de particules indépendantes
correspondant (tirets). <nkg> ne dépend que de I'énergie 4 une particule, £(k). Nous
avons donc porté cette derniere quantité en abscisse. |
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La surface de Fermi est inchangée sous l'effet des corrélations ce qui est en
accord avec le théoréme de Luttinger. Ce dernier affirme la conservation du volume

englobé sous cette surface / Luttinger 60 /. La discontinuité au niveau de Fermi est
réduite de 1 a g,; par les corrélations. Le facteur de renormalisation, g, prend donc une

nouvelle signification physique : c'est la discontinuité de <ny > au niveau de Fermi. On
voit donc que tant que g, est non nul, I'état est conducteur et qu'il est isolant dans le cas

contraire.

Dans la théorie de Landau des liquides de Fermi, cette discontinuité est reliée &
.la renormalisation de la masse des quasiparticules : '

g =m/ m"* [B.21]

g5 ! est donc l'alourdissement des quasiparticules dii aux corrélations. En fait, on peut

montrer que l'approche de Gutzwiller fournit un cadre naturel 2 la théorie de Landau
/ Vollhardt 84 ; Noziéres 86 /.

B.2 Premiéres applications au modéle de Hubbard

2.a Le modele de Hubbard paramagnétique

Dans l'approximation de Gutzwiller, la valeur moyenne de 1'hamiitonien de
Hubbard dans I'état de Gutzwiller s'écrit donc :

<H> = g <Her>o+ gl <Hei>o + ULd . (B.22]

ol gy est donné par [B.17]. Cette expression ne dépend que de I'état '¥p> et du nombre
moyen de sites doublement occupés, d. d peut &tre pris comme paramétre variationnel i la
place de M qui n'apparait plus. La minimisation de [B.22] par rapport 4 d et aux
parametres variationnels dont dépend éventuellement Vo> devrait permettre une meilleure
estimation des propriétés du fondamental de 'hamiltonien de Hubbard que la méthode de
Hartree-Fock. :
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L'exemple d'application le plus simple de la méthode de Gutzwiller consiste 3
prendre comme état de particules indépendantes, o>, le fondamental de I'hamiltonien
cinétique, He. Ainsi, d est notre seul paramétre variationnel. De plus, on a nT=n{=n/2 et
I'expression [B.22] se simplifie :

<H> = g<H>p + ULd | [B.23]

gt = g1 = g Pour une valeur donnée du nombre d'électrons par site, n, la valeur de
<Hc>g est fixée et est négative.

La variation de 1'énergie totale avec d s'obtient donc aisément en ajoutant au
terme cinétique, dont la variation est donnée par celle du facteur de Gutzwiller érudiée
plus haut (voir figure B.1), le terme d'interaction qui varie linéairement avec d. La figure
B.3a illustre le cas de la bande moins qu'a moitié remplie tandis que les courbes de la
figure B.3b correspondent & un cas ol la bande est exactement demi-pleine.

nxl <Hp>

X

<H> =<H>+ <H>

~- <H>
~
~— /
—
—— —_— R
Figure B,3a : Variation de 1'énergie cinétique, <Hc>, de 1'énergie d'interaction,

<Hj>=Ud, et de 1'énergie totale, <H>, en fonction de la probabilité de double
occupation de site, d. (voir fonnule (B.23]).
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n=1ce U>U, <I'I_i.>-"/

Figure B.3b : Idem que figure B.3a mais dans le cas ol la bande est demi-pleine (n=1)
et ou la répulsion coulombienne est supérieure A Ia valeur critique, U, donnée par

I'équation {B.24].

De ces figures, on tire immédiatement les conclusions suivantes dans le cadre
de notre approximation :
_ D&s que l'interaction coulombienne, U, est différente de 0 et quelque soit la densité
d'électrons, l'état fondamental présente des corrélations : d<n™nl (a cause de la pente
nulle de g¢ en d=nTn}).
_ Aprés minimisation par rapport 3 d (minimum de la courbe en trait plein), I'énergie reste
toujours négative ou nulle. Rappelons que, par la méthode de Hartree-Fock, I'énergie
obtenue (point d'intersection de la courbe en trait plein avec 'axe d=nTn¢) tend vers
l'infini lorsque U tend vers l'infini. Cette remarque illustre 1'importance de la prise en
compte. des corrélations électroniques lorsque 1'on souhaite étudier l'effet d'une forte
répulsion coulombienne. '
_ Pour n#1, l'énergie et le facteur de Gutzwiller ne sont jamais nuls (4 cause de la valeur
non nulle de g; en d=0). L'état est donc toujours conducteur. De plus, la probabilité de
double occupation n'est jamais nulle (4 cause de la pente infinie de g; en d=0).
- Par contre, pour n=1, il existe une valeur critique de l'interaction, U, au-dessus de
laquelle, les doubles occupations sont interdites (d=0), le systéme est isolant (g=0) et
I'énergie cinétique est nulle (2 cause de la pente finie de g; en d=0). Cette valeur critique
est donnée par:

Ue = 8 <Hg>g : - [B.24]
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2.b La transition de Mott

Lorsque la bande est demi-pleine (n=1), cette dernidre situation ot les
électrons sont figés sur leurs sites respectifs est celle que l'on attend pour une répulsion,
U, infinie : du fait de 1'impossibilité de double occupation de site, tous les sites sont
occixpés et un €lectron ne peut donc sauter sur un site voisin, Ce qui est remarquable,
c'est que l'on trouve cette situation pour des valeurs finies de U. Néanmoins, on s'attend
a ce qu'il y ait effectivement une transition métal-isolant de I'état paramagnétique pour une
valeur finie de U /Mott 49 /. On sait, en effet, que le systtme est conducteur pour U
tendant vers zéro (car I'état de particules indépendantes paramagnétique est conducteur) et
qu'il est isolant pour des valeurs finies suffisamment élevées de U (par la théorie des
perturbations). La méthode de Gutzwiller prévoit donc la "transition de Mott".

Cependant, on obtient une probabilité de double occupation nulle (d=0), d&s
que U est supérieur & Uc. Cela est manifestement inexact car on sait (par la théorie des
perturbations) que, dans la limite des fortes répulsions, cette probabilité est de I'ordre de
(t/U)Z et est donc non nulle. Cette possibilité de mouvement des électrons joue un rdle
capital dans I'étude de la limite des trés fortes répulsions comme nous le verrons en IV.A.
La comparaison avec les résultats exacts a permis d'établir qu'a une dimension, c'est
l'approximation de Gutzwiller (et non pas le choix de la fonction d'onde de Gutzwiller)
qui est & l'origine de cet artefact / Metzner & Volhardt 87 /. Cette transition brutale propre
a la méthode de Gutzwiller a été soulignée pour la premigre fois par Brinkman et Rice

/ Brinkman & Rice 70/.

La transition de Mott peut se comprendre intuitivement. Isolons un électron, et
fixons la position des autres. Le déplacement de cet électron sur un site voisin cofite une
énergie égale & U (la bande est demi-pleine). Il se trouve donc dans un puits de potentiel
de profondeur finie. Or, lorsque sa profondeur est suffisante, un puits de potentiel est &
l'origine d'états liés.
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Hubbard a essayé de garder cette idée en considérant un nombre quelconque
d'électrons dans 1'échantillon. Rappelons que, dans le modele de Hubbard, seuls les
électrons de spins opposés interagissent (& cause du principe de Pauli). Fixons les
électrons de spin vers le bas dans une configuration donnée. Un électron de spin vers le
haut voit alors un potentiel égal a zéro sur les sites vides et égal a U sur les sites occupés.
On se trouve donc en présence d'un modele d'électrons indépendants dans un alliage
binaire, la différence, Aé, entre les énergies de site des deux types d'atomes étant égale.:‘i
U. D'apres le théoreme de Perron-Frobenius / Bellman 60/, lorsqu'un alliage est tel
que A€ est supérieur a la largeur de bande en 1'absence de potentiel, W, il existe un gap en
milieu de bande. Si i'on fait donc 1"analogie d'alliage de Hubbard", on trouve un état
~ isolant lorsque la bande est demi-pleine {(n=1) et U>8t (pour le réseau carré). Cependant,
il ne faut pas oublier qu'en réalité les électrons de spin vers le bas sont mobiles et
interagissent avec les électrons de spin vers le haut.

Dans l'approche de Hubbard, le systeme devient isolant au voisinage de la
au dessus du gap) tandis que, dans l'approche de Gutzwiller, le systéme devient isolant
- par divergence de la masse des quasiparticules (m*/m=g;"1—e0). Les deux approches
semblent donc fondamentalement différentes. Néanmoins, comme nous le montrons ci-
apres que, la méthode de Gutzwiller permet bien de trouver une dicontinuité du potentiel
chimique (gap) au dessus de la transition de Mott.

Dans un modale d'électrons indépendants, le niveau de Fermi, &g, est le
potentiel chimique, W, du systtme. Par ailleurs, la densité d'états, p, est la
compressibilité, n2x, du gaz d'électrons. La fonction nZK(u) est donc, dans le cas
d'électrons en interaction, une généralisation de la densité d'états du systéme d'électrons
indépendants. Dans le cas général, le potentiel chimique et la compressibilité sont donnés
par les formules :

= 3(<Hn>/L) [B.25]
1 _ dU<H>/L)
= o [B.26]

ol <H> est 1'énergie totale du systéme et n est le nombre d'électrons par site. Par la
méthode de Gutzwiller (minimisation de [B.23]) on obtien](,aonc aisément ces quantités. Y
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Sur la figure B.4, nous avons porté la compressibilité, n2x, en fonction du
potentiel chimique (obtenus par la méthode de Gutzwiller). On observe, sur cette "densité
généralisée”, I'apparition d'un gap en centre de bande lorsque la répulsion est supéricure
a la valeur critique U; donnée en [B.24]. Pour le réseau carré, Uc = 13t

10 15

W+U2

Figurg B.4 : Compressibilité en fonction du potentiel chimique. Lorsque 1a répulsion
coulombienne intrasite, U, est nulle (trait plein), on retrouve la densité d'états
d'électrons indépendants sur un réseau carré. Lorsque la répulsion est supérieure 2
Uc=8<1-lc>(}=-128/1t2 t, le potentiel chimique présente une discontinuité en n=1. Ainsi,
la courbe en pointillés illustre les deux "sous-bandes de Hubbard",
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1.C GENERALISATION DE LA METHODE DE GUTZWILLER

C.1 La formulation de Noziéres

1.a Au dela d'une approche variationnelle

Comme on vient de le voir, I'approche originale de Gutzwiller consiste a
adopter une fonction d'onde variationnelle et & calculer son énergie de fagon approchée.
En toute rigueur, on ne peut donc pas parler de "méthode variationnelle”, puisque I'on ne
calcule pas de fagon exacte l'énergie de 1'état variationnel. De plus, si l'on veut pouvoir
faire un calcul exact de I'énergie dans une fonction d'onde variationnelle, on est réduit &
imposer une forme peu réaliste a cette derniére. Ainsi, on perd, au début, la fiabilité que
l'on gagne par la suite. Afin de dépasser cette situation, Noziéres a adopté une
présentation différente de la méthode de Gutzwiller / Nozigres 86 /.

La valeur moyenne d'un opérateur peut s'exprimer a l'aide d'une matrice
densité. Nozieres a obtenu de fagon trés. simple le résultat de Gutzwiller (I'équation
[B.17]), en faisant quelques hypothéses sur une matrice densité de 'état censé prendre en
compte les corrélations coulombiennes. On a ainsi une présentation plus transparente de la
méthode de Gutzwiller ob n'apparait pas, par exemple, la forme particuli¢re de la fonction
d'onde de Gutzwiller.

Dans ce qui suit, nous adoptons 1'approche de Nozidres en poursuivant un
double objectif : faire un minimum d'approximations et obtenir un résultat le plus général
possible. Ainsi, aprés avoir exposé 'approche de Nozi¢res de fagon trés générale, nous
généraliserons la méthode de Gutzwiller aux états non homoggénes (ni® dépendant de 1).
Cela nous permettra, en particulier, d'étudier |'antiferromagnétisme dans le modele de
Hubbard du réseau carré (chapitre II) et dans le modele de Hubbard étendu au plan Cqu_
(chapitre III).
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1.b Matricg§ densité partielles

_ Dans tous les modeles qui nous intéressent, 'hamiltonien s'exprime comme
une somme d'opérateurs élémentaires dont les éléments de matrice ne dépendent que de
I'état de quelques sites. C'est le cas, par exemple, de l'opérateur de saut, %ij®, qui ne fait
intervenir que les sites i et j. Considérons un ensemble, L, de 1 sites du réseau et notons
E l'ensemble des L-1 autres sites du réseau.

La matrice densité totale d'un état '¥'> est donnée par ses éléments de

matrice : -
Pe o =¥ ¥ ) | [C.1]

ol C et C’ sont deux configurations. Il est intéressant de définir la matrice densité partielle
pour l'ensemble L par :

P = ;PLE,L'e ' [C.2]

ou C et {’ sont deux configurations de L, oli la sommation porte sur toutes les
configurations de E et oli L € est la configuration du réseau pour laquelles les sites de L
sont dans la configuration { et les sites de E sont dans la configuration €.

La valeur moyenne d'un opérateur, A, ne dépendant que des sites de L est
donnée par la formule : |

<A>=<VAN¥>=Y p, A, | [C.3]
L,L' Fa z

ol A, est I'lément de matrice de A entre les configurations L € et '€ le choix de £

étant indifférent. Cette expression a I'intérét de ne faire intervenir que des configurations
de L. |

De méme, on peut définir la matrice densité partielle pour les configurations
des spins up de L par :
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pLT,LT‘ = Z pLTLiE’LTPLl- € . [C.4]
e
oit L f et LT' sont deux configurations des électrons de spin vers le haut de L et ol la

sommation porte sur toutes les conﬁgufations des électrons de spin vers le bas, Ll, de L
et sur toutes les configurations, £, de E. Notons que le type de matrice densité considéré
est indiqué par la nature des configurations en indice.

Les éléments de matrice diagonaux d'une matrice densité sont les probabilités
des configurations correspondantes :

Pec =Pc [C.5]

Dans ce qui suit, nous notons p® les matrices densité pour un état de
particules indépendantes, 'Fp>, et p les matrices densité d'un état, '¥'>, ne différant de
o> que par la prise en compte de corrélations entre électrons de spins opposés. De

méme, nous notons, p° et p, les probabilités correspondantes.

Notons n;°8, le nombre moyen d'électrons de spins & sur le site j et dj la
probabilité de double occupation du site j dans 1'état '>. Notons n;°, le nombre moyen
d'électrons de spin ¢ sur le site j dans 'état '¥y>. Dans le cas ol L est réduit 2 un seul
site, une configuration de L, ne peut prendre que les quatre valeurs portées dans la
colonne de gauche du tableau C.1. Les probabilités de ces configurations dans les états
> et o> s'expriment comme indiqué dans le tableau C.1. Dans un état homogene, par

conservation du nombre total de particules d'un spin donné, n;%8 est égal a n;°.

L Py P

% (1-nM) (1-n}) 1-ng+d
T aT (1-nh n'e-d
\! (1-n7) nt nte-d
T nTnd d

Tabicau C.1 : probabilités des différentes configurations, {, d'un site j dans I'état de
particules indépendantes ['¥> (Pp)-et dans I'état > (P). L'indice j est implicite.
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1.c les opérateurs

Nous allons nous restreindre a deux catégories d'opérateurs particulierement

simples. La premigre est celle des opérateurs, A, qui ne couplent que deux configurations
de L, {; et L¢, et dont tous les autres éléments de matrice, Ay (Ll U=Lp), sont

nuls. Un exemple est l'opérateur de spin flip, x_12$x21T, qui, dans 'ensemble L={1,2}

(1 et 2 désignent deux sites), associe & la configuration, (; = (1:}; 2:1], la configuration,
Le={1T; 2],

La valeur moyenne d'un tel opérateur se réduit A un élément de matrice de la
matrice densité partielle pour L :

Le facteur de renormalisation est donc simplement :

g = <A> P Ls
T <A>y
" %

[C.7]

La deuxidme catégorie est celle des opérateurs, A%, qui ne dépendent que d'un
spin, O, et qui ne couplent que deux configurations, L%} et { %, de ce spin. Clest le cas
de l'opérateur de saut, %127, qui, dans l'ensemble L={1,2}, associe & la configuration,
LT;LJ’ ={1T:0; 2?:1]Li, la configuration, LTfLl ={1T:1; ZT:OJL”L. LL décrit
I'ensemble des configurations des spins vers le bas, jT:0 signifie qu'il n'y a pas de spin
vers le haut sur le site j, jT:1 signifie qu'il y en a un.

Considérons un opérateur, AT, ne dépendant 'que du spin up, sa valeur
moyenne s'écrit : '

TN = —
A> =P = % Pt
: [C.8]

ot la sommation porte sur les configurations des spins | de L. Le facteur de
renormalisation s'écrit donc :

PG
gAT = ....0_......._
Pt
Ll [C9]
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1.d Les facteurs de rgngrmalisg_tion'

1.do Les hypothéses de Noziéres

Notre objectif est d'exprimer les facteurs de renormalisation ga et gar en
fonction des quantités connues que sont les niT et ni'L et en fonction des facteurs de
double occupation, dj, qui sont, dans l'application au modéle de Hubbard, les paramatres
variationnels prenant en compte les corrélations coulombiennes. Nous montrons, ci-
apres, que, lorsque I'état [¥o> est homogene, les deux hypothéses [C.10] et [C.11]
suffisent & y parvenir, I'hypotheése [C.11] devant étre remplacée par I'hypotheése [C.12]
pour le calcul de gar.

p? L - pO PUJ
, \/ Py (C.10]
o
P_E j=1,1 P{Z}'

7 [C.11]
LR & B
p‘ZT N j=151 p(ZTJ .

[(C.12]

(i est 1a configuration des spins vers le haut du jime site de £ (£ T=0 ou 1).

Ces hypotheses ont €té introduites par Noziéres afin de retrouver le résultat de
Gutzwiller. Nous reviendrons plus loin (en 1.e) sur leur signification physique. La
premiere ([C.10]) va nous permettre d'éliminer des expressions de ga et gar ([C.7] et
[C.9]), les éléments non diagonaux des matrices densité. La deuxieme (fC.11] ou
[C.12]), ramenera l'indétermination aux seules probabilités des configurations a un site.
Ces probabilités sont données au tableau C.1. Ainsi, pour un état homogér_le, on
obtiendra bien l'expression recherchée. |
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1.dP Opérateurs dépendant des deux spins

Soit un opérateur, A, de la premiére catégorie définie plus haut (voir 1.c).
L'application des hypotheses [C.10] et [C.11] & l'expression [C.7] donne immédiatement
la formule générale :

gAZqu\ avec qi=

i=1,1

[C.13]

ot L/ est la configuration initiale du jime site de L et L # est sa configuration finale, Tl ne
reste plus qu'a utiliser le tableau C.1.

Comme exemple d'appliquation, considérons 1'opérateur de spin-flip (voir
1.¢). ll vient :

Tg lg '
j (n;"-dy) (n;"d)

qx., LT Te1 Tyalry b
12Xy n, ( l-nj. )nj (l-nj)

[C.14]

ol j désigne un des deux sites dont les spins ont été échangés (j=1 ou 2). Dans le cas
homogeéne (nj®8=n;®) et paramagnétique (n'=n!), le facteur de renormalisation de
l'opérateur de spin-flip s'écrit :

n-2d 2
4 (n(2-n))

gy =
‘ [C.15]

_ L'opérateur §;.8; qui couple les spins des sites i et j dans I'hamiltonien de

Hcisenbcrg quantique est une somme d'opérateurs du type A (voir [IV.D.4]). De plus, on
vérifie que dans le cas homogéne et paramagnétique, tous ces opérateurs sont
renormalisés par le méme facteur, gj, (donné en [C.15]) il vient donc :

<8;i.5p> = g1 <§i.8j>0 [C.16]
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1.dy Opérateurs e dépendant que d'un spin |

Soit un opérateur, A%, de la seconde catégorie définie plus haut (voir 1.¢).

Les électrons de spins opposés son indépendants dans ['Py>. Cela se traduit sur les
matrices densité par :

4] 0 1
Pitye e, = Pror, Pl
L't - P
L UL L [C.17]
L'équation [C.9] peut donc se mettre sous la forme :
o Z pL,TU,L}U o
gAT B ¢t OT 1,1, le
UL
[C.18]
L'application des hypothéses [C.10] et [C.12] donne :
- J j !
gy = j[lll q,r avec qA? \/Ptn E PL?‘ 4
. P TJ o
Vit [C.19]

La somme sur les configurations, LY, du site j pour le spin vers le bas dans
[C.19], ne comprend que 2 termes puisqu'un site comporte soit O soit 1 électron d'un
spin donné. L'exemple qui nous intéresse est 'opérateur de saut (voir l.c). La
substitution des probabilités dans [C.19] par leur expression données au tableau C.1
donne :

\/ (-nfd)(n*d) + \/ (nj"-d) dj'

J
g . ) =
e %% % [ ) [C.201

Dans le cas homogene (nj“g=nj°), on retrouve bien l'expression [B.17] du facteur de

Gutzwiller .

1.e Approximations physiques

La premiére hypothese de Nozigres, [C.10], est automatiquement vérifiée si
l'on admet que la phase de Ia fonction d'onde, ¥((), de 1'état [¥> n'est pas modifiée par
rapport a celle de la fonction d'onde de particules indépendantes, W9y :
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Yoy € R* [C.21]

et si I'on suppose que les corrélations entre L et son environnement ne sont pas modifides
par rapport a celles qui existent dans 1'état de particules indépendantes :

0
Piecer  Prese
P e PP
(0 Pee L Pee [C22]
En effet, D'apres [C.22], il vient :
Pree P Pe
p; T,
LELE i Pe - [C23]

Par ailleurs, d'aprés la définition d'une matrice densité totale [C.1] puis I'hypothese

(C.21]:
Prece Pie Pre
AN A
LELE L€ L€ (C.24]

En appliquant [C.22] aux éléments diagonaux p, et p, -, dans l'expression [C.24], il

Prepe _ /fﬂ Pe
0 0 0 (43
Pieye P, P P
LELE (YL [ _ [C.25]

En égalant les seconds membres de [C.23] et [C.25], on retrouve bien la premiére

vient :

hypothése de Noziéres.

La deuxieéme hypothése de Nozieres ([C.11] ou [C.12]) revient & négliger les
corrélations entre les différents sites de L (pour les probabilités seulement). Il apparait
donc que le calcul du facteur de renormalisation par la méthode de Gutzwiller ne néglige
pas purement et simplement les corrélations d'échange dans la fonction d'onde de
particules indépendantes (comme le calcul de Gutzwiller présenté en B.1.c pouvait le
laisser croire) mais néglige seulement la variation des corrélations intersites par rapport 3
la fonction d'onde de particules indépendantes.

Signalons que les hypotheses [C.11] et [C.12] sont équivalentes si l'on
néglige les corrélations intersites entre électrons de spin vers le bas. D'ailleurs, si l'on
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néglige les corrélations intersites, on peut étendre la méthode de Gutzwiller 3 des
opérateurs plus généraux que ceux spécifiés en 1.c.

Considérons un produit quelconque d'opérateurs création et annihilation. Un
-tel opérateur impose la configurations des spin ¢ dans 1'état initial et final pour certains
sites, jo, et les configurations des deux spin dans I'état initial et final pour les autres sites,
j1i. Le facteur de renormalisation correspondant s'écrit :

I | ] ] 1
§ j=1,1 q e q 0 0 Z JPG‘:-HJ pGJ{Hj .
' PoiP.i
i f :
[C.26]

ol ij (ij) désigne la partie imposée de la configuration initiale (finale) du site j et H
décrit la partie non imposée éventuelle de la configuration du site j. ‘

C.2 Généralisations

2.a Possibilités d’amélioration

La présentation de Nozieres se préte aisément 4 des améliorations. Ainsi, on
peut ne pas faire les hypothéées [C.11] ou [C.12] et introduire des parameétres
variationnels supplémentaires qui prendraient en compte la variation des corrélations
intersites sous l'effet de l'interaction coulombienne.

Kotliar et Ruckenstein ont retrouvé la méthode de Gutzwiller en faisant une
approximation de point selle dans le cadre d'un formalisme de Bosons esclaves / Kotliar
& Ruckenstein 86 /. Metzner et Wolhardt ont montré que, lorsque la dimension
géométrique du réseau est infinie, l'approximation de Gutzwiller est exacte / Metzner &
Volhardt 87 /. Leur méthode de développement diagrammatique permet de corriger
l'approximation de Gutzwiller par des perturbations en 1/d ol d est la dimension du
réseau / Gebhard 90/. Ces différentes approches permettent donc, elles aussi,
d'améliorer la méthode de Gutzwiller sur la voie d'une meilleure prise en compte des
corrélations coulombiennes.
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2.b Extension 2 un état non homogéne

Si l'on rajoute aux hypothéses de Nozires, la troisiéme hypothese selon
laquelle le nombre moyen d'électrons de spin G sur un site est le méme dans l'état [¥> et
dans 1'état [¥o> : '

ni%8 = n;® [C.27]

on généralise les expressions de ga et gat données en [C.13], [C.19] et {C.26] au cas
d'un état non homogeéne.

En particulier, l'expression du facteur de Gutzwiller ([C.20]) ot l'on a
appliqué cette hypothese ([C.27]) donne :

ij _ )
Bio T Yolin’ ) Yol nlay  BVEC

[C.28]

JA-n04d) (0-d) + fd (n,-dy
q(nl'nz' a - .
f 1-n.)
& n () [C.29]

ol gillg est le facteur de renormalisation de l'opérateur de saut d'un électron de spin ¢

entre les sites i et j.

L'expression, [C.28], permet d'étudier la possibilité d'un état fondamental
inhomogene pour I'hamiltonien de Hubbard. Un exemple est un état présentant une onde
statique de densité de charge :

ni®= (n+ On sin(Q.R; -¢) )/2 _ _ [C.30]

Rj est la position du site i sur le réseau, Q est le vecteur d'onde de l'onde de densité de
charge, dn est son amplitude et ¢, sa phase a l'origine.
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Un autre exemple est un état présentant une onde statique sinusoidale de
densité de spin :

niT=(n + msin(Q.R;-0) )/2
nit =(n - msin(Q.R;-¢) )2 [C.31]

m; = 0;7-ni¥ = m sin(Q.R; -¢) | [C.32]

m est I'amplitude de l'onde statique, Q est son vecteur d'onde et ¢, sa phase 2 l'origine.
Le moment magnétique moyen sur un site selon 1'axe de quantification du spin est donné

par :

= BB m, | (C.33]

my

oli getup sont le facteur de Landé et le magnéton de Bohr (g=2, up=10-23JT-1). La
différence entre m; et m; n'est qu'une question d'unités, Dans toute la suite, nous
parlerons donc de moment magnétique dans les deux cas, la notation n ou m faisant la
différence.

Notons qu'a priori, les facteurs de double occupation, dj, dans {C.28],
dépendent du site i ce qui fait autant de paramétres variationnels indépendants. Nous
étudions, au chapitre II, le cas d'un état antiferromagnétique ce qui correspond a une onde
de densité de spin de vecteur d'onde (w/a,7/a} oli a est le paramétre de maille. Dans ce cas
particulier, le facteur de double occupation est indépendant de i ce qui simplifie les
calculs.

Plus généralement, la méthode de Gutzwiller ainsi généralisée permet
d'étudier des hamiltoniens plus complexes que I'hamiltonien de Hubbard du réseau carré.
Pour 'hamiltonien de Hubbard étendu quelconque (voir [A.7]), l'expression de 1'énegie
totale par la méthode de Gut;willer est :

<H> = Z gidls tij <xij®>0 + Z gjnj® + 2 Uj d; [C.34]

ij,c o i

ott gig est donné en [C.28]. (<Xij®>0, 1%, dj sont les valeurs moyennes dans 1'état de
particules indépendantes, des opérateurs X3j°, njg et d; respectivement). Ainsi, au chapitre
II, nous étudierons le modele a deux bandes du plan CuOz ol I'énergie de site et la
répulsion coulombienne ne sont pas les méme sur les sites de cuivre et sur les sites
d'oxygeéne, '




38

CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons vu que la méthode de Gutzwiller est, i l'origine,
une approche variationnelle, la fonction d'onde d'essai étant obtenue en abaissant, dans
une fonction d'onde de particules indépendantes, le poids des configurations comportant
un nombre important de sites doublement occupés. L'énergie, dans cet état, est alors
obtenue de fagon approximative en faisant des dénombrements de configurations.

Cette méthode permet de retrouver la renormalisation de la masse des quasi-
particules et Ia transition de Mott (état isolant pour une bande demi-pleine). Elle est en
accord avec le théoréme de Luttinger. Par contre, les fluctuations quantiques des €lectrons
localisés par la forte répulsion sont complatement négligées.

Nous avons vu qu'il était particulierement fructueux de traduife les idées
physiques de Gutzwiller en adoptant un formalisme de matrices densités sur lesquelles on
fait quelques hypotheses simples (approche de Noziéres). Nous avons ainsi obtenu une
une expression générale du facteur de renormalisation pour un opérateur ne couplant que
deux configurations d'un ensemble de sites et pour un opérateur ne couplant que deux
configurations de spin d'un ensemble de sites. Surtout, cette approche nous a permis de
généraliser la méthode de Gutzwiller a un état pouvant présenter des ondes statiques
sinusoidales de densité de spin ou de charge quelconques et 2 des hamiltoniens beaucoup
plus généraux que I'hamiltonien de Hubbard du réseau carré.

Néanmoins,. l'application de la méthode de Gutzwiller & un tel état
inhomogene nécéssite, a prior, la prise en compte de la probabilité de double occupation
sur chaque site comme un paramgtre variationnel indépendant. En pratique, Il semble
donc que I'on soit limité & des états présentant une symétrie suffisante pour que le nombre
de paramétres variationnels reste faible. Dans les deux chapitres qui suivent, nous
appliquons cette méthode 2 des états présentant un ordre antiferromagnétique a longue
distance.
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CHAPITRE II

LE MODELE DE HUBBARD
DU RESEAU CARRE
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INTRODUCTION

Ce chapitre constitue une premiere approche de I'antiferromagnétisme dans les
oxydes supraconducteurs lorsque 1'éhcrgic de répulsion n'est pas trés supérieure a
I'énergie cinétique des électrons. Nous allons voir que la modélisation du systéme par un
simple réseau carré de sites de cuivre semble contenir une bonne partie de la physique.

Dans la partie A, nous montrons de fagon trés simplifiée comment 1'étude des
propriétés électroniques d'un oxyde supraconducteur peut se ramener a celle du modéle
de Hubbard du réseau carré dont nous avons déja parlé au chapitre précédent.

Dans la partie B, apreés un rappel des principaux résultats de la théorie
classique du magnétisme itinérant (approximation de Hartree-Fock), nous montrons ce
que-la méthode de Gutzwiller permet de dire de l'anti
non dopé (bande demi-pleine). Lorsque le composé est non dopé, 1'étude de I'antiferro-
magnétisme peut se faire de fagon trés simple en paralléle avec celle du ferromagnétisme.

La partie C est consacrée a l'effet du dopage sur l'antiferromagnétisme.

Dans un premier temps, nous examinons la stabilité par rapport 4 la phase
paramagnétiquf; d'un état préscntant un ordre antiferromagnétique a longue distance mais
dont I'essentiel de 'énergie est dii aux corrélations a courte distance. Nous en déduisons
un domaine de stabilité de la phase antiferromagnétique en fonction de la densité
d'¢lectrons et de la répulsion coulombienne. Nous examinons également diverses
propriétés de cet €tat (aimantation alternée etc...). Cependant la forme du fondamental est
probablement plus complexe que celle envisagée dans cette étude. La stabilisation d'un
état ordonné antiferromagnétiquement suggére néanmoins la présence de corrélations
antiferromagnétiques a courte distance.

Puis, aprés avoir rappelé quelques structures magnétiques possibles de I'état
fondamental, nous montrons que l'ordre antiferromagnétique a longue distance que nous
avons envisagé ne correspond pas 2 la structure magnétique réelle du composé dopé (3
température nulle). Nous examinons, la possibilité d'une séparation de phases du systtme
qui peut se produire si les impuretés & l'origine du dopage (lacunes dans LapCuQy4.y, par
exemple) sont suffisamment mobiles.
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ILA° MODELISATION DES OXYDES SUPRACONDUCTEURS

A.l Les électrons de vallengg

Considérons le cristal de LaxCuQy dont la maille primitive est représentée sur
la figure 0.1. La premiére question qui se pose est de savoir sur quels sites se trouvent
principalement les €lectrons de valence et combien ils sont. Pour commencer, faisons
I'inventaire des couches externes des atomes en présence. Ce sont: La (5d)1(65)2,
Cu (3d)10(4s)1 et O (2p)*. L'échelle sur la gauche de la figure A.1 situe la position des
niveaux atomiques correspondants. On s'attend donc, en premiére approximation, i ce
~que les atomes soient ionisés comme indiqué sur la figure A. 1.

Niveaux Confi ions} Nombre d} Nombre d'états ! Nombre d'états ! . N
onfigurations I i J Configurations

atomiques  atomiques | atomes |} atomiques par u.s.4 ioniques par u.s." ioniques.

]

E]

i

ru.s.* ! vides occupds | vides  occupés! !

V) A pa i . pes | pés; :

5
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-50 L Lasa)'(6sfi 2 i 6 L0 LT (6s)
e ————————— bmmee e I N T e JI. ___________ J'
] 1 ¥ [ T t 24 0 !
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1
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Figure A.1" u.s. signifie : unité steechiométrique (ou demi-maille primitive). On

s'attend A ce que les électrons se répartissent de fagon 2 occuper les plus bas niveaux
d'¢énergie. D'oll le passage d'un état atomique 2 un état ionique,

On s'attend donc 2 ce que les sites de cuivre jouent un rdle central puisque ce
sont les seuls & posséder un couche incompléte d'aprés le schéma simpliste de la figure
A.1. Bien entendu, les sites de cuivres ne sont pas isolés comme dans I'état atomique et il
est nécessaire de prendre en compte l'effet de leur environnement. Ce dernier est
représenté sur la figure A.2.
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symétrie :  sphérique | cubique | tétragonale
H A Figure A3

Le champ cristallin dii 4 I'environnement de symétrie tétragonale leve la
dégénérescence des états d du cuivre comme indiqué sur la figure A.3. On s'attend donc 2
ce que l'unique trou qui se trouve sur la couche 3d d'un ion de cuivre occupe plus
particuliérement I'orbitale 3dxa.y2.

Une autre conséquence de l'insertion de l'atome de cuivre dans un réseau
cristallin est I'hybridation de ses orbitales extérieures avec celles des atomes proches
voisins. Comme le montre la figure A.2, les ions premiers voisins d'un site de cuivre
sont les quatre ions O2- situés dans le plan horizontal de la figure. Ceux-ci sont situés 2
mi-chemin entre deux sites de cuivre et on obtient ainsi, de proche en proche, le réseau
bidimensionnel schématisé sur la figure A.4, appelé "plan CuO4". Sur cette méme figure,
nous avons représenté la dépendance angulaire de différentes orbitales d du cuivre et p de
l'oxygene. Il apparait que seules les orbitales dxa.y2 du cuivre et py de l'oxygene ont un
recouvrement mutuel important. (Les orbitales ps de 'oxygene sont définies comme étant
les orbitales p dont les "lobes” sont orientés dans le plan CuQO2 et dans le sens de la
liaison Cu-Q, par opposition aux orbitales pr).

Dans un modele & une particule, le trou résiduel dans l'orbitale dx2-y2 du
cuivre (voir figure A.1), est donc délocalisé dans tout un plan CuO3. De plus,
I'hybridation n'étant pas considérable du fait, en particulier, de la forte localisation des
orbitales d au voisinage des noyeaux de cuivre, on peut adopter le formalisme de liaisons
fortes que nous avons présenté en [.A. Dans ce formalisme, les orbitales prises en compte
sont les orbitales 3dxz.y2 pour les sites de cuivre et 2pg pour les sites d'oxygene.
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Figure A4 : Quelques orbitales périphériques des ions d'un plan CuO3. Les cercles
blancs représentent les ions O2- et les cercles noirs représentent les ions Cu2+,

Pour ce qui est du nombre d'électrons A prendre en considération, nous avons
vu que, dans le composé non dopé, il y a un trou par site de cuivre ce qui fait 5 électrons
par maille primitive (du plan CuO») qui comprend une orbitale de cuivre (3dyz.y2) et 2
~ orbitales d'oxygene (po)-

Le composé dopé, Lap xSrxCuQy, différe du composé non dopé en ce qu'une
fraction, x, des atomes de lanthane a été remplacée par des atomes de strontium. La
configuration d'une impureté est : Sr (55)2. Nous avons vu que, dans notre modele, un
atome de lanthane contribuait seulement & donner 3 électrons de valence, ses couches
périphériques ayant une énergie trop éle{(ée pour étre occupées dans le composé (voir
figure A.1). Il en est de méme de l'impureté A ceci pres que sa couche externe ne
comporte que deux €lectrons au lieu de trois. L'introduction d'une impureté est donc
équivalente a rajouter un trou dans notre modéle.

Dans le composé dopé, Laz xSrxCuQy, il y a donc 1+x trous soit 5-x
électrons par maille primitive du réseau. La densité de porteurs dans notre modéle est
donc de l'ordre de grandeur du nombre de sites. La justification de cette modélisation
nécessite, biensir, un travail plus conséquent que notre petit raisonnement. Elle découle
de tout un ensemble de données expérimentales et de calculs de structure de bande
{ Julien 87 /. ‘
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A.2 Le modéle A une bande

Il ne nous reste plus qu'a savoir quelles sont les valeurs exactes des
parametres du modele : énergies de sites, intégrales de saut et répulsions coulombiennes.
- Malheureusement, deux ordres de grandeur essentiels sont assez mal connus.

Il s'agit, premiérement, de l'ordre de grandeur des rapport des principaux
parametres d'interaction (répuisions coulombiennes) aux principaux parameétres
d'hybridation (intégrales de saut).

Dans le cas ou ces rapports sont trés supérieurs a un (et ou la densité de
porteurs n'est pas trés inférieure au nombre de sites), la forme du fondamental est
essentiellement déterminée par les corrélations qui ont tendance a localiser les électrons et
donc, les moments magnétiques, sur leurs sites respectifs. C'est ce que nous avons vu,

. nemaitionm Aa T 2 cmogndeiomne mfoislén alaee As
ent, avec la transition de Mott. Le magnetisme resuile aiors ac

o
au

l'interaction entre les moments de chaque site : ¢'est le magnétisme localisé.

Si, par contre, ces rapports ne sont pas trés supéricurs a l'unité, les
corrélations peuvent €tre traités comme un épiphénomeéne par rapport 4 'hybridation. Les
€lectrons sont délocalisés et un site, au cours du temps, peut prendre les quatres
configurations : @, T, |, T{, de moments respectifs : 0, up, -uB, 0. La valeur moyenne
du moment magnétique sur un site peut néanmoins étre non nulle : Cest le magnétisme
itinérant,

Dans ce chapitre et le suivant, nous adopterons une approche de magnétisme
itinérant ce qui nous limitera au cas ol les paramétres de répulsion coulombienne ne sont
pas trop importants devant les intégrales de saut. Nous réservons pour le chapitre IV la
dicussion de la limite "localisée",

La deuxiéme grande inconnue du probléme est I'écart entre les énergies de site
des orbitales dy2.y2 du cuivre et pg de I'oxygéne (2 ne pas confondre avec les niveaux
atomiques).

L'expérience indique que, dans le composé non dopé, les trous sont essentiel-
lement localisés sur les sites de cuivre / Fujimori & al. 87 ; Fuggle & al. 88 /. On peut
donc €tre tenté de placer 1'énergie de site (pour les électrons) des sites d'oxygéne au-
dessous de celle des sites de cuivre,
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Si, de plus, nous faisons I'nypothése que la différence, Ag, entre ces deux
énergies de site est trés supérieure I'intégrale de saut, Q,,‘ entre un site de cuivre et un site
d'oxygéne premiers voisins, un trou ne se trouve pratiquement jamais sur les sites
d'oxygene. Ces derniers jouent cependant un réle de "ponts” entre les sites de cuivre : on
vérifie, par la théorie des perturbations, que les sites de cuivre sont reliés par 1'intégrale
de saut effective : '

t* = 1,2/A0 - [A1]

Les sites de cuivre constituant un réseau carré, on s'est donc ramené, au
modele de Hubbard simple que nous avons présenté en LA. L'intégrale de saut, t, entre
deux sites proches voisins est donnée par I'équation [A.1], la répulsion coulombienne
intrasitc, U, est I'énergie d'interaction électrostatique, Ug, de deux électrons partageant
une orbitale 3dxz.y2 du cuivre et le remplissage, n, de la bande est donné en fonction du
dopage par la relation :

n=1-x ' ‘ [A.2]

Ce modgle est souvent appelé "modele 4 une bande" par opposition au "modéle A deux
bandes"” que nous discuterons au chapitre II1.

L'orsque I'on dope le composé, il a été observé que les trous ajoutés se
localisent sur les sites d'oxygéne / Niicker & al 88 /. Nous verrons, au chapitre I1I, que
ce phénomeéne peut étre compris méme en gardant I'hypothese de forte ionicité, Ae>>tg.
Dans ce dernier cas, le modele & une bande peut encore étre justifié rigoureusement
/ Zhang & Rice 88 /. Le paramétre de répulsion change alors de signification :

-1
* 1 1
U = (Ud + AE)

[A.3]
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ILB LE COMPOSE NON DOPE

Nous avons vu, dans l'introduction générale, que le composé non dopé
LaaCuO4 présentait un ordre antiferromagnétique 4 longue distance. Plus précisément, les
ions Cu?* présentent un moment moyen non nul d'environ 0.5 |tp orienté comme
l'indique la figure B.1 / Vaknin & al. 87 ; Tranquada & al. 87 /. De plus le couplage
effectif entre spins est d'environ 1500K / Shirane & al. 87 /. Nous allons voir que le
modele de Hubbard permet de bien comprendre la présence d'antifcrromagnétismé.

- -’ -’ -
- Pl - g e
- - - -
- - e -
- . - - e
- - - Z
i e e e e e i e o e P L —— [ el
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- - L4 -
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Figure B.1 : Orientation des moments magnétiques portés par les atomes de cuivre dans
le composé LapCuQ4. Les cercles noirs représentent des atomes de cuivre dans deux
plans CuO). Les autres atomes ne sont pas représentés.
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B.1 L'approximation de Hartree-Fock

1.a Le critere de Stoner

Toute la théorie usuelle du magnétisme itinérant est basée sur 1'approximation
de Hartree-Fock qui, rappelons le, consiste & supposer que les électrons se comportent
comme des particules sans interaction placées dans un potentiel moyen qui représente leur
interaction mutuelle.

Dans un état de particules indépendantes, les électrons de spins opposés se
déplacent indépendamment les uns des autres, d'aprés I'expression de 'hamiltonien de
Hubbard donnée en [L.A.6], la valeur moyenne de I'énergie dans un tel état s'écrit

<H>D =<H> + U z nI n’
’ [B.1]

ol n;° est le nombre moyen d'électrons de spin ¢ sur le site i et <Hg>g est 1a valeur
moyenne de 1'énergie cinétique dans 1'état de particules indépendantes, '¥o>. Supposons
que [¥op> présente une onde statique de densité de spin sinusoidale d'amplitude, m, et de
vecteur d'onde Q (voir 1.C.2.b). En introduisant I'expression [I.C.31] dans [B.1], il

vient :

<H>=<H >, + U4L ( n’-m f(Q ¢)) cavec f = L'lz sinz(Q.Ri - )
Wl i
[B.2]

ol L est le nombre total de sites et n est le nombre moyen de particules par site.

11 apparait que I'énergie d'interaction (dernier terme dans 1'expression [B.2])
est abaissée par la présence d'une onde statique de densité de spin. L'état fondamental de
I'hamiltonien cinétique, He, est paramagnétique. L'énergie cinétique (premier terme dans
I'expression [B.2]) s'oppose donc 2 toute forme d'ordre magnétique. La présence ou
l'absence d'ordre magnétique résulte de la conpétition entre le terme d'interaction et le
terme cinétique. Il est donc important de connaitre la variation exacte du terme d'énergie
cinétique, <H¢>p, avec le moment magnétique, m.

Ce problémc est relié au comportement paramagnétique du gaz d'électrons
indépendants. Supposons que la yariatibn de I'énergie cinétique avec l'amplitude de
I'onde statique, m, soit parabolique :
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f
<Hc>0(rn) = L (EO + 4—x"'"'m2 + O(m?.)) [B.3]
0 .

0(x) est une fonction de x qui tend vers z€ro plus vite que x, Eg est I'énergie par site du
fondamental du gaz d'électrons indépendants. Appliquons au syst®me un champ
magnétique variant spatialement :

B(ri) = Bo sin(Q.Rj-¢) _ {B.4]

Il en résulte le terme d'énergie supplémentaire :

<Hg>, = 2, By, = LfmB,
' {B.5]
La minimisation par rapport & m de I'énergie totale obtenue en ajoutant les termes [B.3] et
{B.5] donne :

m=yxByp  avec x=Yo(gun)*2 [B.6]
Le parametre ¥o dans l'expression [B.3] est donc la susceptibilité en unités réduites du

systéme.

Sil'on introduit [B.3] dans {B.2], on obtient la variation de 1'énergie totale du
gaz d'électrons en interaction sous 'effet d'une onde statique de densité de spin de faible
amplitude :

(m?)

1,1 2
<H>°/L=E°-+I(£-U)m + 0

[B.7]

On en déduit le "critére de Stoner”, condition d'instabilit€ de 1'état paramagnétique par
rapport A une onde statique de densité de spin de vecteur d'onde Q:

U Xogg > | o [B.8]
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- 1.b La susceptibilité -

P

Dans le cas ferromagnétique, (Q=(0,0)), %o est la densité d'états au. niveau de
Fermi. Pour les autres cas, (Q#(0,0)), la théorie des perturbations donne 1'expression de
la susécptibilité réduite dans l'espace des k :

oo =L ¥ N0 " "o
0(Q) N €..-&
k & k+Q) [BIO}
€ et n sont respectivement la valeur propre pour I'hamiltonien a une particule et la
distribution dans l'espace des k de I'état paramagnétique de particules indépendantes.

Cette distibution pour le cas d'un réseau carré avec un électron par site et une
intégrale de saut entre premiers voisins seulement est donnée sur la figure B.2 (ni=1 dans
la zone en pointillés et ng=0 sinon). Dans ce cas, si l'on cherche 3 évaluer I'expression
{B.10] pour différentes valeurs de Q, on voit que cette expression tend vers l'infini pour
Qo=(n/a,n/a). Cela provient de ce que la surface de Fermi translatée de ce vecteur d'onde
redonne la surface de Fermi (voir figure B.2). | '

_ Figure B.2 : Etats occupés dans l'espace des k et parfait emboitement de 1a surface de
Fermi. Le grand carré blanc correspond A 1a premiére zone de Brillouin. La zone en
pointillés correspond aux états occupés dans 1'état paramagnétique et les tirets corres-
pondent 2 la surface de Fermi que nous avons prolongée en dehors de 1a premiére zone
de Brillouin. Qg est le vecteur d'onde de 1'onde statique de densité¢ de spin

correspondant & 1'antiferromagnétisme classique : Qo=(r/a,n/a).
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Ce "parfait emboitement" de la surface de Fermi est di au caractére alterné du
résean et & la prise en compte des seules intégrales de saut entre sites premiers voisins.
Nous appelons "réseau alterné”, un réseau qui peut étre scind€ en deux sous-réseaux dont
chaque site n'admet comme premiers voisins que des sites de l'autre sous-réseau. On
vérifie que c'est bien le cas du réseau carré (voir figure B.3).

c e O e O e

® O @ O ® O

O e O

c e O e O e

® O e O e O e

Figure B.3 : Sites d'un réseau carré. Les sites d'une couleur donnée (blanc ou noir)
appartiennent 3 un méme sous-réseau (R4 ou R.). Les réseau R+ et R. forment une

structure "altemée",

1.c L'instabilité par rapport & l'antiferromagnétisme

Le vecteur d'onde Qp=(rn/a,n/a) correspond a l'antiferromagnétisme : le spin
change de sens d'un sous-réseau 3 l'autre. La susceptibilité par rapport a 'antiferro-
‘magnétisme d'un gaz de un électron par site sur un réseau carré est donc infinie. Dans
l'approximation de Hartree-Fock, qui est valable dans la limite ot le rapport U/t tend vers
zéro, on prévoit donc l'instabilité de 1'état paramagnétique par rapport a l'antiferro-
magnétisme pour une répulsion coulombienne arbitrairement faible.

Dans l'approximation de Hartree-Fock, un électron voit un potentiel
proportionnel & la densité locale d'électrons de spins opposés. Ainsi, en présence de
ferromagnétisme, les électrons voient un potentiel uniforme de hauteur différente pour
chacun des spins. On a donc simplement un décalage des bandes partielles pour chacun
des spins égal 3 Um ol m est le moment magnétique par site.

En présence d'antiferromagnétisme, les électrons voient un potentiel alterné
d'un sous-réseau & l'autre de vecteur d'onde Qp=(m/a,m/a). Par la théorie des
perturbations, on en déduit I'apparition d'une discontinuité de la relation de dispertion g)
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€gale 2 Um (ol m est "'aimantation alternée") pour les valeurs de k vérifiant k+Qo=k+G
ol G est un vecteur du réseau réciproque. A cause du parfait emboitement de la surface de
Fermi pour la bande demi-pleine, il apparait donc un gap en centre de bande quelque soit
- l'aimantation alternée. Ce gap situé au niveau de Fermi explique Ia stabilisation de
'antiferromagnétisme pour la bande demi-pleine, il implique aussi que le composé
ordonné antiferromagnétiquement est isolant pour ce remplissage.

Comme nous le verrons en IV.A, I'état fondamental est aussi antiferro-
magnétique dans la limite du magnétisme localisé (U/t>>1). Ceci est encore une
conséquence de la structure alternée de réseau et de la prise en compte des seules
"interactions" entre sites premiers voisins : les liaisons antiferromagnétiques ne sont
jamais frustrées (ainsi que d'une dimensionnalité suffisante du réseau : les fluctuations
quantiques ne tuent pas l'ordre).

Le modele de Hubbard semble donc bien expliquer la présence
d'antiferromagnétisme dans le composé non dopé dans la limite des répulsions, U, trés
faibles et trés fortes. Par extrapolation, on s'attend donc & ce que, pour une valeur
quelconque du paramétre d'interaction, U, l'antiferromagnétisme soit stabilisé.
Cependant, il n'y a pas de résultat exact dans ce cas général. Dans la partie qui suit, nous
examinons qualitativement et quantitativement les propriétés du systéme pour une valeur
quelconque de U,

B.2 La méthode de Gutzwiller

2alapr ure générale

Au chapitre précédent, nous avons vu que. la méthode de Gutzwiller permet
d'obtenir un résultat plus physique que la méthode de Hartree-Fock lorsque la répulsion,
U, n'est plus négligeable devant l'intégrale de saut, t. De plus, nous avons généralisé
cette méthode au cas d'un état pouvant présenter des ondes statiques de densité de spin et
de charge. Dans cette partie, nous appliquons cette méthode afin d'étudier les propriétés
du composé non dopé et, plus particulidrement, 1'antiferromagnétisme.

Décomposons le réseau carré en deux sous-réseaux alternés, Ry et R_, comme
1nd1qué sur la figure B.3. Dans un état ordonné antiferromagnétiquement, le nombre
moyen d'€lectrons d'un spin donné sur un site ne dépend que du sous-réseau auquel
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appartient ce site. Soit ny°, le nombre moyen d'électrons de spin G sur un site du sous-
réseau Ry. Lorsque 1'on passe d'un sous-réseau i l'autre le nombre total d'électrons n'est
pas changé tandis que 1'aimantation change de signe. On a donc la relation :

ny® =n.,C {B.11]
Dans la suite, nous poserons :
.n¥=n +T =n.t
n = n' =n.t L _ [B.12]}
m=nt-n- S . ' [B.13]
Par symétrie, la probabilité de double occupation est indépendante du site considéré.
L'application de la formule générale [1.C.28] au cas de l'antiferromagnétisme

donne :
<H>/L = g <Hg>/L + Ud avec gt =(q+4- [B.14]

_ J (-n+d) (ny-d) +4 d (0 -d)

vay (1) [B.15]

<H>/L est 'énergie totale par site dans 'état de Gutzwiller, <H¢>q est I'énergie cinétique
de I'état de particules indépendantes correspondant. L'expression [B.15] du facteur de
renormalisation est la méme que celle calculée exactement par Metzner dans la limite ou le
réseau est de dimension infinie / Metzner 89 /. D'autres généralisations & 1'antiferro-
magnétisme de la méthode de Gutzwiller basées sur des dénombrements de
configurations ne coincident pas avec la limite des dimensions infinies / Zhang &
al. 87 /.

Dans le cas ou la bande est demi-pleine, les facteur ¢4 et §. sont égaux. On
obtient donc une expression de 1'énergie formellement identique a celle obtenue dans le
cas d'un état ferromagnétique (voir [I1.B.22]), seule la dépendance de 1'énergie cinétique
non renormalisée, <H>¢, par rapport au moment (uniforme ou alterné) introduit une
différence entre les cas ferromagnétique et antiferromagnétique. Le cas du ferro-
magnétisme a déja été examiné en détails par ailleurs / Noziéres 86 /.
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2.b Le facteyr de renormalisation

La dépendance du facteur de renormalisation par rapport au moment
magnétique, m, et au facteur de double occupation de site, d est ;

4d(1-2d)
C = ——2 (14
1-m

[B.16]

L'énergie et l'aimantation du systéme s'obtiennent donc en minimisant I'expression
[B.14] (ou g, est donné en [B.16]) par rapport A met a d.

Dans cette expression, le terme d'interaction ne dépend que de d tandis que le
facteur, <H¢>o, ne dépend que de m. La dépendance du facteur de renormalisation, gy,
par rapport 2 m et 2 d est schématisée sur la figure B.4. g est compris entre 0 et 1,
s'annule en d=0 et atteint son maximum (g=1) pour : d=n"n‘=(1-m2)/4.

g | m=my

1 '
;
]
1
l.

0 1: ot
-1

2 _ 3 d
m ]
1 E d=do

X

o ) e Ay - - e e - -

B R L

1/4 12 0 1 g,

Figyre B.4 : Variations du facteur de renormalisation, g¢ , en fonction de d et m.
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Lorsque la répulsion, U, est nulle, I'énergie est bien minimum pour d=n"n' et
m=0 (puisque <HC>0. croit avec m). Loréque la répulsion est infinie, d est nul. g; est donc
nul et I'énergie est indépendante de m. On retrouve bien le cas paramagnétique et
dégénéré dont nous avons déja parlé (I.B.2.b). Si U est strictement positif, le minimum
d'énergie est nécessairement obtenu pour d strictement inférieur 4 n™n! puisque 1'énergie
donnée en [B.14] est strictement croissante dans le cas contraire. Comme dans le cas
paramagnétique, le systéme présente donc des corrélations (d<n™n') pour toute valeur non
nulle de la répulsion coulombienne.

1.c Faibles répulsions

Plagons nous dans la limite des faibles moments (m—0). Le développement

du facteur de renormalisation (donné en {B.16]), dans cette limite, est :

gt (m) = &0 ( 1+ ym? + om2) )

[B.17]

avee g0 = 8d(1-2d) et v=(1- (1-2d)2/4)

O(m2) est une fontion négligeable devant m? quand m tend vers 0. On vérifie :
0< 07 <1 [B.18]

Rappelons qﬁe, dans l'expression de l'énergie totale ({B.I4D, seul le terme cinétique -
dépend de m. Si I'on introduit la dépendance parabolique de 1'énergie cinétique des
électrons indépendants en fonction du moment, donnée en [B.3], il vient :

, 1
<H>(m) - <H>(0) = g10 (a +YEp) +om2) [B.18]

Ou Eg est I'énergie du gaz d'électrons indépen_dants (paramagnétique).

Nous avons vu que, pour le réseau carré, la susceptibilité, xo, par rapport &
I'antiferromagnétisme est infinie. Eg est une quantité négative, ¥ et gy sont positifs. On
en déduit l'instabilité de 1'état paramagnétique par rapport i l'antiferromagnétisme pour
toute valeur strictement positive du parametre d'interaction sauf si d est exactement nul
auquel cas les énergies des deux états sont égales. Nous verrons plus bas que cette
derniere éventualité n'arrive jamais pour l'antiferromagnétisme (si U est fini). On retrouve
dongc le résultat principal du modéle des électrons indépendants a savoir que le systéme est
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antiferromagnétique pour U arbitrairement faible. Ce n'était pas le cas de tentatives
anciennes de généralisation A I'antiferromagnétisme de la méthode de Gutzwiller / Ogawa
& al. 76 ; Takano & al. 76; Florcncio &al.76/

Notons que, dans notre cas particulier, la susceptibilité par rapport au
ferromagnétisme est aussi infinie (A cause de la singularité de Van Hove lbgarithmique en
centre de bande). Si I'on examine plus finement I'énergie du gaz d'électrons indépendants
en présence d'un faible champ magnétique dont la variation spatiale est donnée en [B.4],
on vérifie que 1'énergie varie comme "BgLnBg" si le champ est uniforme (Q=0) et comme
"Bo(LnBg)2" si le champ est alterné (Q=(w/a,n/a)). Dans la limite des faibles répulsions,
c'est donc 'antiferromagnétisme qui est le plus stable.

1.d Répulsion quelconque

Examinons maintenant la dépendance de 1'énergie en fonction de d pour une
valeur donnée de m. Dans le cas ol I'antiferromagnétisme est total (m=1), les électrons
d'un spin donné se trouvent tous sur un méme sous-réseau et ne peuvent donc sauter sur
un site voisin sous peine de détruire l'antiferromagnétisme total. Dans ce cas, I'énergie et
le facteur de double occupation sont donc nuls.

Fixons m & une valeur strictement inférieure a 1. La variation de g avec le
facteur de double occupation a toujours l'allure obtenue dans le chapitre précédent pour le
cas de la bande dcrm—plelne paramagnétique, avec une pente finie en d=0 (voir figure
B 4) La valeur de cette pentc est (d'apres [B.16]) :

og
t = 4

ad 'd— 2
L-m [B.19]

La variation de I'énergie totale avec d s'obtient comme indiqué sur la figure LB.3betil y
a donc une valeur critique du paramétre d'interaction au dessus de laquelle 'énergie est
minimum en d=0. Cette valeur critique est donnée par :

[B.20]
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_ La variation de <H¢>p avec m dépend du type de magnétisme considéré
(ferro- ou antiferromagnétisme). Nous avons vu que, pour le réseau carré, cette variation
était négligeable devant m2 pour m tendant vers zéro (susceptibilité infinie). Dans le cas
oppos€ ou m tend vers 1, on peut vérifier que, pour une aimantation alternée et uniforme
respectivement :

1

AF
<H>, = 2t1/1-m oy

F
<H >,

[B.21]

Il

41t (l-m) + O(I-m) [B 22]

En insérant ces expressiohs dans [B.ZO], on trouve un comportcmént “
fondamentalement différent dans les cas ferro- et antiferromagnétique. La forme de Uc (m)
est schématisée sur les ﬁgurés B.5a et B.5b pour les cas antiferromagnétique et ferro-
magnétique respectivement. On en déduit, dans le plan (m,U), les régions pour lesquelles
I'énergie minimisée par rapport 2 d est nulle et celles pour lesquelles cette énergie est
strictement négative (voir figures B.5a et B.5b).

ul o v}

<H>=0
<H>=0

16/x2 W - | 162 W |

<H><0 <H><0 W
0 - 0 -
0 1 O 1
m m
a : cas antiferromagnétique, b : cas ferromagnétique.

Figures B.5 : Courbe U (m) pour les cas antiferromagnétique (a) et ferromagnétique

(D). Cette courbe délimite deux régions pour lesquelles 1'énergie totale est nulle ou
strictement négartive. L'énergie est nulle pour m=1. W=8t est Ia largeur de bande. Pour
le cas antiferromagnétique, Ug (m) varie comme W/(2 ¥'1-m) quand m tend vers 1.
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Etant donné que les propriétés du fondamental s'obtiennent en minimisant
I'énergie par rapport & m, on déduit des figures B.5a et B.5b, les points suivant :
- Le cas ferromagnétique présente, comme le cas paramagnétique, une transition de Mott
avec un facteur de double occupation et une énergie cinétique nuls au-dessus d'une
certaine valeur critique de la répulsion coulombienne.
-Par contre, dans le cas antiferromagnétique, il n'y a pas. une telle transition car, quel que
soit U, il existe toujours des valeurs de 1'aimantation alternée pour lesquelles I'énergie est
strictement négative. Rappelons que I'état antiferromagnétique est isolant dés que U est
non nul. Ce que montre la figure B.5a, c'est 'absence de seuil d'interaction au-dessus
duquel les quantités, d et g; s'annulent.
-La méthode de Gutzwiller permet donc de retrouver la stabilité de l'antiferromagnétisme
par rapport au ferromagnétisme dans la limite des fortes répulsions.
- En outre, la figure B.5a montre que, pour une valeur finie de U, l'antiferromagnétisme
n'est jamais total tandis qu'il tend a le devenir dans 1a limite des fortes répulsions.

Dans la limite des fortes répulsions coulombiennes, m tend vers 1, et la
courbe gy (q) tend vers la droite :

2d

y S ———
(d) -m
! [B.23]

Dans cette limite, la minimisation se fait donc pour un facteur de double occupation, d,
tendant vers {1-m)/2 (d-(1-m)/2=0(1.m)). Cela signifie que les corrélations et la
renormalisation de 1'énergie cinétique disparaissent. On retrouve donc, curieusement,
l'approximation de Hartree-Fock. On vérifie aisément, en introduisant la dépendance de
I'énergie cinétique dans cette limite ([B.21]) et en minimisant I'énergie totale par rapport &

m:
2
_ _ 4t
m —1 ?- + 0(#)
[B.24]
2
<H> = - 4L + 0.1
U S _
- [B.25]

Nous verrons plus loin (IV.A) que, dans la limite des fortes répulsions
coulombiennes (U>>t), le systéme est décrit par I' hamiltonien de Heisenberg quantique
ol le couplage J, entre spins premiers, voisins est donné par : -

2
oo At

u (B.26]

L'énergie du fondamental de 1'hamiltonien de Heisenberg est proportionnelle 2 J |
(=-0.67J). Les méthodes de Hartree-Fock et de Gutzwiller donnent donc la bonne
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dépendance en U de I'énergie dans cette limite. Cependant, 1'énergie est un peu sous-
estimée et, surtout, elles donnent un antiferromagnétisme total (m=1) tandis que 1'état

fondamental réel , & deux dimensions, présente un moment alterné moyen nettement
réduit (m=0.6). |

Comme dans le cas paramagnétique, la méthode de Gutzwiller appliquée a un
€tat antiferromagnétique ne donne donc pas de trés bons résultats dans la limite des fortes
répulsions (U>>t). Contrairement a la méthode de Hartree-Fock, elle prévoit bien la
localisation des €lectrons (transition de Mott). Par contre, elle néglige les fluctuations
quantiques des €lectrons localisés autour de leur position d'équilibre qui sont & 'origine
d'une énergie cinétique non nulle dans les états para- et ferromagnétique et d'une
réduction du moment alterné dans I'état antiferromnagnétique.

1.e Résultats numériques

La minimisation numérique de I'équation [B.14] permet de mettre en lumiére
un certain nombre de points. Sur la figure B.6, nous avons porté le moment alterné
moyen obtenu par les méthodes de Gutzwiller (trait plein) et de Hartree-Fock (tirets). On

1.0 ——rrrrrrr——r——rrrrr} e}

Gutzwiller

0.8+
0.6 1
0.4+

0.24

R e . ——— s
0.1 1 10 100 1000

U (t)

Figure B.6 : Moment alterné moyen pour le modeie de Hubbard avec Ia bande demi-
pleine en fonction du parameétre d'interaction, U, dans les approximations de Hartree-
Fock (tirets) et de Gutzwiller (trait plein), L'unité d'énergie est l'intégrale de saut, t,
entre deux sites de cuivre premiers voisins, |

P | bttt ] PR |
I
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note que c'est seulement pour U de l'ordre de la largeur de bande, W=St, que cette
quantité differe sensiblement de 0 ou de 1. Les deux méthodes utilisées donnent des
résultats extrément voisins, le moment étant 1égerement abaissé par la prise en 'compte des
corrélations pour U=W/2 (le facteur de renormalisation de 1'énergie cinétique, g, ne

differe sensiblement de 1 que dans cette région ot il reste supérieur 3 0.95).

Le moment aiterné est surestimé pour U>>W mais il est exact pour U<<W.,
Pour avoir un moment de 0.5ug, il est nécessaire d'avoir U>W/2.

Sur la figure B.7, nous avons porté la différence avec l'énergie de 1'état
ant1ferromagnet1que (calculée par la méthode de Gutzwiller), des énergies obtenues en
minimisant par rapport 4 certains paramétres variationnels seulement. Ainsi, on a les
approximations "Gutzwiller paramagnétique” : minimisation par rapport 4 d seul,
"Hartree-Fock antiferromagnétique” : minimisation par rapport 4 m seul, "Hartree-Fock
paramagnétique” : pas de minimisation (m=0, d=nTn).

[ i 1
A<H>(t)}
0.4 + Hertree-Fock paramagnétique!  Gutzwiller paramagnétique +
0.3+ ; 1
0.2+ : / €1
[ Hartree-Fock ' ! R
[ antiferromagnétique ¢ ]
0.1--——‘“‘——\“‘,: 1
i L ]
2 = L
1 1 Lol i1 I“” ] b b L e L it 11 III L 1
0.1 1 10 100 1000

U ()

Figure B.§ : Energie gagnée par la prise en compte de I'antiferromagnétisme (trait
plein), des corrélations (tirets) et par la prise en compte des deux (pointillés).

On retrouve la trés faible différence avec la méthode de Hartree-Fock (tirets)
tandis que que la méthode de Hartree-Fock sans prise en compte de l'antiferromagnétisme
(pointillés) donne une énergie qui tend rapidement vers 'infini dans la limite des U forts. -
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La courbe en trait plein (Gutzwiller paramagnétique) représente la stabilité de
I'antiferromagnétisme. Cette quantité est souvent associée au couplage effectif entre
spins. Cependant, il faut prendre garde a ce que l'on ne prend pas en compte, par cette
approche, 1'énergie magnétique dans la phase paramagnétique (ordre 2 courte distance).
Ainsi, cette énergie est une estimation par excés de la température de Néel. La stabilisation
de l'antiferromagnétisme présente un maximum marqué en U=3W/2=U ol U est la

répulsion correspondant 2 la transition de Mott pour le cas paramagnétique.

En outre, cette énergie tend trés rapidement vers zéro dans la limite des faibles
répulsions. Pour U<W/4, on trbuvc, Ty < 100 K. A l'instar du moment moyen observé
dans LasCuQy4, la température de Néel importante dans ce composé (=220K) indique que
la répulsion coulombienne dans y est au moins de l'ordre de la largeur de bande. Plus
généralement, il apparait que 1'argument selon lequel un réseau alterné avec un électron
par site est antiferromagnétique pour une répulsion coulombienne arbitrairement faible est
assez "théorique” (m et Ty tendent rapidement vers zéro quand U tend vers zéro).




IL.C LE COMPOSE DOPE

L'ordre antiferromagnétique observé dans le composé non dopé LazCuQOyq4
disparaft trés rapidement avec le dopage : la température de Néel s'annule pour un dopage
d'environ 3% / Johnston & al. 87 /. Une structure de "verre de spin" a été observée
entre 3 et 5% / Harshman & al. 88 / et, au dela de 5%, la supraconductivité commence 2
apparaitre (voir figure 0.2) / Aharoni & al. 88 /. Cependant, d'importantes corrélations
antiferromagnétiques de courte portée semblent persister dans la phase supraconductrice
/ Birgeneau & al. 88 /. En outre, d'autres phénomenes mal compris semblent se produire

dans le composé dopé,

C.1 L'antiferromagnétisme

1.a L'approximation de Hartree-Fock

Dans la limite des trés faibles répulsions, U<<W, le modele des électrons
indépendants prévoit la disparition rapide de 1'antiferromagnétisme avec le dopage. En
effet, comme lillustre la figure C.I, le parfait emboitement de la surface de Fermi est une
spécificité de la bande demi-pleine. Lorsque le remplissage s'éloigne de 1, la
susceptibilité

Figure C.1 : non "emboftement" de la surface de Fermi pour un remplissage légérement
inférieur & 1. Les pointillés représentent les états occupés dans 'espace des k, les tirets
correspondent 2 la surface de Fermi pour 1a bande demi-pieine (n=1). Qp=(w/a,n/a) est
le vecteur d'onde de l'onde statique sinusoidale de densité de spin correspondant 2
l‘énﬁferromagnétisme classique (voir figure B.2).
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par rapport a l'antiferromagnétisme est finie et diminue. C'est 12 I'explication adoptée
pour expliquer la destruction de l'ordre antiferromagnétique a faible dopage par les
auteurs qui supposent que la répulsion coulombienne est faible devant W / Labbé 89,
Friedel 88/.

Cependant, comme nous l'avons vu lors de l'étude du composé non dopé, la
répulsion coulombienne n'est probablement pas négligeable devant W dans les oxydes
supraconducteurs. D'o 1'intérét d'examiner la question en adoptant la méthode de
Gutzwiller. Avant de présenter les résultats obtenus, nous résumons le principe du calcul.

1.b Principe du calcul

Le remplissage de la bande dans le composé dopé est compris entre 0
(x=100%) et 1 (x=0%). Si l'on raisonne en termes de trous, le remplissage est compris

entre 1 et 2. En ce qul nous concerne, nous envisageons tous les rpmphceannc osgibles
by el ENTUAT WL WA iy LAV WD W l'lul"b WSEILF LS LALY AW/} A WAL Llﬂuu&vu puoﬂ&l} A
p

(O<n<2). En fait, dans le cadre du modé¢le de Hubbard, 1a bande est symétrique. Il suffit

donc de faire les calculs pour n compris entre 0 et 1 et de compléter par symétrie. On
vérifie aisément que 1'énergie totale, E, vérifie la transformation :

Em) = E@.n) + U(n-1) [C.1]

Pouf commencer, il est nécessaire de définir un état variationnel de particules
indépendantes, I'¥Wo> auquel on ajoutera ensuite la possibilité de corrélations. Afin de
permettre l'antiferromagnétisme, nous définissons '"¥p> comme I'état fondamental du gaz
d'électrons indépendants en présence d'un potentiel alterné effectif. Plus précisément,
I""hamiltonien effectif” de particules indépendantes est obtenu en rajoutant au terme
d'énergie cinétique, un potentiel altemé d'un sous-réseau a l'autre et changeant de signe
avec le spin : '

He = t Y, %S +%i® + D 2, Ag (-1)QRi nig [C.2]
<ij>,o i,c

avec Qo=(n/a,n/a) ; A=+l ; Ay=-

Nous avons adopté les notations habituelles (voir 1.A.2). 11 est commode d'adopter
l'amplitude du "potentiel alterné”, D, comme paramétre variationnel (2 la place de m).
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Conformément au principe de Ia méthode de Gutzwiller, il suffit de minimiser
l'expression [B.14] par rapport 2 D (qui détermine 1'état de particules indépendantes,
I¥¢>) et par rapport a d (qui spécifie plus complétement 1'état de Gutzwiller, ¥>). Le
calcul comprend essentiellement deux parties. Premiérement : I'évaluation des grandeurs
moyennes, ny et <Hg>g, dans I'état '¥¢>(p). Deuxiémement : La minimisation par
rapport a d et 2 D. Les grandes lignes du calcul sont portées en appendice.

1.c Résultats

Sur la figure C.3, Nous avons porté le domaine de stabilité de l'antiferro-
magnétisme par rapport  la phase paramagnétique dans le plan (n,U). A titre comparatif,
nous avons également porté la limite obtenu par la méthode de Hartree-Fock (tirets).

Il apparait que ce domaine est nettement réduit par ia'prise en conipte des
corrélations lorsque U n'est plus négligeable devant W, Ainsi, pour U=W le dopage
critique détruisant l'antiferromagnétisme est égal 2 20% au lieu de 45% dans le modgle
des €lectrons indépendants. En outre, ce dopage critique présente une valeur maximum
(22%) atteinte au voisinage de la transition de Mott de la bande demi-pleine para-
magnétique (Ucz=3/2W).

On peut comprendre la réduction du domaine de stabilité de l'antiferro-
magnétisme lorsque I'on prend en compte les corrélations, de la fagon suivante. Soit,
AEE(m), I'énergie gagnée par la prise en compte des corrélations pour le moment alterné,
m: ' ‘

AEEm) = <H>mnn) - Min(d)(<H>mg)) - [C.3]

Lorsque l'antiferromagnétisme est total, cette quantité est nulle puisque les électrons de
spins opposés ne se trouvent jamais sur le méme site. En fait, il a été vérifié
numériquement que cette quantité est une fonction décroissante de m quelque soit le
remplissage / Nguyen Manh (90) /. L'abaissement d'énergie par le paramétre m
(stabilisation de I'antiferromagnétisme) est donc plus faible si I'on prend en compte les
corrélations. La plage antiferromagnétique étant définie comme la région od cette
stabilisation est positive, cette plage est donc nécessairement réduite par le passage de la
minimisation de Hartree-Fock (par rapport 2 m seul) 2 la minimisation de Gutzwiller (par
rapport a m et a d).
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Figure C.3 : Limites de stabilité de la phase antiferromagnétique (en centre de bande)
par rapport A la phase paramagnétique, dans 1'approximation de Gutzwiller (trait
continu) et dans 1'approximation de Hartree-Fock (tirets). n est le nombre d'électrons
par site, U et t sont respectivement la répulsion coulombienne intrasite et I'intégrale de
saut .

Le diagramme de phase de la figure C.3 est qualitativement semblable i celui
obtenu par Kotliar et Ruckenstein pour une bande plate {p(g)=cSt® pour E<W/2) et par
Metzner, pour une bande Gaussienne (p(a)=Kc‘“82) / Kotliar & Ruckenstein 86 ; Metzner
89 /. Rappelons que ces auteurs retrouvent la méthode de Guizwiller en partant
respectivement d'un formalisme de Bosons esclaves et d'un réseau de dimension infinie.
Le choix de la densité d'états ne change pas qualitativement le résultat. ‘




68

Kotliar et Ruckenstein ont aussi déterminé la limite de stabilité du
ferromagnétisme par rapport 4 'état paramagnétique (pour une bande elliptique). Iis
trouvent que le ferromagnétisme n'est stabilisé que pour des valeurs trés élevées du
parametre de répulsion coulombienne U>6W. La plage "ferromagnétique" est alors plus
large que la plage antiferromagnétique. Lorsque U est infini, la méthode de Gutzwiller
indique la stabilité du ferromagnétisme fort au voisinage de la bande demi-
pleine / Nozieres 86 /. Ce dernier point est en accort avec le théoréme de

Nagaoka / Nagaoka 66 /.

Dans la limite des fortes répulsions, l'expression de 1'énergie totale par la
méthode de Gutzwiller donne les "criteres de Stoner" approximatifs :

xo U* > 1 [C.4]

ol Yo est la susceptibilité réduite (pour le ferro- ou l'antiferromagnétisme) et ou U™ est

donné, pour le ferromagnétisme et l'antiferromagnétisme respectivement, par :

Eco + (1+x]) led

UE (1+x1)2 [C]
* _ Eco
VAR = 2 ()2 (.6l

x est le dopage (x=n-1), Ec et &f sont I'énergie cinétiquepar site et le niveau de Fermi
pour le gaz d'électrons indépendants (paramagnétique). On trouve un domaine de stabilité
plus grand pour le ferromagnétisme.

La figure C.4 montre une décroissance continue du moment alterné moyen
avec le dopage (pour différentes valeurs de U). Sur la figure C.5, nous avons porté
I'énergie totale en fonction du remplissage dans différentes approximations (pour U=W).
On retrouve bien la plus faible stabilisation de l'antiferromagnétisme par la méthode de
Gutzwiller que par la méthode de Hartree-Fock déja expliquée plus haut. Cette
stabilisation décroit régulierement avec le dopage. On note surtout, un important
abaissement d'énergie par les corrélations dans une large gamme de remplissage, le cas de
la bande demi-pleine antiferromagnétique apparaissant comme une exception,
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Figure C 4 : Moment altemé moyen, m, en fonction du remplissage, n, pour quelques
valeurs du paramétre de répulsion coulombienne, U.
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Figure C.5 : Energie totale, E, en fonction du remplissage, n, de la bande et pour une
répulsion coulombienne égale & la largeur de bande, W=8t, dans différentes
approximations.
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Le rapport, d/nTnl, représentant l'importance des corrélations est porté en
fonction du remplissage sur la figure C.6 tandis que la figure C.7 représente le facteur de
renormalisation de I'énergie cinétique. Ces deux figures illustrent I'importance des
corrélations et leur forte réduction au voisinage de la bande demi-pleine lorsque 1'état est

antiferromagnétique.
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Figure C.6 : Facteur de corrélation intrasite, d/nTn*L, en fonction du remplissage, n,

pour la répulsion U=W.
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Figure C.7: Facteur de renormalisation de I'énergie cinétique, gt, en fonction du

remplissage, n pour 1a répulsion U=W
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1.d Interprétation

Au vu du diagramme de la figure C.3, il semble que la réduction de la plage
antiferromagnétique par la prise en compte des corrélations soit insuffisante pour
expliquer la rapide disparition de l'ordre antiferromagnétique avec le dopage dans les
oxydes supraconducteurs Las.xBayCuOy4 si I'on admet que le parametre de répulsion
coulombienne, U, est de l'ordre de la largeur de bande, W. Cette conclusion est
néanmoins quelque peu hitive et afin d'interpréter correctement les résultats, il est
nécessaire de rappeler un certain nombre de points.

L'ordre antiferromagnétique observé expérimentalement (voir figure B.1) est,
bien entendu, présent & température non nulle. Or, d'aprés le théoréme de Mermin et
Wagner, A tempéraure non nulle, il ne peut y avoir d'ordre antiferromagnétique a longue
distance dans un systéme de dimension inférieure ou égale 2 deux / Mermin & Wagner
66 /. L'explication de l'ordre antiferromagnétique observé doit donc nécessairement faire
intervenir le couplage entre les différents plans CuQ3 ce qui n'est pas le cas de notre
modele. '

De plus, dans notre calcul & température nulle, nous nous sommes bornés 4
faire varier, hormis le facteur de double occupation, d, un seul paramétre variationnel
introduisant un ordre antiferromagnétique a longue distance. Or, méme 2 température
nuile, le compbsé dopé peut ne présenter quun ordre antiferromagnétique & courte
distance. Notre calcul montre que, pour une large gamme de dopage, un €tat présentant
un ordre antiferromagnétique a longue distance a une énergie plus basse que l'état
pararhagnéﬁquc simple. Cela suggére sinon l'existence d'un ordre antiferromagnétique (&
distance finie) du moins la nécessité de chercher des formes plus générales de magnétisme
que l'ordre ferro- ou antiferromagnétique 2 longue portée.
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C.2 Autres formes plus complexes de magng’;isfng

2.a Le ferrimagnétisme de Penn

Reprenons la partition du réseau carré en deux sous-réseaux (voir figure B.3).
Un cas plus général que le ferro- ou I'antiferromagnétisme est la superposition des deux
c'est-a-dire le ferrimagnétisme auquel on peut ajouter la possibilité d'un nombre
d'¢lectrons différent d'un sous-réseau A l'autre. L'état variationnel de particules
indépendantes correspondant peut &tre pris comme le fondamental du gaz d'électrons sans
interaction en présence d'un potentiel caractérisé par une énergie de site qui varie avec le
spin et le sous-réseau.

Des calculs dans l'approximation de Hartree-Fock sur un réseau cubique
simple / Penn 66 / et dans une approximation voisine de celle de Gutzwiller pour une
bande plate / Oles 82/ indiquent que, pour de faibles dopages, l'état de plus basse
énergie est ferrimagnétique. Plus exactement, il s'ajoute A l'antiferromagnétisme une
composante ferromagnétique et une onde statique de densité de charge qui augmentent
progressivement avec le dopage de fagon A maintenir le niveau de Fermi dans le "gap
antiferromagnétique” pour l'un des deux spins seulement (voir figure C.8). Ce dernier
point explique sans doute la stabilisation de cette phase. Cependant, la présence d'une
onde statique de densité de charge nécessite la prise en compte d'une distorsion induite du
réseau ce qui n'a pas été fait.

.S_A

UmFIl

Umg| == = Q- ma

Figure C.§: Allure de la relation de dispertion selon la direction (1,1), dans
l'approximation de Hartree-Fock, en présence d'un moment d'ensemble, mp, et d'un
moment alterné, mAF. La ligne en tirets représente le niveau de Fermi dans la phase

ferrimagnétique de Penn.
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La solution ferrimagnétique que nous venons d'envisager est encore une
solution bien particulieére. Il s'agit, en effet, d'une superposition d'ondes statiques de
densité de spin ou de charge de longueur d'onde 0 ou Qp=(n/a,n/a).

2.b L'onde de spin incommensurable

Afin de se faire une idée de la forme du fondamental en présence de dopage, il
est intéressant de faire une analogie avec le cas bien connu des systémes uni-
dimensionnels.

On sait qu'd basse température, ces systémes présentent systématiquement -
une onde statique de densité de spin ou de charge dont la longueur d'onde est reliée au
remplissage de la bande et est, en général, incommensurable avec le réseau (transition de
Peierls). En fait, cette onde statique ouvre un gap exactement au niveau de Fermi. Clest
ce qui explique la stabilisation de ces surstructures et le caractére isolant de ces systeémes.

A priori, on s'attend a ce que ce phénomene soit spécifique aux systémes
unidimensionnels car c'est seulement dans ces systeémes qu'une onde statique de faible
amplitude et de longueur d'onde quelconque ouvre toujours un gap au niveau de Fermi.
Toutefois, 'application du critére de Stoner ([B.8]), pour le réseau carré démontre la
stabilité d'ondes statiques de densité de spin de longeur d'onde (n/a,(nx)/a) pour des
dopages, x, suffisamment élevés et des répulsions, U, suffisamment faibles
/ Schulz 90 /.

Une telle onde statique se traduit par une lente modulation de l'antiferro-
magnétisme selon un des axes principaux de réseau dont la longueur d'onde est
inversement proportionnelle au dopage . Ce phénomene se produit aussi 2 trois dimension
/ Penn 66/ ot il donne lieu & la structure antiferromagnétique incommensurable du
chrome. D'ailleurs, dans les oxydes supraconducteurs, un ordre incommensurable a été
observé / Birgeneau & al. 90/.

2.c Les solitons

Reprenons 1'analogie avec le cas 3 une dimension. En fait, I'onde statique de
densité de spin n'est stabilisée qu'au-dessus d'un certain dopage. Pour des dopages plus
faibles, on stabilise une structure de type “soliton".
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L'état ordonné antiferromagnétiqucme'nt présente une dégénérescence
fondamentale : il y a deux états antiferromagnétiques de méme énergie qui ne différent
que par le signe de l'aimantation de I'un des deux sous-réseaux. A une dimension, un
soliton est une paroi séparant deux régions qui se trouvent chacune dans 'un de ces deux
états (voir figure C.9a).

Lorsque la bande est demi-pleine, une telle structure est une excitation
¢lémentaire de 1'état fondamental antiferromagnétique / Su & al. 79 /. Mais il se trouve
que lorsqué l'on ajoute un électron supplémentaire'(ou un trou), 1'état fondamental du
systéme consiste en un soliton au niveau duqliel le porteur supplémentaire est localisé voir
(figure C.9b). Dans la suite, nous limitons la discussion au cas d'un dopage en trous
(comme dans Lap.xBaxCuOz), la situation étant symétrique pour un dopage en électrons.

Ftb b

a : soliton de spin

b : soliton de charge

Figure C.9: Soliton sur une chaine linéaire de spins ordonnés antiferro-
magnétiquement. La couleur des sites (blanc ou noir) permet de repérer un sous-réseau.
Un soliton simple est représenté en 3 (paroi entre deux régions ordonnées antiferro-
magnétiquement). Si I'on place un trou au niveau de cette frontiere (en b), on obtient un
"soliton de charge” ol le spin s'annule avant de se "retourner” .

Dans l'approximation de Hartree-Fock, la présence d'un soliton se traduit par
un état localisé dont I'énergie se trouve au centre du gap antiferromagnétique. On
comprend des lors la stabilité du soliton de charge puisque placer un porteur
supplémentaire au centre du gap coiite moins d'énergic que de le placer au-dessus.
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Nous avons vu qu'a cause du parfait emboitement de la surface de Fermi pour
le réseau carré avec un électron par site, l'antiferromagnétisme ouvre toujours un gap. Le
systéme se comporte donc, exceptionnellement, de fagon "unidimensionnelle”. D'ol
l'idée de généraliser les solitons au cas du réseau carré. Cette idée a ét€ appliquée avec
succés par un certain nombre d'auteurs utitisant la méthode de Hartree-Fock / Schulz 89 ;
Poilblanc & Rice 88 ; Zaanen & Gunarsson 89 /.

Ces calculs montrent que, dans |'état de plus basse énergie, les trous ajoutés
par le dopage sont regroupés spatialement dans des bandes larges de quelques sites le
long de lignes de séparation (les "solitons") entre domaines antiferromagnétiques a
raison de un trou par site le la ligne. Ces lignes ont tendance a s'aligner parallélement et
constituent donc un réseau dont la densité croit avec le dopage. On retrouve donc une
onde incommensurable dont la longeur d'onde est inversement proportionnelle au dopage
mais qui n'est pas, cette fois-ci, une simple onde de spin sinusoidale. Cependant, les
calculs faits ne prennent pas en compte la répulsion coulombienne 2 longue distance.

2.d Les spin bags

Comme le montre la figure C.4, la présence de porteurs supplémentaires a
tendance a réduire le moment alterné moyen. Schrieffer, Wen et Zhang ont émis I'idée
selon laquelle un porteur supplémentaire abaisserait l'amplitude du moment alterné dans
son voisinage seulement. Il crée ainsi un domaine ol son énergie est plus faible, ot il
s'est donc piégé lui méme et qui se déplace avec lui. Clest 1'idée de spin bag / Schrieffer
& al.88 /.

De plus, Schrieffer et al. ont trouvé que les spin bags ont tendance 2 s'attirer
(deux porteurs ayant intérét A partager le méme spin bag). Ils ont vu 13 une explication
possible de la supraconductivité. Cependant, cette attraction peut aussi conduire & une
séparation de phases du systéme, tous les spin bags se condensant en une phase riche en
trous.
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2.e Instabilité par rapport 3 la séparation de phases

La principale objection a une séparation de phases est son cofit un énergie
electrostatique important. En effet, a priori, les différents domaines sont chargés
€lectrostatiquement (positivement pour le domaines riches en trous et négativement pour
les domaines sans trou). Rappelons que le modele de Hubbard néglige complétement
l'interaction électrostatique a longue portée. Cette instabilité peut donc étre considérée
comme un artéfact da modele.

Cependant, cette objection peut étre levée si 'on admet que les impuretés,
donnatrices de trous, sont suffisamment mobiles pour pouvoir suivre les inhomogénéités'
de la densité de porteurs et prévenir' ainsi toute densité volumique de charge macro-
scopiquement non nulle. La séparation de phases peut se produire si la température est
suffisamment élevée pour que les impuretés soient mobiles et suffisamment faibles pour
que le gain d'énergie dii A la séparation de phases ne soit pas masqué par les fluctuations
thermiques. Ainsi des domaines pourraient se former 2 température assez élevée et
persister a température plus faible. Une structure en domaines a d'aillenrs été observée
dans le composé LagCuQy4.y / Jorgensen & al. 88 /.

Sil'on examine attentivement l'énergie en fonction du remplissage portée sur
la figure C.5, on note que la courbe est concave (92E/dn2<0) dans la région antiferro-
magnétique. Considérons une densité électronique, no, située dans cette région. L'énergie
d'un échantillon de densité homogene, ng, est alors supérieure 4 la somme des énergies
de deux €chantillons totalisant le méme nombre d'électrons mais avec des densités
légerement différentes de 1'un 2 l'autre. '

Dans le cadre de notre modele, on en déduit l'instabilité du systéme par
rapport 2 la sépararation de phases. Dans la limite ol les différents domaines sont de
dimension macroscopique, les parois de séparation entre ces domaines représentent, en
effet, une fraction négligeable de 1'énergie.

Afin de déterminer quelles sont les densités de porteurs dans les différentes
phases et le gain d'énergie, AE, correspondant a la séparation de phases, nous avons
schématisé sur la figure C.10, I'allure de l'énergie en fonction du remplissage. Tragons
les droites passant par le point "n=1" et tangentes 2 la courbe <H>(p) {voir figure C.10).
On obtient ainsi deux droites, D- et D+, tangentes  la courbe en une valeur inférieure a 1,
-, et supérieure a 1, n*, respectivement.
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Figure C.10: Obtention graphique de la séparation de phases due a la concavité de
'énergie totale, <H>, en fonction du remplissage de la bande, n. AE est le gain en
énergie pour le remplissage ny. '

D'aprés la relation {C.1], il est clair que ces deux remplissages sont
symétriques par rapport 4 1 et que les pentes, p- et p*, de ces deux droites vérifient

I'équation :
p+pt=U | (C.7]

Pour étre dans la situation schématisée sur la figure C.10 ol p* est supérieur a p-, il suffit
donc d'avoir :
p <U2 [C.8]

Les calculs numériques permettent de s'assurer que c'est toujours le cas. Lorsque n est
compris entre n- et 1, le systéme se sépare donc en une phase dopée de densité de
porteurs n- et une phase non dopée (n=1).
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La figure C.11 représente le diagramme de phase qui résulte de cette
discussion. A I'exception de valeurs trés élevées du paramatre d'interaction (U>6W) ol il
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Figyre C.11 : Diagramme de phase obtenu en autorisant la séparation de phases
p : Phase paramagnétique homogéne
AF : Phase antiferromagnétique homogeéne.

AF1+Pyx: Le systéme est constitué de deux phases : une phase antiferromagnétique
non dopée (n=1) et unc phase paramagnétique dont le dopage est donné par la courbe
continue qui délimite cette région (ni(U)) et dont la proportion relative est In-11.

AF1+AFx: Idem que précédemment mais la phase dopée présente, cette fois-ci, un
moment alterné non nul.
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faudrait prendre en compte le ferromagnétisme, la phase dopée est toujours
paramagnétique. Cette relation d'exclusion entre les porteurs ajoutés par le dopage et les
moments magnétiques se retrouve dans les solitons (le moment moyen sur une ligne de
séparation entre domaines est nul), et les spins bags (le moment alterné moyen est réduit
dans le spin bag). Une séparation de phases analogue a aussi été obtenue dans le modele
t-J qui permet de décrire le cas des trés fortes répulsions / Emery & al. 90 /.

Le dopage dans la phase dopée présente un maximum d'énviron 24% pour
une répulsion coulombienne de l'ordre de celle correspondant 2 la transition de Mott
(U=3/2W=U¢). Comme on peut le vérifier sur la figure C.5, le gain d'énergie
correspondant a cette séparation de phases est réduit par Ia prise en compte des
corrélations mais reste néanmoins de l'ordre de la centaine de kelvins. Enfin, la figure
C.12 met en évidence de fortes corrélations dans la phase dopée bien que le dopage
correspondant tende vers zéro (n"—1) dans la limite oit U tend vers l'infini,

i 1 1 1 ‘llll T T ¥ l!l‘l' LA
nTnl } < .
0.8 [~ phase non dopée (n=1) \\\ .
9 \ - o
0.6 |- Phase dopée (n=n") N _
- \\ =
0.4 | Vo _
\
L 4 \ -
0.2L N il
A
- ) ~ -
0 1 Lol 1 el \l""b—-l_ij_lll
0.1 1 10 100

U ()

Figurg C.12 :Facteur de corrélation, d/nTni', en fonction du parameétre de répulsion
coulombienne, U, dans les phases dopée (tirets) et non dopée (trait continu).




80

CONCLUSION

D'aprés la théorie classique du magnétisme itinérant (approximation de
Hartree Fock), le composé non dopé (bande demi-pleine) est ordonné antiferro-
magnétiquement et cet ordre est détruit sous 'effet du dopage d'autant plus rapidement
que la répulsion coulombienne de deux €lectrons sur un site est faible. De prime abord,
cette approche semble bien décrire I'antiferromagnétisme dans Las.xSrxCuQy. Cependant,
nous avons vu que, dans cette limite (U<<W), la valeur moyenne du moment magnétique
alterné et la stabilité de l'antiferromagnétisme deviennent vite trés faibles (m <0.3up et
Tn<100K pour U<W/4). Cela indique que, dans les oxydes supraconducteurs, la
répulsion coulombienne est au moins de l'ordre de la largeur de bande (U>W/4). Afin
d'examiner ce cas, nous avons utilisé la méthode de Gutzwiller.

Nous avons vu que, lorsque la bande est demi-pleine, cette méthode trouve un
état antiferromagnétique quelque soit la répulsion coulombienne (U>0). Dans le composé
non dopé, La stabilisation de l'état antiferromagnétique par rapport i I'état
paramagnétique est maximum pour une répulsion coulombienne de l'ordre de celle
correspondant & la transition de Mott dans le composé paramagnétique (UzsUc=3/2 W).
Cette stabilisation décroit comme W2/U lorsque U est grand devant W ce qui est accord
avec les résultats exacts dans cette limite (magnétisme localisé).

En outre, le systtme non dopé et ordonné antiferromagnétiquement ne
présente pratiquement pas de corrélations intrasites (d=n"n') si bien qué les résultats
obtenus par la méthode de Gutzwiller ne différent que trés peu de ceux obtenus par la
méthode de Hartree-Fock (le momeht alterné moyen est Iégérement abaissé par la prise en
compte des corrélations pour Uz=W). Ces deux méthodes trouvent un
antiferromagnétisme saturé dans la limite ot U tend vers l'infini (m=1up). Ce résultat
n'est pas exact car, a3 deux dimensions, la valeur moyenhe du moment alterné est
fortement abaissée par les fluctuations quantiques des électrons localisés (sauts virtuels).
Comme dans le cas paramagnétique, les sauts virtuels sont donc complétement négligés
par la méthode de Gutzwiller qui n'est donc pas trés appropri€e a 1'étude des fortes
répulsions (U>W) pour un systéme de basse dimensionnalité.

La stabilité de I'état ordonné antiferromagnétiquement par rapport 4 la phase
paramagnétique simple ainsi que le moment alterné moyen correspondant diminuent
réguliérement avec le dopage tandis que les corrélations électroniques augmentent
rapidement. Ainsi, pour une répulsion de l'ordre de la largeur de bande (U=W), la
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pfobabililté de trouver deux électrons sur le méme site est abaissée d'un facteur 4 par les
corrélations coulombiennes (dsnTnlM). De plus, par rapport au résultat de la méthode de
Hartree-Fock, la méthode de Gutzwiller réduit nettement le dopage critique au-del3 duquel
la phase antiferromagnétique n'est plus stabilisée par rapport & la phase paramagnétique.
Ainsi, pour U=W, celui-ci passe de 45% a 20% environ et il ne dépasse jamais cette
derniére valeur quelque soit l'interaction coulombienne (il est maximum pour
U=U=3/2W). Néanmoins, cette valeur reste élevée si l'on se rappelle le diagrame de
phase de La2.4xSryCuQOg4 porté sur la figure 0.2. Ce résultat suggére la présence de
corrélations antiferromagnétiques dans la phase supraconductrice de ces composés si U
est de l'ordre de W.

En outre, nous avons vu que, dans le cadre du modéle de Hubbard qui
néglige l'interaction coulombienne a longue portée, l'ordre antiferromagnétique dans le
composé dopé est instable par rapport a la séparation de phases. Cela indique que, &
température nulle, bien que le composé dopé présente probabement des corrélations anti-
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que nous avons envisagé. Si l'on autorise cette séparation de phases, on trouve la
coexistence d'une phase non dopée antiferromagnétique et d'une phase dopée
paramagnétique. Une telle séparation de phases est possible si la température est
suffisante pour permettre aux impuretés donnatrices de trous de se mouvoir. Le gain
d'énergie correspondant a cette séparation de phases est de i'ordre de la centaine de
kelvins. Cette éventualité n'est donc pas irréaliste et semble d'ailleurs en accord avec
certaines observations expérimentales. Par ailleurs, cette tendance qu'ont les porteurs
ajoutés par le dopage a abaisser le moment alterné moyen dans leur voisinage (la phase
dopée est paramagnétique) se retrouve aussi dans un certain nombre de solutions
proposées pbur I'étude du fondamental de I'hamiltonien de Hubbard en dehors de la
bande demi-pleine (spins bags, solitons...). Il serait intéressant de comparer 1'énergie de
ces différentes solutions. |

Au cours du chapitre IV, nous envisagerons une solution puremeﬁt
péramagnétiquc au modele de Hubbard, au sens d'un état ne présentant pas de moment
moyen localement non nul, mais présentant cependant des corrélations antiferro-
magnétiques. Auparavant, nous allons examiner la stabilité de 1'ordre antiferromagnétique
a longue distance dans un modele a priori plus réaliste que le modele de Hubbard du point
de vu de la modélisation des oxydes supraconducteurs. Il s'agit du modele a deux bandes
du plan CuO».
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APPENDICE

Ap.1  Calcul des valeurs moyennes dans 1'état de particules
indépendantes :

Afin de déterminer le nombre moyen de particules sur un sous-réseau, ny, et
1'énergie cinétique, <Hg>p dans l'état de particules indépendantes, il n'est pas nécessaire
d'expliciter complétement la fonction d'onde Fo(c). Il suffit de déterminer les densités
d'états totale, p(e), et partielle, pv(e). Pv(e) est la densité d'états locale pour le spin v sur
le sous-réseau Ry. Le nombre total d'électrons par site, n, est un paramétre fixé, On peut
alors déterminer le niveau de Fermi, €f(y), par :

&
de = n
J' p(E)
o [Ap.1]
vient alors la valeur propre, Eg, de [¥g> dans I'hamiltonien variationnel :
€
<H >, J‘ | i
E, = T £ p(e) £
[Ap.5]
Les densités d'états partielles permettent d'obtenir les populations partielles :
&
n ‘= J. Poe de
| R [Ap.6]
L'énergie cinétique moyenne se déduit alors aisément :

<He>o/L = <Hy-D(Ny-N.)>g/L = Eg-D(n4-n.)  [Ap.7]

La minimisation de I'énergie par rapport au parametre variationnel D nécessite
donc le calcul des densités d'états pour chaque valeur de ce paramétre. Le temps de calcul -
risque de devenir prohibitif si l'on ne dispose pas d'une méthode de calcul rapide des
densités d'états. En tirant parti de la structure alternée du réseau, on obtient aisément, une
expression trés simple des densités d'états, p(e) et py (g), pour une valeur quelconque de
D, en fonction d'une densité d'états effective, P(g), qui ne dépend pas du paramétre

variationnel. On évite ainsi un calcul de structure de bande pour chaque valeur de D. Pour
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ce faire, il suffit d'écrire 1'équation de Schroedinger en projection sur les sous-réseaux R-
et R+, L'expression ainsi obtenue est la suivante :

_0E
(€) - % &) avec & = g° —D2
[Ap.8]
P =
< e ({E)
et p. =
(€) 24JE€
[Ap.9]
P =R P
V(E) ve) © [Ap.10]
l€-2 DI
avec R = Y
v 12¢l
Pee) est la densité d'états du réseau carré sans l'introduction d'une énergie de site alternée

(D=0). Cette densité d'états est parfaitement connue, il suffit donc d'en disposer et
d'utiliser les équations [Ap.8] & [Ap.10] pour déterminer les "densités variationnelles" p
et py. La figure C.2 montre un exemple de densité d'états ainsi obtenue. L'introduction

p®

4

AR E R L

0 1 2 3 4
£ (1) |
Figure Ap,1 : Densité d'états d'électrons indépendants, sans spin, sur un réseau carré ¢t
en présence d'un potentiel alterné d'amplitude, D=2t. Les unités sont l'intégrale de saut,
t, pour l'énergie, €, et sont inverse, t -1 pour les densités d'états.

Pointillés  : densité d'états du réseau carré, pg, (D=0).

Trait épais  : densité d'états totale, p, (D=t /2).

Trait ﬁn : densité d'états partielle, p., sur le sous réseau R_ (D=t /2),
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du potentiel alterné, AyD, fait apparaitre un gap au centre de la bande du réseau cané,
pc(e). On retrouve 1A le "gap antiferromagnétque” dont nous avons parlé plus haut.

La procédure indiquée afin de déterminer les quantités intégrées, ny et

<H¢>p, implique la détermination du niveau de Fermi par l'équation [Ap.4]. En fait, ce
travail peut étre évité. D'aprés [C.8], ona:

p de = p d€ = dn’ .
(€) ® [Ap.11]

ou dn' est 1a variation du nombre total de particules :

£ £
n' = de' = D dg'
I p(£5 i p(é') -
- [Ap.12]
Le plus simple est d'adopter n' comme variable d'intégration :
n n
n=jR dn’ E=J‘8 dn’
v v (E) 1]
0 0 [Ap.13]

I'énergie, €, peut étre exprimée en fonction de I'énergie effective, §. Pour la bande moins

qu'a moitié€ pleine, on a :

£ = ‘/D +E& |  [Ap.14]

11 suffit donc de déterminer une fois pour toute la fonction £(n") qui peut &tre calculée
numériquement en inversant la primitive de f&). En adoptant n' comme variable
d'intégration, on dispose d'un intervalle d'intégration indépendant des paramétres
variationnels et on évite, de plus, les singularités de Van Hove des densités d'états qui
compliqueraient l'intégration numérique.
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Ap.2 Minimisation de {'énergie

Pour une valeur donnée de l'énergie de site alternée, D, l'expression de
I'énergie, [B.14], est analytique par rapport au facteur de double occupation, d. De plus,
la pente de gy(q) est infinie & l'origine et nulle en d=n"n'=n,n. (pour n#1). L'énergie a
‘donc 1'allure portée sur la figure 1.B.3a et I'énergie minimum s'obtient en résolvant :

8<H>0
od [Ap.15]
qui devient :
% U
od I<Hc>0|
[Ap.16]

3
=
3
14
S =
)
w
—

Tous les calculs que nous venons de mentionner sont répétés pour un grand
nombre de valeurs de I'énergie de site alternée, D, de fagon & déterminer la valeur
optimum de ce parametre. On obtient ainsi les propriétés du fondamental de 'hamiltonien,
par la méthode de Gutzwiller. '
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CHAPITRE 111

LE MODELE A DEUX BANDES
DU PLAN CUO2
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INTRODUCTION

Afin d'étudier les propriétés electroniques de la phase normale des oxydes
supraconducteurs, nous adoptons, dans ce chapitre, un modele plus réaliste qu'un simple
réseau carré. Il s'agit de prendre en compte, dans l'approximation des liaisons fortes, les
sites de cuivre et d'oxygéne d'un plan CuO;3. En fait, nous allons retrouver un certain
nombre des résultats du chapitre précédent,

Dans la partie A, nous introduisons ce modéle en spécifiant quels sont les '
parametres qui sont pris en compte, ce que l'on peut dire de leurs valeurs, et quelle est la
structure de bande correspondante, Les principaux parameétres du modele sont l'ionicité

de la liaison cuivre-oxygene et la répulsion coulombienne sur les sites de cuivre.

Dans la partie B, nous examinons l'effet de la répulsion coulombienne sur le
systéme paramagnétique. Nous étudions ainsi les propriétés du composé au-dessus de sa
température de Néel. Nous en déduisons un comportement trés différent selon que le
composé€ est ionique ou covalent.

La partie C est consacrée a l'étude de I'antiferromagnétisme. Avant
d'examiner l'ordre antiferromagnétique dans le composé non dopé et les corrélations
antiferromagné.tiqucs dans le composé dopé, nous résumons briévement le principe du
calcul. Le comportement du composé non dopé dans le régime covalent n'est pas celui
prévu par le modéle A une bande. Pour ce qui est du composé dopé, nous examinons
l'effet de la covalence sur les corrélations antiferromagnétiques en déterminant le domaine
de stabilité de I'état présentant un ordre antiferromagnétiqi]e a longue distance par rapport
i la phase paramagnétique simple. Puis, nous examinons quelles sont les propriétés de la
phase antiferromagnétique en fonction du dopage. |
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III.A LE MODELE A DEUX BANDES

A.l L'hamiltonien

‘Nous avons vu en ILA, que les électrons de valence des composés
Laz_xSrxCuQy4, sont essentiellement localisés dans un plan CuO; et, plus par-
ticulierement, sur les orbitales dx2.y2 des atomes de cuivre et pg des atomes d'oxygéne
(voir figure I.A.4). Le réseau constitué par ces orbitales est représenté sur la figure A.1.

° @) ® O ° O ® Cu:dp o

>

® O ° O ® O ®
&ty &
O o O O

Figure A1 : Disposition des sites de cuivre et d'oxygene dans un plan CuQy,

L'intégrale de saut, to, entre un site de cuivre et un site d'oxygene premiers
voisins est la plus importante. Il a été proposé que 1'intégrale de saut, t;, entre deux sites
d'oxygéne, représentée sur la figuré A.1, joue un role important. Nous la négligerons
cependant. Par contre, il est clair que si 1'on ne fait pas d'hypothése particulitre sur la
position relative des énergies de site des sites d’oxygénc, Ep, €t de cuivre, gg, les sites
d'oxygene doivent étre pris en compte au méme titre que les sites de cuivre.

Soient Uy et Up, les répulsions coulombiennes de deux électrons partageant
une orbitale dx2.yz et pg respectivement. La répulsion coulombienne, Uqp, entre deux
€lectrons situés sur deux sites premiers voisins peut étre également prise en compte. Le
systéme est alors décrit par un "hamiltonien de Hubbard étendu” prenant en compte, outre
I'énergie cinétique et la répulsion coulombienne des électrons, le potenﬁ.el di aux énergies
de site différentes des sites de cuivre et d'oxygeéne. Cet hamiltonien s'écrit :
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H= Hc + Hp+ Hj | [A.1]

Ho=to 2, XiS+Xil® [A.2]
<ij>,&

Hp- €4 2, ni + € D, nj [A.3]
ieRyg ieRy . .

Hi=Ug 3, di + Up > di + Ugp X, njnj [A.4]
ieRd’ ieRp <ij>

Nous avons adopté les notations habituelles (voir [.A.2). Rq et Rp désignent les sous-
réseaux des sites de cuivre et d'oxygeéne respectivement. Notons qu'une paire de sites
premiers voisins, <ij>, comprend ici un site de cuivre et un site d'oxygéne
respectivement. |

L'origine des énergies étant arbitraire et l'intégrale de saut, tg, étant p
comme échelle d'énergie, I'hamiltonien [A.1] dépend de quatre parametres : Ae = gp - €4,
Ud, Up et Ugp. En fait, nous verrons que la répulsion sur les sites d'oxygene a peu
d'influence (si Ae>0) de méme que la répulsion intersite (si Ugp<tp). Seuls les deux

premiers parameétres jouent un role essentiel.

A.2 Les parameétres du modele

2.a La transformation électron-trou

Comme nous l'avons déja signalé, dans le composé Lag.xSrxCuQg4, une
maille primitive du réseau de la figure A.1 comprend 5-x €lectrons et donc, 1+x trous. Il
est donc plus comrode de raisonner en termes de trous qu'en terme d'électrons.

1I faut alors prendre garde a ce que les énergies de sites €4 et €p n'ont pas les

mémes valeurs selon que l'on raisonne en termes de trous ou en termes d'électrons.
Notons £4° et £p° les énergies de site pour les électrons. Soit, par exemple, un site de

cuivre occupé par deux électrons. Si on néglige la répulsion intersite, 1'énergie gagnée en
otant un électron de ce site est donnée par :

(2eg®+Ug)-e4® = €%+ Uq [A.5]
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Le niveau effectif d'un trou est donc :

gt = - (eg°+ Ug) [A.6]

On vérifie rigoureusement, en définissant 1'opérateur création d'un trou
comme €tant 'opérateur annihilation d'un électron de spin opposé, que l'énergie de site
pour un trou sur le site i est donnée par :

&t = & + Ui+ 2 2, Ujj [A.7]
3 _

Uj est la répulsion coulombienne sur le site i et Uj; est la répulsion coulombienne entre un
€lectron sur le site i et un électron sur le site j. La sommation porte sur tous les sites
différents de i. Conformément au sens physique, on vérifie de méme que les répulsions
coulombiennes ne sont pas changées tandis que l'intégrale de saut change seulement de
signe sous l'effet de la transformation électron-trou.

Reprenons l‘apprdximation “ionique" faite au chapitre précédent qui consiste
a supposer que, dans le composé non dopé, les trous sont localisés sur les seuls sites de
cuivre. L'énergie que cofite le transfert d'un trou d'un site de cuivre vers un site
d'oxygéne est donc :

Ae=gp! - eqt = (e4®- p® + (Uq - Up) +4 Uqp [A.8]

La position des différents niveaux d'énergie est schématisée sur la figure A.2 ol nous
nous sommes placés dans une situation réaliste (Ugp est supposé nul).

Désormais, nous ne parlerons plus qu'en termes de trous.

2.b Estimation des paramétres

Deux observations expérimentales permettent de situer la valeur du paramétre
Ae. Dans le composé non dopé, les trous se trouvent en majorité sur les sites de cuivre

{/ Fujimori & al. 87 /. Par conséquent, on a :

Ag >0 . . - [A9]
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Par ailleurs, les trous ajdutés par le dopagc se localisent sur les sites d'oxygeéne / Niicker
& al. 88 ; Shen & al. 89 /. Il semble donc que l'on soit dans la situation :

Ae < Uy | [A.10]
shématisée sur la figure A.2 (les trous ajoutés par le dopage, on intérét a occuper le

niveau epY).

ee 4 et &

Age . i

Figure A.2 : Niveaux d'énergie des orbitales dx2.y2 et pg en termes d'électrons (2
gauche) et de trous (2 droite). '

. Par contre, comme nous l'avons déja mentionné, en ILA, la situation est
beancoup moins claire en ce qui concerne le rapport des parametres Ae et Ug a l'intégrale
de saut, tp.

Un certain nombre de traveaux ont été fait afin de préciser les valeurs des
paramétres du modele A deux bandes. Il s'agit, en particulier, de calculs ab initio utilisant
la technique de la fonctionnelle de densité d'états / Schluter & al. 88 ; Stechel & Jennison
88 /. Ces calculs ne sont pas tres fiables lorsque la répulsion coulombienne est élevée.
En particulier, ils ne permettent pas de comprendre le caractére isolant du composé non
dopé au-dessus de sa température de Néel. '
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Ainsi, l'intégrale de saut cuivre-oxygene, tp, est estimée 2 1.5 eV. La
répulsion coulombienne sur le cuivre, Uy, serait environ 8§ tp et I'énergie dc transfert de
charge cuivre-oxygéne, Ae, est trouvce inférieure 4 2tg. Ces résultats sont en accord avec
un certain nombre dexpenences de phbtoermssmn / Shen & al. 89 /. Ces estimations
suggerent donc une liaison cuivre-oxygéne plutdt covalente. Ce dernier résultat n'est pas
compatible avec I'hypothése d'ionicité (Ae>>ty) qui permet une justification rigoureuse

du modele a une bande.

2.c L'hybridation cuivre-oxygéne

Afin de présenter qu'elle est la structure de bande, faisons abstraction du
terme d'interaction, Hj. L'opérateur Hc+Hp est un hamiltonien de particules in-
dépendantes. On peut alors définir des états a une particule et une densité d'états du
systeme. Les niveaux eq et €p étant a priori différents, on s'attend 2 ce que le systeme
présente une bande liante et une bande antiliante. Un état A une particule dont 'énergie se
trouve dans la bande liante (antiliante pour les électrons) est délocalisé dans tout le plan
CuO2 mais se trouve plus souvent sur les sites dont I'énergie de site est la plus basse (si
At est positif, se sont les sites de cuivre).

Le calcul de la densité d'états correspondant au réseau de la figure A.1, avec
t1—0 peut se faire de fagon trés simple en tirant parti de la structure alternée du réseau :
un site de cuivre (sous-réseau Rg) n'a que des sites d'oxygeéne comme premiers voisins et
inversement / Julien 87 /. Il apparait, en particulier, que du fait du nombre plus
important de sites d'oxygéne que de cuivre, il y a, en plus des bandes liante et antilianté,
un niveau non liant d'énergie €p correspondant A des états n'occupant que des sites
d'oxygene (2 ne pas confondre avec le niveau non liant des orbitales py).

‘La densité d'états est représentée sur la figure A.3 pour Ae = 2t5. Nous
avons, en outre, porté le niveau de Fermi dans le composé non dopé qui se trouve
exactement au milieu de la bande liante. Les bandes liante et antiliante sont symétriques
par rapport a (Ep+€4)/2 et présentent les mémes singularités de Van Hove que la densité
d'états pour le réseau carré simple (voir figure 1.B.4). Le gap qui les sépare est
exactement €gal & Ae et leur largeur, W*, est donnée sur la figure A.4 en fonction de Ac.
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Figure A 3 Densité d'états totale pour le réseau de Ia figure A.1 avec t1=0, ed=0 et

€p=210. t0 est I'intégrale de saut entre un site de cuivre et un site d'oxygene premiers
voisins.

Lorsque 1'on dope le composé avec des trous, le niveau de Fermi augmente et
- la bande liante est complétement remplie pour un dopage égal a4 100%. Si I'on considere
des dopages en électrons (ce qui se produit dans cetrains composés), le niveau de Fermi
s'abaisse jusqu'd ce que la bande soit vide pour un dopage en porteur négatifs égal 4
100%. Lorsque nous étudierons le composé dopé, nous envisagerons tous les
remplissages possibles de la bande liante (O<n<2) comme nous l'avons fait au chapitre
précédent pour la bande unique du modele de Hubbard.
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0 5 10 15 20 25
' Ag (to)

Figure A.4: Largeur de la bande liante, W*, en fonction de 'écart, Ae, entre les
énergies de site du cuivre et de 'oxygeéne. On vérifie que : '

W* =\ Ae2/4 + 8tg2 - Ae/2,

t* est l'intégrale de saut dans le modele 2 une bande : t* = t2/A.

Le paramétre Ag/ty détermine I'nybridation entre les orbitales du cuivre et de
l'oxygene. Lorsque Ag est nul, un trou a la méme probabilité de se trouver le sous-réseau
des sites de cuivre que sur le sous-réseau des sites d'oxygene. Dans ce cas, la liaison est
parfaitement covalente. La figure A.5 représente le nombre moyen de trous sur un site de
cuivre en fonction de l'ionicité, Ae/ty, pour le composé non dopé (n=1).

1 T T L 1 I ¥ 3 L) T 'I L) T Ll T l ] T 1 1

ng ]
:
0.8F -
0.7 —:
0.6} -

: Ug=0 ]
0.5 1 | I VO W S 0 S S S N N U I TR N U N A
20 25

0 -5 10 15
| Ae (tg)

Figure A.J : nombre moyen de trous, ng, sur un site de cuivre pour le composé non
dopé, en fonction de 1'énergie de transfert de charge du cuivre vers l'oxygéne, Ag, en
T'absence d'interaction coulombienne.
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II.B LE CAS PARAMAGNETIQUE

Le modéle 2 deux bandes prend en compte un plus grand nombre de
paramétres que le modele de Hubbard. Pour simplifier, commengons par examiner les
propriétés du systéme paramagnétique. Ce systéme a été étudié par Mayou, Nguyen
Manh et Julien / Mayou & al. 88 /. Cyrot et Mayou se sont plus particulierement
intéressé au composé non dopé / Cyrot & Mayou 90 /. Qutre I'avantage d'une plus
grande simplicité, cette étude permet de comprendre le comportement du systeéme au-
dessus de sa température de Néel. |

B.1 Le composé non dopé

En particulier, nous avons vu qu'expérimentalement, le composé non dopé
est isolant au-dessus de sa température de Néel. La bande liante étant demi-pleine, on
s'attend donc A ce que ce soit un isolant de Mott. Nous avons vu que la méthode de
Gutzwiller permet de prévoir la transition dé Mott dans le modele de Hubbard (1.B.2.b).
A priori, la situation est moins simple en ce qui concerne le modele & deux bandes.

1.a Le transfert de charge

A cause de I'hybridation, les trous sont délocalisés dans tout le plan CuQj.
Dans l'approximation de Hartree-Fock ou les particules se déplacent indépendamment les
unes des autres, deux trous ont donc toujours une probabilité non nulle de se trouver sur
~ le méme site (en l'absence d'ordre magnétique). La probabilité de double occupation d'un
site est proportionnelle au carré du nombre moyen de trous sur ce site : <dj>¢=n;'n;’ =
n;2/4. Il en résulte une valeur moyenne non nulle de I'énergie d'interaction.

Les orbitales 3d du cuivre sont plus localisées que les orbitales 2p de
I'oxygene. La répulsion coulombienne y est donc prob.ablement plus importante
(Ug>Up). Dans I'approximation de Hartree-Fock, le nombre moyen de trous sur un site
de cuivre a donc tendance 3 diminuer par rapport & sa valeur résultant de ia seule
hybridation cuivre-oxygene (portée sur la figure A.5). C'est ce que l'on appelle le
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"wansfert de charge”. En fait, méme si Uy et Up sont égaux, ce phénomeéne se produit
toujours a cause du plus grand nombre de sites d'oxygéne que de cuivre.

1.b L'énergie totale

Rappelons que la méthode de Gutzwiller consiste & considérer la valeur
moyenne <dj> comme un paramétre variationnel suplémentaire. L'expression de I'énergie
totale découle de la formule générale {I1.C.34]. L'application au plan Cu(; para-
magnétique donne :

<H> = gy <Hc>0 + A€ (n-ng) + Ug dg - [B.1]
avec _
8t = 9(ng/2,n4/2,dd) {B.2]

Nous avons adopté les notations habituelle (voir [I.C.34] et .A.1.b). La fonction
G(m,n2,d) est donnée en [1.C.29]. Pour simplifier, nous avons supposé nulle la répulsion

sur les sites d'oxygene et la répulsion intersite.

Désormais nous considérons, par défaut, le cas ol la répulsion sur l'oxygéne
et la répulsion intersite sont nulles.

Afin d'estimer I'énergie du fondamental, il suffit de minimiser I'expression
[B.1] par rapport & nq et & dq. La fonction d'onde de particules indépendantes, 'Wp>, est

définie comme ['état fondamental du gaz d'électrons indépendants sur le réseau de la
figure A.1, avec un écart effectif, Ae*=ep"-e4", entre les énergics de site des sites
d'oxygene et de cuivre. Ae"* et ng sont reliés comme l'indique la figure [A.5]. '

1.c Le composé covalent

La figure B.1 représente le nombre moyen de trous sur le cuivre dans le
composé non dopé parfaitement covalent (Ae=0), en fonction de la répulsion
coulombienne sur le cuivre. La prise en compte des corrélations réduit nettement le
transfert de charge. |

Les réductions de la probabilité de double occupation et de I'énergie cinétique
sont portées figure B.2. On note que, malgré d'importantes corrélations, 1'énergie
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cinétique n'est que faiblement renormalisée et il n'y a pas de transition de Mott. Cela

provient de la prise en compte des sites d'oxygeéne : dans le composé non dopé, le

nombre de porteurs est strictement inférieur au nombre de sites (1<3) et lI'interdiction de

double occupation n'est donc pas synonyme d'interdiction de mouvement comme dans le

modele 4 une bande.

0.5 = TTTT] T T T 71T TTTTTI] T T TTTT
0.4F . -
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[ Gutzwiller ]
0.1 Hartree-Fock -
- Ae=0 ]
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10
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Figure B.1 : Nombre moyen de trous, ng, sur un site de cuivre dans le composé non

dopé en fonction de la répulsion coulombienne sur le cuivre dans la limite covalente (la
répulsion sur les sites d'oxygéne est supposée nulle).
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Figure B.2 : réduction de l'énergie cinétique, g, et réduction de Ia probabilité de

double occupation sur le cuivre, d!nTnl.pour le composé non dopé, en fonction de 1a
répulsion coulombienne sur le cuivre dans la limite covalente.
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1.d La transition métal-isolant

Sur la figure B.3, nous avons porté le nombre moyen de trous sur le cuivre et -
la réduction de 1'énergie cinétique lorsque la répulsion sur le cuivre est infinie en fonction
de 1'énergie de transfert de charge, Ae entre le cuivre et l'oxygene. Il apparait une
transition de Mott pour une valeur finie de Ae. Cette transition s'explique comme nous
T'avons fait pour le modele de Hubbard (I.B.2.b) : un site de cuivre n'est entouré que de
quatre sites d'oxygene, un trou qui s trouve sur un site de cuivre se trouve donc dans un
puits de potentiel de profondeur Ae (d'oli la possibilité d'état liés).

1

0.8
0.6
0.4

0.2

~-5 0 5A8(t0)_10 15

Figure B.3 : Nombre moyen de trous sur un site de cuivre et renormalisation de
I'énergie cinétique dans le composé non dopé, en fonction de I'énergic de transfert de
charge pour une répulsion infinie sur les sites de cuivre,

. Comme dans le cas du modele de Hubbard, tout mouvement est interdit
lorsque le composé est isolant (g;=0). Il s'agit 1a d'un artéfact de la méthode de
Gutzwiller car, en réalité un trou localisé€ sur un site de cuivre a une probabilité de
présence non nulle sur un oxygéne premier voisin lorsque Ae est fini. Le fait que le
nombre moyen de trous par site de cuivre soit exactement égal A 1 2 la transition est une
conséquence de cet artéfact. '

_ Il est aisé de déterminer, a l'aide de 1'équation [B.1], le diagramme de phase
métal-isolant dans le plan (Ae,Uyq) / Cyrot & Mayou 90 /. Ce diagramme est porté sur la
figure B.4. On retrouve bien une valeur critique finie de l'ionicité nécessaire a I'obtention
d'un état isolant.
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Figure B.4 : I : le composé est isolant ; M : le composé est métallique. La limite entre

les régions isolante et métallique admet les axes Aec=2 \f 8(1+-4/1:2) tp et Ug=0 comme
asymptotes verticale et horizontale.

o

Cette valeur critique, A€, est assez élevée devant tp (contrairement aux
valeurs obtenues par les calculs ab initio). Ce résultat suggére une ionicité importante si
I'on veut rendre compte du caractére isolant du composé non dopé au-dessus de sa
température de Néel. Cependant, la prise en compte d'une répulsion coulombienne
intersite, Udp, réduit cette valeur : Agg'= Aec-2Ugp. De plus, il ne faut pas perdre de vue
que la méthode de Gutzwiller est approximative lorsque U est Ae sont élevés devant ty.

Dans la limite des fortes ionicités (Ae—=), la valeur critique de la répulsion
sur le cuivre, U, nécessaire 2 'obtention d'un état isolant varie comme tp2/Ae. Cette
dépendance est la bonne puisque, dans cette limite, le systéme est décrit par le modele de
Hubbard d'intégrale de saut t*=ty2/Ae (voir ILA.2) et que nous avons trouvé, dans le
cadre de ce modele, une transition métal-isolant pour une valeur finie et non nulle de la
rélulsion coulombienne (voir L.B.2.b). Par contre on ne tend pas vers la méme valeur de
U/t* (on trouve Ug=45t* au lieu de =13t"). Cela provient de la mauvaise prise en
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compte, par la méthode de Gutzwiller, des sauts virtuels cuivre-oxygene lorsque A€ est -
trés supérieur 2 t.

2 Le composé dopé

2.a Propriétés

Les figure B.5a,b et ¢ montrent I'évolution du transfert de charge, des -
corrélations et de la renormalisation de 1'énergie cinétique avec le remplissage de la bande
liante, n, pour le composé covalent (Ae=0). Les grandeurs représentées évoluent
faiblement et régulierement avec le remplissage sans que le remplissage n=1, corres-
pondant au composé non dopé, n'apparaisse comme un point remaquable, Cette
évolution se comprend bien si I'on se rappelle que, pour un nombre de trous par maille
primitive inférieur a 2, il y a toujours plus de sites que de trous dans le résean. On est
donc toujours dans une situation de "bande moins qu'a moitié peine".

Dans le cas oll A€ est trés supérieur 2 tg, tout en restant inférieur & Uy, la
situation est nettement différente, comme I'illustrent les figure B.6a,b et ¢. On vérifie que
le composé non dopé est isolant (comme nous l'avons déja signalé plus haut). Le dopage
a pour effet une rapide évolution vers un état métallique (voir figure B.6c¢).

Le comportement du systéme est différent de part et d'autre du remplissage
n=1. Pour n<1 (dopage en €lectrons), il n'y a pratiquement pas de transfert de charge, la
minimisation de l'énergie se faisant uniqucmcn't. par les corrélations. On retrouve
exactement les résultats du modele  une bande. Par contre, lorsque I'on dope le composé
avec des trous (n>1), tous les trous ajoutés par le dopage se localisent sur les sites
d'oxygéne (voir figure B.6a) et les corrélations sur le cuivre diminuent beaucoup plus
vite que pour un dopage en électrons.
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Figures B.5 : Nombre moyen de trous sur un site de cuivre, ng, (a), réduction de la
probabilité de double occupation sur un site de cuivre (b), et réduction de 1'énergie
cinétique (c) en fonction du nombre total de trous, n, par maille primitive du plan CuO2
dans Ia limite covalente : Ae=0. '
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Figures B.6: Nombre moyen de trou sur un site de cuivre (a), réduction de la
probabilité de double occupation (b), et réduction de 1'énergie cinétique (c) en fonction
du nombre total de trous par maille primitive du plan CuO2 pour une énergie de
transfert de charge, Ae=10 tg et 1a répulsion coulombienne sur le cuivre Ug.
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néralisation ous-bandes de Hubbar

Cette situation dissymétrique par rapport a n=1 peut s'interpréter en
généralisant au modele 4 deux bandes le concept des sous-bandes de Hubbard que nous
avons rappelé en 1.LB.2.b. Pour ce faire, il suffit d'ajouter aux deux sous-bandes de
Hubbard des sites de cuivre d'énergies g4 et eg+Uq, une sous-bande d'énergie gp
correspondant aux sites d'oxygene. Dans la situation ol Ag est inférieur 4 Uy, ces sous-

bandes sont schématisées sur la figure B.7.

A

£

Figure B.7 : Sous-bandes de Hubbard pour le modele a deux bandes.

Dans le composé non dopé, la premiére sous-bande de Hubbard est pleine et
le composé est donc isolant. Lorsque 1'on r'ajoute un trou, celui-ci a avantage a occuper
un site d'oxygene a cause de la forte répulsion sur le cuivre. Le dopage en trous se traduit
donc par le remplissage de la sous-bande des oxygenes. On explique ainsi le caractére

‘isolant du composé non dopé et le fort transfert de charge du cuivre vers l'oxygeéne
observé pour les dopages en trous (voir figure B.6a).

Dans le cas oil 1a sous-bande de l'oxygéne se trouve trés au-dessus de la
sous-bande supérieur du cuivre(Ae>>Uy), on retrouve l'isolant de "Mott-Hubbard".
Dans le cas opposé (Ae<<Uy), on parle d'isolant de "transfert de charge" (cas de
Laz xSrxCuQy4). Le diagramme de la figure B.4 fait l'interpolation entre ces deux
régimes. |
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Afin d'expliquer le caractére isolant du composé non dopé au-dessus le la
température de Néel et le transfert de charge du cuivre vers 'oxygéne avec le dopage en
trous observé expérimentalement, dans le cadre du modéle 4 deux bandes para-
magnétique, il est donc nécessaire d'avoir :

tp<<Ae<<Ug [B.3]

Comme pour le modéle de Hubbard (figure 1.B.4), il est intéressant de
représenter la compressibilité électronique en fonction du potentiel chimique (voir
- équations {LB.25] et [L.B.26}). Sur la figure B.8, nous avons porté les courbes obtenues
pour une répulsion infinie sur le cuivre et différentes valeurs de l'ionicité, Ag. Pour une
ionicité suffisante, on retrouve la premiére sous-bande de Hubbard des états du cuivre (a
gauche et en pointillés) et le bas de la sous-bande due aux sites d'oxygéne (a droite et en

pointillés).
nZ K A /£.20
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Figure B.8 : Compressibilité électronique en fonction du potentiel chimigue. Pour une
répulsion infinie sur les sites de cuivre et une ionicité, Ae/ty, variable. :
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.Z.d Effet de 1a répulsion en dehors des sites de cuivre

La prise en compte d'un répulsion coulombienne sur les sites d'oxygenes
(inférieure a 2 Ug) ne modifie pas qualitativement la discussion. En fait, cette derniére est
pratiquement sans effet (pour Ae>0).

L'effet d'une répulsion coulombienne entre deux trous situés l'un et 'autre
sur deux sites premiers voisins, peut &tre étudié en rajoutant a I'expression de I'énergie
totale donnée en [B.1], le terme : 2U4dp ng (1-ng) ol Ugp est la répulsion coulombienne
intersite. Celd revient A traiter cette répulsion dans I'approximation de Hartree-Fock.
L'effet principal de cette répulsion est d'abaisser I'ionicité correspondant a la transition
métal-isolant / Cyrot & Mayou 90/. De plus, si cette répulsion est suffisante
(Ugp>2.5tp), le systeme présente un instabilité par rapport a la séparatidn de phase a
dopage en trous suffisamment élevé / Mayou & al. 88 ; Coppersmith & Littlewood 90 /.




[0

110

IILCLE QQME )SE ANTIFERROMAGNETIQUE .
C.1 Le composé non dopé

la L'gpproche de Hartree-Fock

_La relation de dispersion du gaz de particules indépendantes sur le réseau de

~

la figure, A.-l] §>1‘1 I'intégrale de saut, t1, entre seconds voisins est nulle, est de Ja forme :
.. ™ “"‘/,;’7

€n (kx ky) = €n (coskza + coskya) [C.1]

n est l'indice de bande (liante, antiliante ou non liante). Pour le composé non dopé, la
surface de Fermi est exactement identique 2 celle obtenue pour un réseau carré, et
représentée sur la figure I1.B.2. A cause du parfait emboitement de la surface de Fermi, la
méthode de Hartree-Fock prévoit donc un composé antiferromagnétique a température
nulle quelques soient les parametres, Ug et Ae. |

1.b L'approche de Gutzwiller

Oles et Zaanen ont examiné I'antiferromagnétisme au moyen de la méthode de
Gutzwiller / Ole§ et Zaanen 88.; Ole§ et Zaanen 89 /. Cependant, leurs calculs
numeériques portent sur la chaine linéaire "CuQ" et non pas sur la structure réelle du plan
CuO2. Arrigoni, Strinati et Castellani ont examiné le cas du composé non dopé par une
approche de bosons esclaves / Arrigoni & al. 90 /. Leurs calculs sont cependant limités
au cas d'une répulsion infinie sur les sites de cuivre. '

Afin d'appliquer la méthode de Gutzwiller, il est nécessaire de définir, en
premier lieu, un état de particules indépendantes présentant un ordre antiferromagnétique
sur les sites de cuivre en plus du transfert de charge dont nous avons déja parlé dans la
partie précédente. Pour ce faire, nous adoptons I'hamiltonien de particules indépendantes
schématisé par la figure C.1. Nous avons pris 'énergie de site du cuivre comme origine
des énergies. Les paramétres D/tg et (t+-t-)/tp déterminent essentiellement 1'aimantation
alternée, m, sur les sites de cuivre. Le paramétre, Ae*/tg détermine surtout le nombre

moyen de trous, ng, par site de cuivre.
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Figure C.1 : Résau effectif vu par les électrons de spin vers le haut. Les €lectrons de
spin vers le bas voient le méme réseau translaté de (0,a).

Du fait de la symétrie antiferromagnétique, ona I'égalité :
nev® = gy ® | [C.2]

Ol ngy° est le nombre moyen de trous de spin © sur un site de cuivre, les indices v et -v
désignant un des deux sous-réseaux alternés du réseau carré des sites de cuivre. Il est
alors commaode de poser : |

ng*=ng+" =ng.*
ng = ng." =ngt | | [C.3]
m=ng*- ng" (C.4]

et de définir les sous-réseaux virtuels R4+ et Rq. qui, indépendamment du spin, désignent
l'ensemble des sites de cuivre de plus bas et de plus haut niveau effectif (-D ou +D)
respectivement. On se rameéne ainsi 4 un probléme sans spin. '

Soient, ng=ng*+nq- et np=(n-nq)/2, les nombres moyens de trous par site de
cuivre et d'oxygene respectivement. La formule générale {I.C.34] donne I'expression
suivante de 'énergie totale par maille primitive du plan CuO3 : '

- _
T g a0y g 20 | g peny + Ugdg+2Updp [C.5]

avec gV =qmg'R2, ng”/2, dé) Amnp/2, nof2, dp) [C.6)
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la fonction d(n1,n2,d) est donnée en [1.C.29], dq et dp sont les probabilités de doﬁble
occupation d'un site de cuivre et d'oxygéne, respectivement, €HCV>0 est la contribution 3
I'énergie cinétique dans I'état de particules indépendantes des sauts impliquant un site de
Rg¥. L'expression [C.6] du facteur de renormalisation redonne bien, dans le cas ot la
répulsion sur l'oxygéne est nulle (dp=np2/4), I'expression utilisée par Oles et Zaanen.
Ces derniers ont obtenu I'expression des facteurs de renormalisation par un
dénombrement direct de configurations (lorsque Up est nul) / Ole§ & Zaanen 89 /.

I ne reste plus qu'd minimiser 'expression [C.5] par rapport aux parametres
variationnels. Il s'agit, premieérement, des paramatres qui déterminent la fonction d'onde
de particules indépendantes : Ae, D et t+-t (t+t*=tg) et, en second lieu, des parametres
qui déterminent les corrélations intrasites dg et dp. Le réseau de la figure C.1, présente
une structure doublement alternée : répartition altemnée des sites de cuivre et d'oxygene et
répartition alternée des sites de cuivre d'aimantation positive et négative. En tirant parti de
cette structure, le calcul des valeurs moyennes ng et <Hg¥>q peut se faire de fagon trés
rapide pour un grand nombre de valeurs des parameéres variationnels. Les grandes lignes
du calcul sont résumées en apprendice.

Nous avons vérifié numériquement que les résultats physiques (valeur de
I'énergie, de 'aimantation alternée, corrélations etc...) ne sont pas sensiblement modifiés
par la minimisation par rapport & t*-t, Les résultats qui sont présentés plus bas ont donc
€té obtenus en posant t+ = t~. Ainsi, notre approche differe de celle adoptée par Oles et
Zaanen. Ceux-ci ont adopté comme hamiltonien virtuel (définissant 1'état de particules
indépendéntes), I'hamiltonien dont les sauts ont déja été renormalisés ; tV= gvtg (voir
figure C.1). Ce choix particulier de fonction d'onde implique un calcul autocohérent
supplémentaire. Nous venons de voir que ce choix ne change pas sensiblement le
résultat. '

Comme pour le cas paramagnétique, l'influence d'une répulsion
coulombienne sur les sites d'oxygene est trés faible. Pour simplifier nous la fixerons a
zéro dans ce qui suit. Le systéme est donc essentiellement décrit par trois parameétres
variationnels qui déterminent respectivement le transfert de charge '(nd), l'aimantation
alternée (m), et les corrélation (dg).
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1.c La limite covalente

. Pour le composé non dopé, sur la figure C.2, cous avons porté le nombre

moyen de trous, ng, et le moment alterné, m, sur un site de cuivre en fonction de la
répulsion coulombienne, Ug, dans le cas covalent (Ae=0). Les pointillés permettent de
comparer avec l'approche de Hartree-Fock.
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Figure C.2 : moment altemné et nombre de trous sur un site de cuivre en fonction de la
répulsion coulombienne sur les sites de cuivre pour le composé non dopé dans la limite
covalente,

Dans l'approximation de Hartree- Fock, lorsque la répulsion sur le cuivre est
tres forte, non seulement, 1'antiferromagnétisme est total, mais le transfert de charge
disparait . Contrairement 2 ce qui se produit dans le modzle 2 une bande, la méthode de
Gutzwiller differe nettement de la méthode de Hartree-Fock. Le moment alterné ne tend
pas vers 1 dans la limite des fortes répulsions et est sensiblement réduit par rapport au
résultat en Hartree-Fock. La figure C.3 illustre l'importance des corrélations. Les facteurs
de renormalisation ne tendent pas vers zéro dans la limite des fortes répulsions.

Sur la figure C.4, nous avons porté les énergies obtenues dans différentes
approximations. Dans l'approche de Hartree-Fock, et dans la limite des fortes répulsions,
chaque trou est localisé sur un site d'oxygene si l'on ne prend en compte que le transfert
de charge et dans une cellule CuQyj si 1'on ne prend en compte que l'antiferromagnétisme
(2 cause de la divergence des niveaux effectifs de Ry et de Rg+ respectivement).
L'énergie du systeme tend donc respectivement vers 0 et vers -2 dans ces deux cas.
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Figure C.3 : Réduction de la probabilité de double occupation sur le cuivre, dd/nTnJ',

et des probabilités de saut 2 partir d'un site de cuivre du réseau Rd+, grt, et de Rq., gt~
On considére le composé non-dopé avec Ag=0.
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Figure C.4 : Energies totales du fondamental pour le composé non dopé dans la limite
covalente, dans différentes approximations et en fonction de la répulsion coulombienne
sur le cuivre, Ug.
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Il apparait que la prise en compte des seules corrélations abaisse plus I'énergie
que Ia prise en compte du seul antiferromagnétisme. De plus, I'énergie de stabilisation de
ce dernier, <H>P- <H>AF, est nettement réduite par la prise en compte des corrélations.
Ce point a été noté par Oles et Zaanen qui ont introduit une théorie de Stoner renormalisée
dans la limite covalente / Oles & Zaanen 89 /. La figure C.4, montre que cette
stabilisation est maximum dans la limite des fortes corrélations.

1.c Ionicité quelconque

L'évolution du transfert de charge et de 1'antiferromagétisme pour Ug=eo en
fonction de l'ionicité du composé, Ag/ty, apparait sur la figure C.5. Dans la limite
ionique, l'antifelromagnétisme est saturé. Cela correspond bien au résultat obtenu dans le
modele a une bande. On retrouve done, dans cette limite, le fait que la méthode de
Gutzwiller néglige les fluctuations quantiques.

O b=t 1 | I T TR RS NV AUV WS WA S S S N S S
5 0 5 - 10 15
Ag (tp)
~Figure C.5 : Nombre de trous et aimantation altemée sur les sites de cuivre pour le

composé non dopé avec une répulsion sur infinie sur les sites de cuivre, en fonction de
;L I'énegnie de transfert de charge cuivre-oxygeéne, Ae. Le nombre de trous en l‘absence
d'interaction a aussi été rappelé (pointillés).
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Sur la figure C.6, nous avons porté l'évolution des facteurs | de
renormalisation des intégrales de saut selon qu'elles impliquent un site de Rg. (g¢.) ou de
R4+ (gi+). Comme l'ont remarqué, Arrigoni et al., dans la limite des fortes ionicités, il
semble qu'un trou soit localisé dans une cellule CuQy4 / Arrigoni & al. 90 /. |

1 - ! 4 1 ] L] L ] k] 1 ¥ T I LIS 1 T 1
[~ - . . Ud= o0 7
0.8 -
0.6 -
- +
i g .
0.4} | -
. o g
0.2 -
0 "I N WA T NN VRN TR SN TR [ SRR NN SUN SR S WS NI
-5 0 5 10 15
Ae (tg) |
Figure C.6 : Facteurs de renormalisation des intégrales de saut a partir d'un site de

cuivre de Rd+ , (gt™), et de Ry-, (g).

La figure C.7 représente 'évolution de la stabilisation de l'antiferro-
magnétisme. On note la présence d'un maximum correspondant i la transition métal-
isolant (voir figure B.3). A un facteur pres, on peut associer cette énergie au couplage
effectif entre spins. Dans la limite ol A€ est trés supérieur a tg, la théorie des

perturbations donne :
T* =458/ Ae3 [C.7]

On constate que la méthode de Gutzwiller surestime trés fortement cette valeur (pour
Ae=10tp, on trouve 0.7 tg au licu de 0.004 to).. Cela provient de la mauvaise adéquation
de la méthode de Gutzwiller 3 la limite des fortes répulsions (Ug—ree) et des fortes
ionicités (Ag—e0), Arrigoni et al. ont estimé le couplage J* en fonction de A€ en
interpolant entre l'expression donnée par la théorie des perturbations (JC.7]) et le résultat
de la méthode de Gutzwiller dans la limite o Ae est de l'ordre de tg. En comparant 2 la
valeur expérimentale de 0.14 ¢V, ils en ont déduit deux valeurs possibles de Ae/tg : 0.5
et 4.5 (1p=1.5 eV) / Arrigoni & al. 90/.
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Figure C.7 : stabilisation de l'antiferromagnétisme en fonction de l'ionicité pour une
répulsion sur le cuivre infinie.

La figure C.8 met en évidence la région oi1 le moment alterné sur les sites de
cuivre est supérieur A 0.5up. La méthode de Gutzwiller surestime le moment alterné dans
cette région. Le moment observé expérimentalement étant de 0.5 pug / Vaknin & al. 87 /,
cette région indique donc les valeurs des parametres Ae et U4 compatibles avec cette

observation.
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Figurc C.8 : La zone hachurée indique la région de plan (Ae,Ug) ot l'on trouve, par la
méthode de Gutzwiller, un moment alterné supérieur 2 0.5 B sur les sites de cuivre.

0

2 4 6 8.

Ag




118

C.2 Le composé dopé

2.a Effet de la covalence sur |'antiferromagnétisme

2.ac La susceptibilité

4

Comme dans le modele a une bande, lorsque le renilissage de 1a bande liante
est différent de 1, le parfait emboitement de la surface de Fermi disparait et la
susceptibilité par rapport A I'antiferromagnétisme est finie. Cependant, le calcul de cette
derniére ne peut plus se faire par la formule [I1.B.10]. Cette formule doit étre généralisée
au cas ou la relation de dispersion comprend plusieurs branches. Un champ magnétique
sinusoidal appliqué au systéme couple des états des différentes branches. Ici, il y a trois
branches & prendre en compte : celle des états liants, celle des états antiliants et celle des
états non liants de l'oxygéne.

Le calcul de cette susceptibilité montre que l'effet du "couplage interbranche”
(termes de Van Vleck), n'est pas négligeable lorsque Ag est de 1'ordre de tg et qu'il se
traduit par une réduction de la susceptibilité. En outre, la susceptibilité ainsi calculée
augmente avec l'ionicité. ' '

Cependant, ce calcul n'est pas suffisant pour déterminer la limite de stabilité
de l'état paramagnétique car il ne tient pas compte du transfert de charge. Nous avons vu
que, dans la limite des faibles répulsions (pour le cas pareamagnétique), le transfert de
charge a pour effet de diminuer le nombre moyen de trous sur les sites de cuivre en
abaissant 1'ionicité effective, Ae*. Par conséquent, on s'attend 2 ce que la susceptibilité
réelle du systé_mé soit encore abaissée sous l'effet du transfert de charge. La susceptibilité
et donc, le domaine de stabilité de la phase antiferromagnétique sont donc réduits, dans
l'approche de Hartree-Fock, par la prise en compte de la covalence (Ae<eo).

2.af Les corrélations antiferromagnétiques

Un test de la présence de corrélations antiferromagnétiques est la stabilisation
de la phase présentant un ordre antiferromagnétique a longue distance par rapport a la
phase paramagnétique simple. Afin de représenter l'effet de la prise en compte des sites
d'oxygeéne par rappo_rt'au modele 4 une bande, nous avons porté, sur la figure C.9, la
région du plan (n,A€) pour laquelle les sites de cuivre présentent un moment alterné non

nul lorsque la répulsion coulombienne sur le cuivre est égale a la largeur de la bande
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liante, W* (W* est donnée en fonction de tg et Ae sur la figure A.4). Les tirets
représentent le résultat obtenu par la méthode de Hartree-Fock et le trait plein correspond
a la méthode de Gutzwiller. On vérifie que la covalence réduit le domaine de stabilité de
'antiferromagnétisme.

On note, en outre, une remarquable symétrie du domaine antiferromagnétique
par tappoft a I'axe n=1 (composé non dopé), bien que la symétrie électron-trou ne soit
plus vérifiée dans le modele 2 deux bandes. Par la méthode de Gutzwiller, lorsque
l'ionicité tend vers l'infini, contrairement a ce qui se passe avec la méthode de Hartree-
Fock, le dopage critique ne converge pas vers la valeur du dopage critique obtenue dans
le modele a une bande (on trouve 35% au lieu de 22%). Une fois de plus, il semble que la
méthode de Gutzwiller soit mal adaptée 2 'étude du composé fortement ionique dans le
modele a deux bandes.

¥ T 1 T I ¥ 1 T T
Ag (to) Us=W" -
10 |- -
5 I .
0 L i 1 1
0.5 i 1.5
n
Figure C.9 : Zone de stabilité de i‘antifenomagnétisme dans le plan (n,Ag) pour une

répulsion coulombienne sur le cuivre égale i la largeur de la bande liante. (n est le
remplissage de la bande liante)
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Bien que le dopage critique dans la limite covalente soit toujours plus faible

que le dopage critique dans la limite ionique (modéle a une bande), on ne peut donc

conclure & une décroissance constante de ce dopage avec la diminution de l'ionicité et il

n'est pas impossible de trouver des dopages critiques supérieurs 2 la valeur maximum de

24% que nous avons obtenue dans le modéle & une bande. La figure C.10 montre une

augmentation rapide du dopage critique avec l'ionicité du composé pour une répulsion

coumbienne fixée par rapport i tp.

1 F LI LI L 1 T T i ]
AS (to) - Ud=8tO
5
P AF
0
-5 T U T S N S SN T
0 1
- 11

Figure C.10 : Zone de stabilité de I'antiferromagnétisme dans le plan (n,Ag) pour une

répulsion coulombienne sur le cuivre égale 2 8 tp.
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Si l'on détermine la valeur du dopage critique pour les valeurs des parametres
du modele a deux bandes : Ug=5ty et Ae= tg, on trouve environ 25% tandis que le
moment alterné sur le cuivre est de 0.5 ug. Ce résultat suggere des corrélations
antiferromagnétiques dans la phase supraconductrice de Laz.xSrxCuOg4. Le dopage
critique obtenu pour les mémes valeurs des paramdtres du modele & deux bandes par Oles
et Zaanen est d'environ 15%. 1l semble donc que la réduction du plan CuO2 2 une chaine
linéaire CuO conduise 4 une sous-estimation de ce dopage.

La figure C.11 montre 1'évolution des dopages critiques avec la répulsion
coulombienne sur le cuivre lorsque le composé est parfaitement covalent. (Contrairement
au diagramme analogue dans le modele  une bande, on note une augmentation incessante
du dopage critique avec la répulsion).

: L T 1 1 F T 1 Li T :
Uq (tp)f Ae=0 ]
100 | -
10 P AF 4
1F -
0 . 1 1 1 1 1 l L 1 1 1
0.5 . 1 1.5
n
Figure C.11 : Zone de stabilité de l'antiferromagnétisme dans le plan (n,Uq) dans la

limite covalente: Ae=0.
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2.b Evolution des propriétés avec le dopage

Comme dans le modele 2 une bande, le moment alterné moyen décroft
toujours continfiment avec le dopage pour s'annuler au dopage critique. En outre, la
figure C.12 montre une augmentation du nombre moyen de trous sur le cuivre avec
I'antiferromagnétisme. Surtout, il apparait que, méme pour le composé covalent, dés que
la répulsion sur le cuivre est suffisante (Ug>=~4tp), presque tous les trous ajoutés par le
dopage vont sur les sites d‘oxygé'nc. Par conséquent, contrairement au cas
paramagnétique, le transfert de charge du cuivre vers l'oxygene observé
expérimentalement avec le dopage en trous ne nécéssite pas une forte ionicité pour
pouvoir étre expliqué. |

0 .5 N ¥ ] | I 1 I 1 i T l 1 I T I 1 l T ]
r Ae=0 s ' )
[ ng
0.3r ]
C m ]
0.2 g B
E Antiferromagnétique E
0.1 .
- Paramagnétique )
ol 1 1 N T
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 t.1 1.2 1.3 1.4 1.5
n
" Figure C.12 : Moment alterné, m, et nombre moyen de trous sur le cuivre, ng, en

fonction de la bande liante, n.

Dans le composé covalent, les corrélations sont peu affectées par la présence
de I'antiferromagnétisme au voisinage de la bande demi-pleine. Par contre, pdur le
composé ionique (Ae>=4tg), on retrouve la réduction importante des corrélations que
nous avons observée dans le modele 2 une bande (voir figure II.C.6). En outre, comme
nous l'avons déja noté pour le composé non dopé, les deux facteurs de renormalisation
des intégrales de saut différent 'un de l'autre en présence d'antiferromagnétisme.
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Comme le montre la figure C.13, le dopage provoque une rapide diminution
de la stabilité de I'antiferromagnétisme. '

PRV IAAARNer
0.04F U,=16t5
0.035— ‘
_o.ozf— —
0.015- —

E T

0
0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Figure C.13 : Stabilisation de 'ordre antiferromagnétique, <H>P-<H>AF, en fonction
du remplissage de la bande liante.

Sur la figure C.14, nous avons porté le potentiel chimique en fonction du
remplissage. L‘antifcrfomagnétisme a pour effet d'introduire une discontinuité de
potentiel chimique en n=1 (le composé non dopé antiferromagnétique est toujours
isolant). En outre, le potentiel chimique est décroissant dans la région ol le syst¢me est
ordonné antiferromagnétiquement.

a<H>(t0).- T T ¥ T T T T : T T T T | Y T T T T T ]
on - Ae=0 -
T2 Ug=lot ]
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-1.8 [ Antiferromagnétique -
l Paramagnétigue-]
-2 [ S IR B BT D
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 t 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
n
Figure C.14 : Potentiel chimique, d<H>/dn, en fonction du remplissage de la bande

liante.
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Cela implique une instabilité du syst&éme par raport 2 la scparatlon de phases.
Liinstabilité par rapport a la séparation de phases que nous avons trouvée dans le modgle
4 une bande est donc toujours présente dans le composé covalent. On vérifie que si l'on
minimise I'énergie du syst®me en autorisant la séparation de phases (comme nous 1'avons
fait au chapitre précédent), le systtme se scinde en une phase non dopée
antiferromagnétique et une phase dopée paramagnétique. (Contrairement au modéle 4 une
bande, la phase dopée est toujours paramagnétique, méme dans la limite des fortes
répuisions).

2.d Effet de la répulsion en dehors des sites de cuivre

Comme nous I'avons déja mentionné, la prise en compte d'une répulsion
coulombienne sur les sites d'oxygéne a peu d'influence sur les propriétés du
fondamental. L'effet principal de cette répulsion est une légére augmentation du domaine
de stabilité de l'antiferromagnétisme probablement liée 2 une diminution du transfert de
charge.

L'effet d'une répulsion intersite peut étre grossiérément pris en compte dans
I'équation [C.5], par l'introduction d'un terme supplémentaire de type champ moyen
comme nous l'avons déja signalé pour le cas paramagnétique. Cette répulsion se traduit
par une augmentation de l'antiferromagnétisme (moment alterné, dopage critique,
stabilit€). L'effet sur le transfert de charge dépend de l'ionicité : nq est abaissé dans le cas
covalent et augmenté dans le cas ionique. En outre, l'instabilité par rapport 2 la séparation
de phases est nettement réduite.
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CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de Gutzwiller au modele a
deux bandes qui permet d'étudier les propriétés électroniques des oxydes supra-
conducteurs en fonction de l'ionicité (Ag/ty) de la liaison cuivre-oxygeéne dans le plan
CuQ».

Dans un premier temps, nous avons considéré un état paramagnétique.

Nous avons vu que le comportement du systéme était nettement différent
selon que la liaison cuivre-oxygene était plutdt covalente (Ae<4tg) ou plutdt ionique
(Ae>4tg). Dans le premier cas, tant que le nombre de trous par site de cuivre est inférieur
a 2, le systéme reste métallique quelque soit la répulsion coulombienne sur le cuivre et ses
propriétés physiques dépendent trés peu du nombre de trous par site de cuivre. Dans le
cas ionique il faut distinguer entre les régimes "Mott Hubbard" : Ae>>Uy, et "transfert de
charge" : Ae<<Ujy. Dans ce dernier cas, on retrouve le transfert de charge du cuivre vers
l'oxygéne observé expérimentalement avec le dopage en trous et le caractére isolant du
composé non dopé (au dessus de la température de Néel). Dans le cas du composé non
dopé, la méthode de Gutzwiller permet de déterminer la limite entre les phases isolante et
métallique en fonction de l'ionicité et de la répulsion coulombienne sur le cuivre. Cette
limite fait l'interpolation entre les cas de l'isolant de Mott-Hubbard et de l'isolant de
ransfert de charge. La valeur de l'ionicité (Ae/tp) requise pour que 1'état soit isolant est
cependant trés élevée (Ag/tg=7). Méme si cette valeur est probablement surestimée par la
méthode de Gutzwiller et par l'omission de la répulsion coulombienne intersite, ce

résultat suggere un régime plutdt ionique pou le composé LapCuOa.

Dans un second temps, nous avons pris en compte les corrélations antiferro-
magnétiques en donnant 2 1'état de Gutzwiller, un moment magnétique moyen alterné sur
les sites de cuivre. ' '

Le composé non dopé est antiferromagnétique quelque soit la répulsion
coulombienne et l'ionicité du composé. Cependant, des valeurs minima de lionicité et de
la répulsion coulombienne sont nécessaires 2 l'obtention d'un moment alterné et d'une
énergie de stabilisation de 1'état antiferromagnétique qui ne soient pas négligeables devant
1jp et ty respectivement, Dans le cas ol la liaison cuivre-oxygene est covalente
(IAg/tgl<<1), la méthode de Gutzwiller prévoit un antiferromagnétisme non saturé (m<nq)
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méme lorsque la répulsion sur le cuivre est infinie, dont la stabilisation est maximum dans
la limite des fortes répulsions. De plus, contrairement i ce que nous avons vu dans le cas
du modele a une bande (pour le composé non dopé), le systéme présente d'importantes
corrélations (d<n'nl) et 1a correction apportée par la méthode de Gutzwiller au résultat en
Hartree-Fock est substantielle (pour U>tp). En outre, pour une répulsion sur le cuivre
infinie (Ug>>tp), la stabilisation de 1'état antiferromagnétique par rapport a 1'état
paramagnétique est maximum pour une ionicité de 'ordre de celle correspondant & la
transition métal-isolant observée dans le cas paramagnétique (Ag/tp=7).

Pour les valeurs des paramétres du modele a deux bandes estimées par les
calculs ab initio (Ug=8Bto, Ae=tg), le dopage critique au dela duquelle la phase antiferro-
magnétique n'est plus stabilisée par rapport 2 la phase paramagnétique simple est
d'environ 25%. Le moment alterné moyen dans le composé non dopé est alors de 0.5 UB
(conforfnémcnt a la valeur expérimentale). Ce résultat suggére d'importantes corrélations
antiferromagnétiques dans la phase supraconductrice de LapCuQj.

Pour une répulsion coulombienne sur le cuivre égale 2 la largeur de la bande
antiliante (Ug=W"), nous avons vu que la diminution de I'énergie de transfert de charge
cuivre-oxygene, Aeg, réduit le dopage critique (celui-ci passe de 22% dans la limite
ionique (modele A une bande) 2 8% pour le cas parfaitement covalent (Ae=0)). Le
moment alterné moyen, la stabilité de l'antiferromagnétisme et le dopage critique
augrmentent toujours avec la répulsion coulombienne sur le cuivre et 1'ionicité du composé
(lorsque Ae reste de l'ordre de to). De plus, il apparait une symétrie remarquable entre les
dopagés en trous et les dopages en €lectrons. Enfin, la comparaison avec les résultats
d'Oles et Zaanen dans le cas d'un chaine linéaire CuO suggére une augmentation des
corrélations antiferromagnétiques dans le plan CuQy par rapport a la chaine CuQ.

En présence d'antiferromagnétisme, tous les trous ajoutés par le dopage se
localisent sur les sites d'oxygéne méme lorsque la liaison cuivre-oxygéne est covalente.
En outre, comme dans le modele A une bande, le systéme antiferromagnétique présente
une instabilité par rapport a la séparation de phases. Cette deridre est toutefois réduite
par la prise en compte d'une répulsion intersite. '

Si I'on adopte les valeurs des paramétres du modéle a deux bandes estimées -
par les calculs ab initio, qui correspondent 4 un régime plutdt covalent, on ne trouve pas,
concernant l'antiferromagnétisme, de résultat incompatible avec I'expérience. Cependant,
nous avons vu que la méthode de Gutzwiller traite mal le cas des fortes ionicités (Ae>>tp)
(an méme titre que les fortes répulsions). Elle surestime, dans cette limité, la valeur du
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moment alterné moyen, la stabilisation de l'antiferromagnétisme et le dopage critique.
D'ailleurs, 1'étude du modele i une bande nous a montré que les propriétés magnétiques
du composé sont assez bien expliquées dans cette limite et nous avons vu, avec l'étude de
la phase paramagnétique, que l'explication du caractére isolant du composé au-dessus de
sa température de Néel (par la méthode de Gutzwiller) nécessite une ionicité importante.
Concernant les valeurs des parameétres du systéme, la seule conclusion qui est donc
certaine c'est que 1'énergie de transfert de charge cuivre-oxygéne, Ag, et la répulsion
coulombienne sur le cuivre, Ugq, sont au moins de 'ordre de l'intégrale de saut cuivre-
oxygene, g, et de la largeur de la bande antiliante, W*, respectivement.
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APPENDICE

Ap.1 Calcul des valeurs moyennes dans 1'état de particules
: indépendantes. :

Afin de calculer les quantités moyennes dans 1'état de particules
indépendantes que sont np, ng et <Hcy>0o/L, nous utilisons le méme principe qu'au
chapitre précédent. Les densités d'états partielles sont déterminées sur les différents sites
afin d'en déduire, par intégration, les quantités qui nous sont utiles. Par exemple, si l'on
note pp(e) et Pd(e) les densités locales sur un site d'oxygene et de cuivre respectivement,

on a:

& &
n, = j pp(e) de 5 ny = I pd(s) de _
[Ap.1]

Cependant, il apparait une difficulté supplémentaire liée 2 la dichotomie de
I'énergie cinétique en deux parties. Si, comme nous 1'avons vu en IL.Ap, l1a valeur
moyenne de l'énergie cinétique, <H¢>g, dans 1'état non corrélé se déduit immédiatement
de la valeur moyenne de 'hamiltonien variationnel, <Hy>p, et des nombres de particules
par site, ce n'est plus le cas des termes <Hc4>g et <H;_>(. Cependant, en tirant parti de la
structure doublement alternée du réseau, on obtient l'expression :

cv
v

£
<H0>—2t j(e—e) de
-t o Pavee)
: ' [Ap.2]

Par ailleurs, comme pour le modéle 3 une bande, la structure alternée du
réseau permet d'exprimer simplement les différentes densités d'états (totale et partielles)
en fonction d'une densité d'états effective qui ne dépend pas des paramétres
variationnels, Cette derniére, ﬁ(g), est reliée, 12 encore, i la densité d'états du réseau

carré, pe :
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—~ — A
p(s) = t(2e+D)e++ (2e-D)E | p(é + S(E_A}
Pav &) =le-Ale P&
A - _ .
aveC E=£ € et €E=(e~e_)(e—€, ) — 41 :
t v P dv v [Ap.3]
et P, = Rt
& . _
Vi [Ap.4]

Pc(e) est la densité d'états du réseau carré avec, pour intégrale de saut entre premiers
voisins : t,t.=t2-3t2, Le paramétre A détermine le gap central entre les bandes liantes et

antiliantes effectives tandis que D ouvre un gap au centre de chacune de ces sous-bandes.

Comme dans le cas du modgle 4 une bande, il est plus commode de ne pas
prendre, comme variable d'intégration, I'énergie € mais le nombre de particules, n',
d'énergie inférieure & € (donné en [I.Ap.12]). La fonction é(n--) est déterminée une fois
pour toute en inversant la primitive de (#). €#) est obtenue en inversant numériquement
E(g) qui est un polyndme du quatriéme degré. Les racines de ce poyndme donnent

d'ailleurs la valeur du gap antiferromagnétique en fonction des parameétres variationnels

Wopar = D + (44D +40+80" - yf (=D + 4(t-50° [Ap.5]

Ap.2 Minimisation de 1'énergie

La minimisation par rapport aux facteurs de double occupation, dg et dp se fait

trés rapidement. On peut montrer, en effet, que la fonction Ea p 5 (d) admet un
minimum unique, point d'intersection des courbes ddo(dp) et dy%a,) définies respec-

tivement par :

E  _, - _
3d, od, (dydp)

[Ap.6]




130

On obtient ainsi I'énergie optimisée par rapport aux corrélations qu'il reste A minimiser
dans l'espace (A,D,5t).

La minimisation dans I'espace (A,D,8t) est un travail assez délicat car il faut
trouver un compromis entre une approche lourde qui consiserait 4 passer en revue tout les
points d'un quadrillage le plus étendu et le plus fin possible et une approche légére ot
l'on recherche le minimum par un algorithme "intelligent" de type dichotomique. Dans le
premier cas, le temps de calcul risque de diverger, dans le second cas, on risque de
converger vers un minimum local qui n'est pas celui de plus basse énergie et obtenir, par
conséquent, un résultat erroné.
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas ol I'énergie d'interaction des
électrons est trés supérieure a leur €nergie cinétique. Nous avons vu au cours des
chapitres précédents, que bon nombre d'arguments suggérent une forte répulsion
coulombienne entre les électrons de valence des oxydes supraconducteurs. Pour
simplifier, nous nous limiterons au modéle & une bande (justifi€ lorsque la liaison cuivre-
oxygeéne est ionique). |

Par ailleurs, contrairement aux deux chapitres précédents, nous
n'envisagerons pas un ordre magnétique 2 longue distance mais des corrélations
magnétiques de courte portée. Nous avons vu que de telles corrélations étaient observées
dans les composés supraconducteurs. D'ailleurs, dans le composé dopé, nous avons

constaté une instabilité de 1'état ordonné antiferromagnétiquement par rapport 2 la
. Y
distance dans le composé dopé.

En principe, la méthode de Gutzwiller que nous avons introduite au chapitre
peut étre appliquée au modele de Hubbard avec une forte répulsion coulombienne.
L'opérateur de Gutzwiller est alors le projecteur interdisant les doubles occupations de
sites. Cependant, nous avons vu que cette approche donnait de mauvais résultats car les
fluctuations quantiques des électrons localisés sont négligées (chapitres I et II). Par
ailleurs, nous avons vu que, pour étudier le composé fortement ionique, il €tait préférabic
d'appliquer la méthode de Gutzwiller au modéle & une bande qui explicite les sauts
effectifs entre sites de cuivre plutdt qu'au modele a deux bandes pourtant plus exact et
plus général (chapitre III).

On peut donc penser que si I'on introduit explicitement, dans I'hamiltonien,
I'énergie due au mouvement des €lecirons localisés par la forte répulsion, I'application de
la méthode de Gutzwiller donne de meilleurs résultats. Un modele exact pour les fortes
répulsions et les faibles dopages et qui introduit explicitement cette énergie est le modéle
t-J que nous introduisons brizvement dans la premigre partie de ce chapitre.

Dans cette méme partie, nous introduisons également une fonction d'onde
variationnelle (appelée phase 2 flux) rendant compte de corrélations antiferromagnétiques
A courte portée. Cette fonction d'onde est la projetée de Gutzwiller de la fonction d'onde
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orbitale décrivant le gaz d'électrons indépendants en présence d'un champ magnétique
extérieur.

Les deux parties qui suivent sont exclusivement consacrées 2 I'étude du gaz
d'électrons 1ndepcndants en présence d'un champ magnétique extérieur. Ces deux parties
se distinguent donc du reste de ce mémoire puisqu'il n'y est pas question d'interaction
coulombienne. Dans la partie B, nous nous attachons a I'effet du champ magnétique sur
la structure électronique du systéme (spectre et densité d'états) tandis que la partie C est
consacrée 2 l'effet du champ magnétique sur 1'énergie cinétique du gaz d'électrons
indépendants. Nous étudions, plus particuliérement, le cas d'un réseau carré (modele &
une bande) et d'un réseau tétragonal (couplage entre les différents plans Cu0»),

Cette énergie cinétique est utilisée dans la derniére partie de ce chapitre afin
d'estimer la valeur moyenne de I'hamiltonien t-J dans une phase 3 flux. Nous présentons,
en outre, un calcul variationnel permettant de déterminer pour quelles valeurs du dopage
les phases a flux sont stabilisées et quelles sont les valeurs correspondantes du flux
magnétique.



139

IV.A LE MODELE t-] ET LES PHASES A FLUX
A.1 Le modéle de Hubbard fortement g' erg’lé.

1.a Cas d'une tres forte répulsion

Dans le cas ou U est trés grand, les configurations électroniques ont des
énergies trés différentes selon le nombre de sites doublement occupés qu'elles
‘comportent. Plus exactement, elles peuvent &tre réparties en niveaux d'énergie 0, U,
2U... selon qu'elles comportent 0, 1, 2 ... sites doublement occupés. L'énergie cinétique
introduit un couplage entre différentes configurations appartenant au méme “niveau” ou &
des "niveaux" différents. Dans la limite ol l'intégrale de saut est trés inférieure 2 la
répulsion coulombienne (t<<U), ce couplage peut €tre traité par la théorie des
pertui‘bations. ' |

Limitons nous au cas oll la bande est moins qu'a moitié pleine. Il est toujours
possible de se ramener A ce cas par la symétrie électron-trou (pour un réseau alterné). Au
premier ordre de la théorie des perfurbations, il suffit de diagonaliser I'namiltonien en
projection dans le sous-espace des configurations ne comportant pas de site doublement
occupé (le "niveau 0"). Dans la suite, nous noterons cet espace : Eq.

Dans une configuration quelconque de Eo, un site est soit vide, soit avec un
spin vers le haut, soit avec un spin vers le bas. Une configuration du systéme est donc
décrite par une répartition des sites vides et une configuration de spin des autres sites.
Dans la suite, un site vide sera appelé "lacune”. L'appellation "trou" est souvent utilisée
mais elle peut préter A confusion car, dans le sens que nous avons utilisé jusqu'a présent,
un trou était un défaut d'électron par rapport 2 la bande pleine. Lorsque la bande est demi-
pleine, il y a donc, par site : un électron, un trou et zéro lacune.

Au premier ordre de la théorie des perturbations, I'hamiltonien effectif se
résume 2 la seule énergie cinétique des lacunes. Lorsque la bande est demi-pleine, le
systdme se résume aux seules configurations de spin du réseau et il n'y a pas d'énergie
cinétique. Toutes les configurations de spin sont donc dégénérées et le systéme est
paramagnétique.
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Lorsque le syst¢me comporte des lacunes, le probléme n'est pas tﬁvial a
cause de l'interaction entre le mouvement des lacunes et la configuration des spins. Dans
le cas ou le systéme ne comporte qu'une lacune, 1'état fondamental est ferromagnétique
saturé / Nagaoka 66 ; Brinkman & Rice 70/. Cependant, des travaux plus récents
montrent que, dans le cas ou il y a deux lacunes, le fondamental n'est plus ferro-
magnétique saturé / Dougot & Wen 89 /. Dans le cas intéressant d'une concentration
finie de lacunes, il n'y a pas de résultat exact.

1.b Le modéle t-J

Dans les systemes réels, la répulsion coulombienne n'est pas infinie et il est
nécessaire de pousser au deuxi®me ordre la théorie des perturbations. On obtient alors un
hamiltonien effectif qu'il suffit de diagonaliser dans Eg. Cet hamiltonien comporte, en
plus du terme d'énergie cinétique des lacunes, un terme de couplage entre les spins
proches voisins identique a I'hamiltonien de Heisenberg quantique :

HJ = J 2 Si'Sj :
<ij> [A.1]

Rappelons que 'opérateur S;.S j peut s'écrire comme la somme de deux termes : le terme
dTsing, Siz Sjz, diagonal dans l'espace des configurations de spin et le terme de "spin
flip" qui échange les spins des sites i et j. J est positif et le terme de Heisenberg favorise
donc l'antiferromagnétisme. |

Physiquement, le couplage, J, entre les sites i et j, corréspond a la possibilité
- qu'a I'électron qui se trouve sur le site i de sauter pour un court instant sur le site j
lorsque ce dernier est déja occupé par un électron de spin opposé. Ces écarts des
€lectrons par rapport 2 leur position moyenne sont appelés "sauts virtuels”. Les liaisons
antiferromagnétiques (-1 ou |-T), sont donc favorisées par la possibilité de mouvement
supplémentaire qu'elles offrent aux électrons lorsque la répulsion coulombienne n'est pas
rigoureusement infinie. Ce couplage antiferromagnéﬁque correspond au "superéchange
d'Anderson” / Anderson 59 /.

11 apparait donc que, dans la limite ot la répulsion coulombienne entre les
€lectrons est trés supérieui'e a leur énergie cinétique, cette derniére est A l'origine de
magnétisme localisé de la méme fagon que, dans la limite ot 'énergie cinétique est trés
supérieure 2 la répulsion coulombienne, cette dernitre est a l'origine de magnétisme
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itinérant, Le modeéle de Hubbard permet donc de retrouver ces deux formes de

magnétisihe dans deux limites opposées des valeurs de ses parametres.

état initial ’ état intermédiaire états finals

*’_“’TEF_

-0O- 143 —> --EPGO@#- d
o & N

: virtuels "transfert de charge"

Figure A.1 : Sauts virtuels déterminant la valeur du couplage antiferromagnétique entre
deux sites de cuivre dans le modele 2 deux bandes. Les €lectrons sont représentés par
des fléches vers le haut ou vers le bas selon leur spin. Le coiit en énergie de I'état
intermédiaire est indiqué sous les schémas ainsi que l'intégrale de saut effective pour
chaque transition. L'état final est soit identique a I'état initial soit avec des spins
opposés. Ces deux situations correspondent respectivement au terme d'Ising et au terme
de spin flip du couplage de Heisenberg, Si.S;.




142

Dans la limite des faibles dopages, le systéme peut €tre modélisé en ajoutant
simplement au terme d'énergie cinétique des lacunes piloté par l'intégrale de saut, t, le
terme de Heisenberg [A.1] piloté par le parametre J. On obtient ainsi le "modéle t-J".

L'expression de J 2 l'aide des paramétres du modele 3 deux bandes par la
théorie des perturbations est / Zaanen & Ole§ 88/ :

2 2 -1
t* # to * 1 1
= Y - = = — ——
J 7 oavec =L et U*=( i * T, )
 [A2]

to est l'intégrale de saut cuivre-oxygene, A€ est la distance entre les niveaux du cuivre et
de l'oxygéne pour les trous. Uy et Up désignent respectivement la répulsion sur le cuivre
et sur 'oxygene. Le couplage entre spins, J, dépend du régime dans lequel on se trouve.
Comme le montre l'équation [A.2] et l'illustre la figure A.1, la valeur du couplage est
déterminée par la répulsion coulombienne sur un site de cuivre, Uy, dans le régime "Mott-
Hubbard" (Uq<<Ae), et par Ae+Up, dans le régime "transfert de charge" (Ug>>A€g).
Notons que, dans la limite oii le modele t-J a &té justifié, (forte répulsion et forte ionicité),
le rapport J/t tend vers zéro.

A.2 Le fondamental de I'hamiltonien t-]

2.a L'ordre antiferromagnétique

Dans le cas ol la bande est demi-pleine, le couplage Test le seul parametre du
probléme et le modele t-J équivaut exactement au modéle de Heisenberg (quantique).
L'hamiltonien de Heisenberg favorise manifestement l'antiferromagnétisme. Cependant il
n'est pas évident que 1'état fondamental présente un ordre 3 longue distance 2 cause du
terme de spin-ﬂip a l'origine de fluctuations de point zéro. Les nombreux calculs qui ont
¢té faits 2 ce sujet indiquent que le fondamental présente bien un ordre 2 longue distance
/ Trivedi & Ceperley 89 (et réferences) /. Toutefois, le moment alterné moyen est
nettement réduit par rapport A sa valeur maximale (m = 0.6 pp).
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Lorsque l'on introduit des trous, il semble que l'ordre a longue distance
disparaisse trés rapidement / Yokoyama & Shiba 87 ; Bastide & Lacroix 89 ; Hirsch &
Tang 89 /. Ce phénomgene parait assez naturel. A cause du terme cinétique, les lacunes
ont tendance a se mouvoir. Or, comme l'indique la figure A. 2, le déplacement d'une
lacune se traduit par un décalage des spins le long de sa trajectoire. Si la lacune a €té
initialement introduite dans un état de Néel, il s'ensuit une frustration des liaisons
antiferromagnétiques qui bordent sa trajectoire ( voir figure A.2). Plus généralement, on
s'attend donc 2 ce que la présence de lacunes favorise plutdt un état désordonné des
spins. Expérimentalement, la longueur de corrélation de l'antiferromagnétisme est de
l'ordre de la distance moyenne entre lacunes / Birgeneau & al. 88 /.
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Etat inigal : la lacune est en i. Etat final : la lacune est en f.

----- : trajectoire de la lacune.

| : liaison frustree.

Figure A.2 : Déplacement d'une lacune dans un réseau antiferromagnétique de spins.

2.b Choix d'une fonction d'onde

 La situation particuliérement intéressante en ce qui concerne I'étude des
oxydes supraconucteurs, est le cas du composé dopé et done, du modgle t-J en présence
de lacunes. Afin de se faire une idée de I'état fondamental du systéme dans ce cas, on
peut adopter une approche variationnelle. Or, comme nous l'avons vu, I'état fondamental
du systéme en présence de lacunes ne présente pas d'ordre A longue distance mais sembie
présenter, en revanche, des corrélations antiferromagnétiques & courte distance. Il s'agit
donc de trouver une fonction d'onde d'essai présentan.t ce caractere.
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Une idée due 2 Anderson consiste construire des €tats électroniques en
regroupant les sites deux A deux pour former des singulets de spin. Les différentes
configurations du réseau en paires de singulets sont ensuite superposées 4 la maniére des
¢tats résonnant de la molécule de benzene. L'état magnétique ainsi obtenu est isolant et
désordonné et est appelé " état R.V.B." (Resonating Valence Bond) / Anderson 87/ En
fait, certains états R.V.B. correspondent a la projection sur 'espace Eo de 1'état B.C.S.
introduit par Bardeen Cooper et Schrieffer (afin d'expliquer la supraconductivité
classique). Ainsi I'état RVB peut étre de type s ou d selon la symétrie dans l'espace des k
de I'état BCS corespbndant. '

Une autre idée trouve son origine dans un travail d'Affleck et Marston
/ Affleck & Marston 88 /. En se plagant dans la limite d'un "nombre quantique de spin"
(généralisant le spin 1/2 des ¢lectrons) €levé, ces derniers ont justifié une approche de
champ moyen permettant de remplacer le terme de Heisenberg par un terme de saut
effectif. Ils ont alors trouvé une énergie moyenne minimum pour des valeurs complexes
des intégrales de saut effectives. En fait, cet état n'est autre que la projection sur 1'espace
E¢ de 1'état fondamental du gaz d'€lectrons indépendants en présence d'un champ
magnétique correspondant & un demi-quantum de flux par maille primitive du réseau carré
(ou "plaquette™), le champ étant supposé ne pas agir sur les spins.

2.c Les phases 3 flux

I1 a naturellement été proposé de généraliser la fonction d'onde d'Affleck et
Marston au cas d'un champ magnétique quelconque / Anderson & al. 88 ; Wiegmann
88 /. L'effet orbital d'un champ magnétique sur un systtme d'électrons en liaisons fortes
se traduit par un hamiltonien effectif pour lequel la somme des phases des intégrales de
saut le long d'un contour fermé est égale au nombre de quanta de flux englobés par ce
contour. D'une fagon générale, la projection sur Eg de 1'état fondamental pour un tel
hamiltonien effectif est appelée une phase & flux,

Le champ magnétique est ici purement fictif et joue le role de paramétre
variationnel. Dans le cas ot le champ magnétique est uniforme, on parle de phase 4 flux

- "uniforme" . Dans le cas oi le champ magnétique change de sens d'une plaquette &
l'autre, on parle de phase A flux "alternée", Lorsque l'on minimise 1'énergie pour la bande
demi-pleine, I'état obtenu (la phase d'Affleck et Marston) est 2 la fois une phase 3 flux
uniforme, une phase a flux alternée et un état RVB de type d / Poilblanc 89 /. Cette
redondance remarquable est levée lorsque I'on introduit des lacunes. Les phases 2 flux
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présentent alors des caractéristiques remarquables. Par exemple, il y a généralement un
courant orbital non nul le long des différentes liasions du réseau et la symétrie par
renversement du temps est brisée. Ce dernier aspect est d'ailleurs fondamental pour
certaines théories / Halperin & al. 89 ; Khveshchenko & Kogan 90 ; et références /

Rappelons que la projection sur l'espace E( correspond précisément 2
l'application de l'opérateur de Gutzwiller dans la limite des fortes répulsions
coulombiennes. Une phase  flux, en tant que projetée sur Eg d'une fonction d'onde
d'électrons indépendants, est une “fonction d'onde de Gutzwiller". Par le biais de
I'approximation de Gutzwiller, on peut ramener l'étude de la valeur moyenne <S;.§;>
dans la phase 2 flux 2 celle de la valeur moyenne <8;.Sj>( dans la fonction d'onde non -
projetée correspondante. Or, en appliquant le théoréme de Wick, il vient :

<8iSppo = 32 l<yij®>0l2 - [A3]
%ij® est I'opérateur de saut entre les sites i et j pour le spin G.

Il semble donc que, si I'on souhaite maximiser 1'énergie magnétique (due au
terme de Heisenberg) dans l'état projeté, on ait intérét & ce que 1'état de particules
indépendantes correspondant présente une énergie cinétique moyenne importante. Nous
vérifierons plus loin que le projeté sur Eq du simple état fondamental pour des électrons
indépendants (le fondamental du terme d'énergie cinétique) présente, en effet,
d'importantes corrélations antiferromagnétiques. Nous verrons, en outre, que le terme
[A.3], qui correspond aux corrélations antiferromagnétiques entre sites proches voisins,
est maximum (dans 'approximation de Gutzwiller) dans la phase & flux correspondant 2
un quantum de flux par électron d'un spin donné. Cette derniere fonction d'onde est
souvent appelée "phase & flux commensurable” puisque le flux y est commensurable avec
la densité d'électrons.

Les phases 2 flux semblent donc étre des fonctions d'onde intéressantes en ce
qui concerne I'estimation du fondamental de I'hamiltonien t-J puisqu'elies comportent ala
fois une faible énergie magnétique et une faible énergie cinétique (en valeur algébrique).
Les phases a flux commensurables ont d'ailleurs été proposées comme expliquant un
certain nombre de propriétés supraconductrices / Lederer & al. 89 /.
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V .B Structure électronique sous champ magnétique

Introduction

I1 est bien connu qu'un'champ magnétique a un effet sur le spin des électrons
(effet Zeeman). Cependant, un champ magnétique a aussi un effet sur la fonction d'onde
orbitale du gaz €lectronique. Dans ce qui suit, nous ne nous intéressons qu'd ce dernier
aspect et nous faisons donc abstraction du spin des électrons. De plus, les électrons sont
supposés indépendants. 11 suffit donc de résoudre le probléme 4 une particule. Plus
précisément, il est intéressant de déterminer le spectre et la densité d'états du systéme.
Bon nombre de grandeurs physiques peuvent en effet s'en déduire. L'objet de cette partie
concerne donc essentiellement l'effet du champ magnétique sur la structure de bande.

L'effet d'un champ magnétique sur des électrons libres est connu depuis fort
longtemps /Landau & Lifshitz 58 /. Dans un premier temps, nous rappelons
succintement cet effet pour des électrons libres 3 deux dimensions. Puis, nous nous
intéressons au cas d'électrons de Bloch A deux dimensions. La présence d'un potentiel
coulombien dii aux ions et aux autres électrons rend le probléme non soluble de fagon
exacte. Nous montrons que, pour un potentiel périodique dont la maille primitive est
rectangulaire, les problémes des électrons presque libres et des électrons fortement liés
peuvent se ramener a une méme équation aux valeurs propres unidimensionnelle. Dans
un troisi¢me temps, nous montrons comment cette équation conduit 2 la densité d'états du
systéme et nous présentons, en particulier, le spectre d'énergie pour des électrons sur un
réseau carré. Enfin, nous discutons le cas d'un gaz d'électrons 2 trois dimensions.
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B.1 Electrons libres a deux dimensions

D'une fagon générale, 'Hamiltonien en présence d'un champ magnétique
s'écrit :

H = I(P-CA

(r)) + U

® (B.1]

P est l'opérateur quantité de mouvement, A est le potentiel vecteur et U est un potentiel
scalaire éventuel (le potentiel cristallin). Si 'on note B, le champ magnétique, le potentiel
vecteur est défini par B=rotA. Il existe donc un grand nombre de fagons de choisir ce
potentiel (choix de jauge). Le choix de jauge influe sur la phase de la fonction d'onde des
états stationnaires mais pas sur le résultat physique. Considérons un champ uniforme et
vertical. Une jauge particuliérement simple que nous adopterons dar la suiic est la jauge
de Landau (voir figure B.1).

r = (x,y,z) B
B =(0,0,B)
A = (0,Bx,0)

Figure B.1: Jauge de Landau.

Considérons des particules astreintes 3 se déplacer dans un plan horizontal
(comme le plan (Ox,0y) de la figure B.1). L'hamiltonien est invariant par translation
selon oy et I'on peut chercher les états propres sous la forme :

W0 (xy) = ¢ @(x) [B.2]
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Le nombre quantique, k, étant fixé, I'équation de Schroedinger vérifiée par ¢ est _
exactement celle de l'oscillateur harmonique dont la fréquence de résonnance est la
fréquence cyclotron, ¢ = ¢/m B, et dont le minimum du potentiel, xq, est fixé par le
vecteur d'onde k :

xp = lp%k. _ ' [B.3]

I est 1a longueur de Larmor (un cercle de rayon lg intercepte un demi-quantum de flux) :
- [ [R
- ma, eB

Le spectre d'énergie du systéme est celui de 1'oscillateur harmonique de
fréquence wc. L'effet du champ magnétique est donc de quantifier l'energlc comme

[B.4]

illustré sur la figure B.2. Les énergies permises sont les "niveaux de Landau". Dans la
limite des champs faibles, les niveaux de. Landau, éqmdlstants, se ressérent et l'on
retrouve bien vers la densité d'états constante propre aux é€lectrons libres a deux
dimensions.

i

A

;ie'g‘

B=

to
)2

Figure B.2 : Densité d'états, P(e), pour des electrons libres & deux dimensions sans

champ magnétique appliqué (B=0) et avec un champ perpendlculalre au plan (B#0). Les

fléches représentent des pics de dlrac La zone hachurée et les fléches épaissies

correspondent aux états A une parncule occupés dans I'état fondamental pour la densité
d'électrons v,
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Le nombre quantique k (ou, indifféremment, x0) repere les différents €tats
propres appartenant 3 un méme niveau de Landau. La dépendance en x de ces €états (((x)
dans I'expression [B.2]) est celle de la fonction propre de l'oscillateur harmonique. Ces
états sont donc centrés sur des axes parallgles 3 Oy avec un écart quadratique moyen
selon Ox égal 2 Yn+1/2 lg, pour le ni®Me¢ niveau de Landau. Par la suite, nous les
appellerons "états de Landau”. |

Confinons les électrons dans un grand rectangle de dimensions Ly et Ly (voir
figure B.3). La condition aux limites periodique selon oy quantifie les valeurs de k et
- donc de xq. La dégénérescence, g, d'un niveau de Landau est donc :

g=Lx/8xg=LxLyBhe=® [B.5]
@ est le nombre de quanta de flux traversant la surface du rectangle. (Rappelons que le

quantum de flux est donné par le rapport de la constante de Planck 2 la charge de

I'électron : ¢po=h/e).
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Figure B,3: Quantification du vecteur d'onde k par les conditions aux limites

périodiques. Les tirets verticaux représentent les valeurs possibles de xq et dong, la
position moyenne des états de Landau.
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B.2 Electrons de Bloch 3 deux dimensions

2.a électrons presque libres

Si, en plus d'un champ magnétique uniforme, les électrons voient le potentiel
périodique du cristal, le probléme n'est plus soluble de fagon exacte. Dans le cas ol
I'amplitude du potentiel périodique est trés inférieure 4 la distance entre les niveaux de
Landau (champ suffisamment fort), il est possible d'adopter une approche perturbative.
Plus exactement, 1l suffit de diagonaliser la perturbation (le potentiel) en projection dans
un niveau de Landau. Une base de ce sous-espace est donnée par les états de Landau
[B.2] schématiquement représentés sur la figure B.3.

Pour commencer, considérons un potentiel sinusoidal ne depcndant que de la
coordonnée y et de période spatiale b ;

Vy (xy) =2 Voy cos(2my/b) = Voy (el 27y/b 4 ¢-i 2my/b ) [B.6]

De par la dépendance de type "onde plane” des états de Landau selon la direction y (voir
[B.2]), I'état ['¥y,> est seulement couplé avec les états Wy, + Axg> avec Axg=2mwlg2/b.
Fixons une valeur de xq dans l'intervalle [-Axp/2 ; Axg/2]. Il est alors possible de
rechercher les états propres dans l'espace by, engendré par les états de la forme
¥ xo+nAxo> Ol 11 est un entier. Dans cet espace, le probléme est équivalent a celui d'une
chaine lin€aire avec Voy comme intégrale de saut entre sites premiers voisins (quelque soit
X0). Le niveau de Landau laisse donc place  la bande de largeur 4Voy caractéristique
d'une chaine linéaire. Un potentiel ne dépendant que d'une variable implique donc un
- simple €largissement des niveaux de Landau.

Rajoutons maintenant un potentiel sinusoidal selon la direction x :

V(xy) =Vy + Vy

A (;g,y) =2 Vi cos(2mx/a) = Vox (el 2mx/a 4 i 2mua ) [B.7]
La perturbation Vy est diagonale sur la base des états de Landau. Si le champ magnétique

est suffisamment fort (Vn+172 lg<<a), la localisation selon Ox des états de Landau est
telle que I'état de Landau situé en xg voit le potentiel uniforme Vy (xo) - 31 l'on se restreint

a l'ensemble on, comme précédemment, le probléme est donc celui d'une chajne linéaire
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d'intégrale de saut Voy modulée par un potentiel sinusoidal d'amplitude 2Vox dont la
longueur d'onde, A, (en nombre de maillons de la chaine) est donnée par :

A =a/Axg=abB eh=¢ [B.8]

oll @ est le nombre de quanta de flux a travers la maille primitive du potentiel V(x y). La
chaine linéaire est représentée sur la figure B.4 et le "cristal”, sur la figure B.5. Les
différentes valeurs de xgo dans l'intervalle [-Axg/2 ; Axp/2] correspondent & des "phases a
lorigine” différentes de la modulation (puisque changer xo revient A translater les états de
Landau correspondants). L'équation” aux valeurs propres de cet hamiltonien modele
(paramétrée par xp) est souvent appelée "équation de Harper". Sa résolution sera abordée
plus loin.

E(&) /

Figure B,4 : Chafne linéaire d'intégrale de saut t modulée par le potentiel sinusoidal :
E(Rn) = EQ sin(2an/A). E(Rp) est I'énergie de site du site n représentée par une croix

sur la figure.

N e

// . W

a- txf.f 2
Figure B.S : Réseau rectangulaire. L'effet cristal se traduit par un potentiel périodique
dont 1a maille est un rectangle de cotés a et b. En liaisons fortes, on s¢ ramene & un
réseau d'orbitales atomiques reliées par les intégrales de saut tx et ty. @ est le flux du

champ magnétique B 2 travers un rectangle ¢lémentaire (en unité du quantum de flux).
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2.b ¢lectrons fortement liés

Considérons une bande d'électrons en liaisons fortes. L'effet du champ
magnétique est traduit, de fagon approchée, par 'hamiltonien effectif :

R.
127 @, i

H=Y ¢ b C;rCi avec @, = 1 j Adl
' L % R

[B.9]

tjj est l'intégrale de saut entre les sites i et j en l'absence de champ.r L'effet du champ
magnétique se traduit sur l'intégrale de saut entre les sites i et j pai‘ 'apparition d'un
facteur de phase proportionnel 2 1a circulation du potentiel vecteur, A, le long d'un circuit
joignantia j. (¢, est le quantum de flux). On vérifie que , comme nous I'avons annoncé
en A.2.c, la somme des phases le long d'un contour ferms est égale au nombre de quanta
de flux englobés par ce contour (d'apres le théoréme de Stokes). Par contre, la phase
particuliere, @jj, d'une intégrale de saut dépend du choix de jauge.

Cet hamiltonien s'obtient comme &tant opérateur £@p.cA/c) Ot E(k) est la
relation de dispertion de la bande et ol P est i'opérateur quantité de mouvement
/ Hofstadter 76 /. La justification de I'hamiltonien effectif €(p-eA/c) n'est pas triviale
/ Kohn 59 /. Cependant, le spectre pour cet hamiltonien est en bon accord avec les
résultats de calculs ab initio / Schellnhuber & Obermair 80 /

Considérons le réseau rectangulaire de la figure B.5. Un champ magnétique
uniforme est appliqué perpendiculairement au plan du réseau. Adoptons la jauge de
Landau. I'hamiltonien effectif obtenu (d'aprés [B.9]) est représenté sur la figure B.6.
Seules les intégrales de saut verticales sont affectées d'un facteur de phase et celui-ci varie
horizontalement. Si I'on repére un site par ses coordonnées, (m,n), dans l'espace direct
(voi_r figure B.6) I'hamiltonien effectif s'écrit :

viZrme

H = I§n _tx C;+v,ncm-n e ty ;.n+v mn

v="bi - [B.10]
¢ est le nombre de quanta de flux par plaquette (d'aire a2), .

Si @ est remi)lacé par @+p ol p est un entier, I'namilonien effectif est

inchangé. L'effet du champ magnétique est donc périodique et il suffit de se borner a
I'étude d'un flux inférieur A un quantum de flux par plaquette : O0<@<1. On remarque que
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n
0=2n¢
+ @ ® ® @
A
te—xe
1+ @—> @ ® ®
A = o )
-i0 i i
te - tyT tye T tyeET a
i+ @—>0——>0—>0
tx & tx
} - : ] l -

Figure B.6 : Hamiltonien effectif pour un réseau carré (avec Sauts entre premiers
voisins seulement) en présence d'un flux par plaquette ¢ = B a2 /60. Le signe de la
phase, 0, change avec le sens du saut.

la transformation : ¢—1-@ est équivalente 2 changer le sens du temps et est sans effet sur
le spectre. Le flux ¢=1/2 est donc un axe de symétrie. Il en est de méme pour le
remplissage v=1/2 de la bande. La structure étant alternée (réseau rectangulaire avec sauts
entre premiers voisins seulement) la bande est, en effet, toujours symétrique. En outre,
on vérifie que la permutation des valeufs de ty et de t est sans effet sur le spectre car elle
est équivalente 3 un changement de Jauge. 11 suffit donc de limiter I'étude 2 ty<ty,

L'hamiltonien [B.10] est invariant par une translation selon Oy. Il est donc
intéressant de définir les états & une particule :

Imk> = z ™ imn>
" | [B.11]
ol | m n > désigne l'orbitale de coordonées (m,n). Il vient alors :

Himk>= tIm-1k> + 2tycos(21tcpm+k)lmk> + txylm+lk> [B.12]

On reconnait 1 'hamiltonien d'une chaine linéaire d'intégrale de saut ty modulée par un
potentiel sinusoidal d'amplitude 2ty,‘ de longueur d'onde 1/ et de phase & l'origine k. On
note donc une analogie remarquable avec le cas des électrons presque libres / Langbein
69 /. Le tableau B.1 résume la situation.-
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électrons électrons
presque libres | fortement li€s
Eg 2A(@)Vy 2y
t ‘j_;f((p)Vx tx
A 0 1/¢

Tableau B.1: Les problémes des électrons presque libres et fortement liés peuvent se
- ramener 2 celui d'une chainé linéaire d'intégrale de saut t modulée par un potentiel
sinusoidal d'amplitude Eg et de longueur d'onde A (voir figure B.4) 2 condition
d'envisager tous les déphasages possibles de la modulation. Vx et Vy sont les

composantes sinusotdales selon les directions Ox et Oy du potentiel coulombien (voir
équanons [B.6] et [B.7]) dans le probléme des €lectrons presque libres. ty et ty sont les

intégrales de saut selon Ox et Oy respectivement (voir [B.10}) dans le probléme des
électrons fortement 1iés. @ est le nombre de quanta de flux 2 travers une maille primitive

du cristal (voir figure B.5). La fonction f((p) tend vers 1 dans la limite des champs forts

et est donnée par : f((p) 2P, (m/@) Ou L est Ie polynSme de Laguerre d'ordre n
(pour le ni®Me piveay de Landau).

2.c Origin ng 1 n

Désormais, nous discutons, par défaut le cas d'une bande délectrons
fortement liés sur un réseau rectangulalre en liaisons fortes (cas que nous venons de
présenter). Le cas des électrons presque libres se déduit par la correspondance indiquée
au tableau B.1.

Un cas limite oli 1a résolution de I'équation de Harper est aisée est le cas du
réseau rectangulalre trés anisotrope : ty << tx. Dans ce cas, la modulation d'amplitude de
la chaine linéaire peut étre traitée par la théorie des perturbatlons Soit £(x) (=2txcosK), la
relation de dispersion du systéme non perturbé. Dans l'espace des «, la perturbation, V,
couple I'état x aux états k+2n/A. Au premier ordre des perturbations en ty/ty, la
"modulation d'amplitude” ouvre donc un gap en K=tm et isole ainsi deux sous-bandes
contenant chacune ¢ états aux extrémités du spectre comme illustré sur la figure B.7.
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'- | 2ty
J / // ,v7/, 2tx \/
B _ -l
p © 2n
Figure B.7 : Relation de dispertion, () (2 droite), et densité d'états correspohdante,

P(e) (2 gauche), pour le réseau rectangulaire avec ly<<tx . L'effet du nombre quantique
k est négligé. v est le nombre d'états "sous le gap".

Plus généralement, & l'ordre 2N-1 des perturbations, 1a condition nécessaire
pour avoir un gap est que l'opérateur VR (V est la perturbation) couple 2 états 3 une
particule de méme énergie pour I'hamiltonien non perturbé. I suffit donc qu'il existe un
couple (k,K) qui vérifie simultanément :

K =-K+2M=x (B0 = £(x¢)) ‘ [B.13]

et _
K'= K- 2Nng (<xIVIK'>#0) : E [B.14]

ol M et N sont des entiers. La densité d'états dans l'espace des x est 1/x. Siv est le
nombre d'états sous le gap, correspondant au vecteur d'onde x (ou x'), il vient donc :

v=M+Ne@ (B.15]

_ Cette équation , appelée relation de Wannier, a été obtenue différemment pour
les flux rationnels / Wannier 78 /. Pour une valeur donnée de N, le choix de M permet
de méinten_ir 'encadrement : 0 < v < 1. Lorsque ¢ est rationnel (¢=p/q), 1'équation
[B.15] donne une valeur entiére de v pour N=q. Dans ce cas, le nombre de sous-bandes
est donc au plus égal & q. Par contre, si ¢ est irrationnel, le nombre de valeurs possibles
de "v" et donc, le nombre de gaps, n'est pas limité. ' '
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MacDonald a donné une interprétation physique aux entiers M et N de la,
relation [B.15] / MacDonald 83 /. Il résulte de I'équation [B.15], que des valeurs fixées
de M et N déterminent un "gap” tel que le nombre d'états, v, sous ce gap varie
continiment avec le flux, ¢. Il y a deux fagons de faire varier le flux, ¢, 4 travers une
maille (et donc, le nombre d'états sous le gap, v). La premiére est de faire varier le champ
magnétique pour un méme crlstai et la seconde est de faire varier le paramétre de maille du
cristal en champ fixe. M est le nombre d'états rajoutés sous le gap lorsqu'on diminue
d'une unité le nombre de mailles de 'échantillon en augmentant le parametre de maille, N
est le nombre d'états rajoutés sous le gap lorsqu'on rajoute un quantum de flux 2 travers
I'échantillon en augmentant le champ,

Dans un systéme ol se produit I'effet Hall quantique, lorsque le niveau de
Fermi se trouve dans un gap, la valeur de la conduct1v1té de Hall est quantifiée par la
formule :

o0 =Ne?h , . [B.16]
ol N est donné par la relation de Wannier ([B.15]) / MacDonald 83 ; Streda 82 /.

Lorsque ¢ est irrationnel, la modulation d'énergie de site dans la chaine
linéaire est incommensurable. Il est alors aisé de se convaincre que le nombre quantique k
(1a phase 4 l'origine de la modulation) ne modifie pas le spectre d'énergie du systéme.
Cela n'est plus exact pour des flux commensurables avec le réseau. La superposition des
sous-bandes correspondant 2 des valeurs de k différentes conduit A une diminution de Ia
largeur des gaps. Pour le flux ¢=p/q, cet effet est rapidement négligeable lorsque g
devient grand.

La figure B.8, oll nous avons représenté les densités d'états pour le flux
¢=1/16 et pour différentes valeurs de I'anisotropie du réseau, ty/tx, illustre I'apparition de
gaps correspondant aux premiers ordres de la théorie des perturbartions lorsque le rapport
ty/tx varie de 0 & 1. Ceux-ci s'élargissent progressivement jusqua atteindre leur largeur
maximum pour le réseau carré (ty=ty). '

En bords de bande, on remarque une structure en niveaux de Landau. Cela se
comprend aisément puisqu'a faible remplissage, la relation de dispersion est celle de
particules "libres" de masse effective m*=h2/(2ta2). On note qu'a remphssagc plus €levé,
les "niveaux" de Landau s'élargissent et se rcssérent
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Figure B.8 : Densités d'états d'électrons sur un réseau rectangulaire pour un flux, ¢,

égal 4 un seiziéme de quantum de flux par plaquette et pour différentes valeurs du
rapport ty/tx entre les intégrales de saut selon les direction y et X.

Un champ magnétique a donc pour effet de créer une structure en "niveaux de
Landau” dans la bande pour le réseau rectangulaire tandis qu'un faible potentiel
transforme en bandes les niveaux de Landau pour la particule libre. Remarquons que, .
lorsque le potentiel dépend des deux variables d'espace (x et y), ces bandes présentent
leur tour une structure en niveaux de Landau. Dans ce qui suit, nous examinons de plus
pres le spectre pour le réseau carré. Nous allons voir que cette dualité "bande"-"niveaux
de Landau" conduit 2 une structure fractale. - - o
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3.b Le réseau carré
3.b o Le diagramme d'Hofstadter

Nous nous limitons désormais au cas du réseau carré (txzty). En fait, le
spectre obtenu pour des électrons sur un réseau camré se comprend bien dans le cadre de
le théorie des perturbations 3 un ordre arbitrairement élevé que nous venons d'exposer.
Les calculs numériques montrent que tous les "gaps" déterminés par la relation de
Wannier sont effectivement ouverts (excépté en centre de bande). Pour ¢=p/q, il y a donc
exactement q sous-bandes contenant chacune 1/q états (par site).

Par contre, tous les gaps ne sont pas équivalents et leur largeur décroft avec
N (N est donné en [B.15]). Ainsi, les sous-bandes (pour le flux @=p/q) sont nettement
regroupées par paquets de p sous-bandes. Ces paquets contiennent donc @ états (par
site). De plus, leurs positions relatives rappellent celles des niveaux de Landau. Dans la
suite nous les appellerons donc souvent "niveaux de Landau". La situation est résumée
par le diagramme d'Hofstadter qui représente les énergies permises dans le plan (g,9).

Nous I'avons porté sur la figure B.9,

(P A

0.5

_at | 0 et ¢

Figure B.9 : Diagramme d'Hofstadter d'aprés / Hofstadter 76 /. Les segments noircis
correspondent aux énergies, €, dans le plan (v,@). v est le remplissage de 1a bande et 0,
le nombre de quanta de flux par plaquéite.
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Le diagramme d'Hofstadter présente des axes de symétrie correpondant au
demi-remplissage et au demi-quantum de flux. Nous les avons expliqué plus haut.
Excepté au voisinage de ces axes de symétrie, les "niveaux de Landau" apparaissent
nettement. Ces derniers s'élargissent au fur et 2 mesure que l'on se rapproche du centre
de bande ou du demi-quantum de flux.

De plus, ces demiers présentent généralement une sous-structure en niveaux
de Landau qui présentent 2 leur tour une sous-structure en niveaux de Landau et ainsi de
suite. Ainsi le diagramme de la figure B.9 présente une structure fractale. Hofstadter a
obtenu une régle permettant de déterminer la "sous-structure” d'un "paquet de sous-
bandes" quelque soit sa position dans le diagramme d'hofstadter et son degré
d'imbrication dans d'autres sous-structures / Hofstadter 76/. Il en a déduit que le
spectre évolue bien de fagon continue avec ¢. Nous entendons ici par "continue” que tout
les points du spectre pour le flux ¢ + 8¢ tendent de fagon biunivoque vers tout les points
du spectre pour le flux ¢ lorsque 3¢ tend vers zéro (théoreme de continuité d'Hofstadlter).

3.b.8 Densité d'états et états propres

La densité d'états peut s'exprimer 2 l'aide de fonctions elliptiques complétes
et de polyndmes / Wannier & al. 79/. Ainsi, la densité d'états de chaque sous-bande
ressemble 2 la densité d'états du réseau carré sans flux avec sa singularité de Van Hove
logaﬁthmique en centre de bande (voir figure B.8 avec ty/tx=1). '

Lorque q est grand, la largeur des sous-bandes est si faible que la largeur
totale du spectre, gaps non compris, tend vers zéro quand q tend vers l'infini. Le spectre
correspondant 2 un flux irrationnel est.un ensemble de Cantor. En pratique, lorsque q
devient grand, les sous-bandes peuvent étre remplacées par des pics de dirac.

- La dépendance selon Oy des états stationnaires dans la jauge de Landau est
celle d'une onde plane (voir [B.11]). Leur variation selon Ox a été examinée par
Hofstadter / Hofstadter 76 /. Notons que, 4 cause de l'invariance du systéme par une
translation du réseau, 1'état fondamental du gaz d'électrons en présence d'un champ
magnétique uniforme est un état homogene au sens défini en LB.1.c.
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B.3 Effet de la troisiéme dimension.

Considérons des €lectrons libres de se déplacer dans un plan horizontal en
présence d'un champ magnétique vertical et introduisons la troisieme dimension. Cette
opération revient a rajouter 4 I'hamiltonien un terme supplémentaire, Hz, qui ne dépend
que de la variable décrivant la position verticale.

Cette variable est indépendante des autres si bien que H; commute avec
I'hamiltonien H qui décrit le probléme 2 deux dimensions. Les états propres pour
I'hamiltonien a trois dimensions (H+H;) s'obtiennent donc simplement comme produits
tensoriels des états propres pour H et Hy, la valeur propre corespondante étant la somme
des valeurs propres. Par conséquent, la densité d'états, p, pour des électrons i trois
dimensions est la convolution de 1a densité d'états pour les électrons dans le plan, p, avec
la densité d'états de Hg, p; :

Pp © P *P, © -[ p(r-:') P, {e") 8(e'+e"—e) de. de [B.17]

La sommation dans [B.17] porte sur toutes les énergies propres pour H et H;.

Pour des paricules libres 2 trois dimensions, la densité d'états s'obtient donc
en convoluant les niveaux de Landau avec la densité d'états de la particule libre & une
dimension, Py :

2m

Y = ' ,
20 (g) J‘ . (B.18]

1 suffit donc d'ajouter les fonctions g p,0 (e-en) avec Ep= hwe(n+1/2) (voir figure B.2),
(g est 1a dégénérescence d'un niveau de Landau donnée en [B.5)). A trois dimension, les
niveaux de Landau "se manifestent” donc par des singularités divergentes (en (e-g5)-1/2)
qui sont 3 l'origine de l'effet De Haas-Van Halphen. On retrouve bien une dens1té d états
parabohque dans la limite des champs faibles.

‘Dans le cas d'€lectrons fortement liés sur un réseau tétragonal simple, p est la
densité d'états pour le réseau carré en présence de flux étudiée plus haut tandis que p; est
la densité d'états, p;1, pour une chaine linéaire stmple. Si t; est lintégrale de saut
couplant les plans horizontaux, l'expression de Pz1 () €St :
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1/m . ,
P = — si -2t,<e<2t, et p © 0 silg[>2t,
4¢,- €
[B.19]

La convolution [B.17] se traduit par un élargissement des sous-bandes d'Hofstadter.

Lorsque le dénominateur de ¢, g, est suffisament grand, nous avons vu que
les sous-bandes d'Hofstadter pouvaient étre remplacées par des pics de dirac. La densité
d'états du réseau tétragonal est donc obtenue en superposant des sous-bandes dont la
forme est donnée par [B.19] et dont la position est donnée par les pics de dirac qui
constituent la densité d'états pour le réseau carré. La figure B.10 représente de telles
densités pour un flux fixe et un rapport, t,/t entre les intégrales de saut interplan et
intraplan, variable. On voit que lorsque, le couplage interplan est suffisament fort, les
sous-bandes se superposent pour donner lieu 2 une seule bande en forme de "pagode™.
Pour le réseau cubique, on retrouve bien, en bords de bande, la densité d'états de
particules libres a trois dimensions avec ses singularités en (e-en)-172. '

304 : Lit=0
(P_ 27 207

———

200

&a

Ew

Figure B.10 : Densité d'états pour un réseau tétragonal en présence d'un champ
magnétique selon (001) pour différentes valeurs du rapport t,/t entre les intégrales de
saut selon (001) et selon (100). Le flux par plaquette, ¢= Ba2/¢g, vaut 27/200. Pour le
cas du réseau carré (1;/t=0), les fléches indiquent le nombre de sous-bandes
d'Hofstadter incluses dans 1'épaisseur du trait. Une sous-bande d'Hofstadter comprend
1/200 états par site (et par spin).
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IV.C Diamagnétisme de Landau sur réseau.

Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons 2 l'effet du champ magnétique sur
I'énergie cinétique du gaz d'électrons ihdépendants. On connait l'effet lié€ 4 1'action sur le
spin. Pour déterminer l'effet sur 1'énergie cinétique du systéme 2 température nulle, il
suffit de sommer les énergies des états orbitaux A une particule occupés dans le
fondamental. 11 suffit donc d'intégrer, jusqu'au niveau de Fermi, les densités d'états
présentées dans la partie précédente. Si p(e) est la densité d'états du gaz d'électrons
indépendants et v, sa densité, son énergie cinétique, E, est donnée par:

& &
E=jep(a)de ; v=£ p(s) de
- [C.1]

Dans un premier temps, nous rappelons ce qu'il advient de 1'énergie cinétique
de particules libres 2 deux dimensions en présence d'un champ magnétique. Puis nous
nous attachons au cas d'électrons sur un réseau carré. Dans un premier temps, nous
mettons en évidence un comportement de 1'énergie cinétique qui semble assez général
pour des €lectrons A deux dimensions. Dans un second temps, nous calculons I'énergie
cinétique d'électrons sur un réseau carré et nous montrons en quot leur comportement
differe fondamentalement de celui d'électrons libres. Enfin, nous examinons l'effet de la
troisi¢me dimension. Nous verrons, 3 cette occasion, que la remise en cause de la théorie
du diamagnétisme de Landau par la présence du potentiel cristallin n'est pas une
spécificité des systemes bidirensionnels.
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C.1 Electrons a deux dimensions

1.a électrons libres

A deux dimensions, l'énergie cinétique s'obtient , d'apreés la formule [C.1],
en remplissant les premiers niveaux de Landau comme indiqué sur la figure B.2. Nous
avons vu en B.1 que la dégénérescence d'un niveau de Landau est €gale au nombre de
quanta de flux par unité de surface. Par conséquent, lorsque le champ magnétique
correspond 2 1/Niéme de quantum de flux par particule, un nombre entier de niveaux de
Landau sont remplis. De plus, dans ce cas, & cause de la disposition réguliére des niveaux
de Landau, le niveau de Fermi en 1'absence de flux est exactement 3 mi-chemin entre le
dernier niveau rempli et le premier niveau vide. On en déduit aisément que, dans ce cas,
I'énergie cinétique du gaz d'électrons libres n'est pas modifiée par le champ magnétique.

L'énergie et la dégénérescence du premier niveau de Landau sont propor-
tionnelles au champ magnétique appliqué. Pour un nombre d'électrons donné, lorsque le
champ est trés fort (supérieur A un quantum de flux par particule), seul le premier niveau
de Landau est occupé et 'énergie du systéme croit donc linéairement avec le champ
magnétique.

En fait, I'énergie cinétique en présence d'un champ magnétique est toujours
strictement supérieure 2 sa valeur en l'absence de champ excepté lorsqﬁe le champ
correspond 2 une fraction entiére d'un quantum de flux par particule ot elle lui est €gale.
Cette dégénérescence remarquable est illustré sur la figure C.1 qui représente la variation
de I'énergie cinétique d'électrons libres 2 2 dimensions, sous l'effet du champ
magnétique. On note, plus précisément, que les flux @=v/n (n entier naturel), corres-
pondent A des minima anguleux. Nous reviendrons dans la partie qui suit (C.1.b.ct) sur
l'origine des points anguleux.

Pour les métaux ot la théorie des électrons libres s'applique bien (alcalins,
etc...), la courbe de la figure (C.1) permet de comprendre l'origine du diamagnétisme de
Landau. Etant donnée la valeur élevée de la densité d'électrons dans les métaux, le champ
magnétique correspondant & un quantum de flux par particule (p=v) est extrémement
élevé : de l'ordre de 105 Tesla. En pratique, on se trouve donc dans la région des champs
faibles et les oscillations de I'énergie sont trop rapides pour étre pergues (excepté dans
certaines limites ot elles donnent lieu 3 l'effet De Haas-Van Alphen). La courbe AE(g)

peut étre remplacée par' une parabole et 'énergie du syst®me croit comme le carré du
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champ appliqué. Tout se passe donc comme si le s;ystéme présentait un moment induit
opposé et proportionnel au champ appliqué (susceptibilité neganve) On voit 13 l'origine
‘du diamagnétisme de Landau.

—E(%)j
0

20

15

TR TS S R B S

10

4]
TR I N R SO
1

Figure C.1: Variation relative, AE/EQ, de l'énergie cinétique d'éléctrons A deux
dimensions en fonction du nombre de quanta de flux, @, par particule (sans spin). Cette
fonction est donnée par la formule exacte : AE/Eq= @2 {1/p} (1 - { ll(p} ) ot I'on

prend la partie fractionnaire des express:ous entre accolades.

2ble ﬁ seau carré
b.o Conséquence des gaps

Comme nous I'avons vu dans la partie IV.B, le spectre des €nergies pour des
électrons sur un réseau carré présente un certaine ressemblance avec un spectre pour des
particules libres (niveaux de Landau). Les énergies permises sont réparties en paquets de
sous-bandes dont la "dégénérescence" est égale a un quantum de flux par particule (et par
spin) et dont la disposition varie continiiment avec le champ appliqué. La variation du
* nombre d'états contenus dans des "niveaux" séparés par des gaps dont la largeur reste
non nulle, lorsque le paramtre extérieur (@) varie de fagon arbitrairement faible est un
phénomene tout 3 fait remarquable typique de l'effet orbital d'un champ magnétique.
Comme nous le montrons ci-aprds, ce phénoméne a pour conséquence la présence de
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points anguleux sur la courbe Ey (¢) qui représente la variation de I'énergie avec le flux
appliqué (pour le remplissage, Vv, de la bande).

Sur la figure C.2 nous avons mis en évidence les principaux "niveaux de
Landau" dans le diagramme d'Hofstadter (le quart inférieur gauche de la figure B.9, plus
exactement) ainsi que les gaps qui les séparent et qui correspondent & M=0 dans la
relation de Wannier (donnée en [B.15]). Indexons ces gaps par la valeur de N (donnée
par la relation de Wannier). Notons €x7(g), le bord inférieur du Ni®me gap et €n*(g), le
bord supérieur. Ces énergies sont portées en traits pleins sur la figure C.2. De plus, nous
avons représenté (en pointillés) I'énergie moyenne d'un "niveau de Landau" calculée

comme suit :
E§+l
<E>y = L ep de
0 ®
ex
[C.2]
Notons E<n (g), I'énergie intégrée sous le Ni¢me gap :

N
E .=9 Zb <€>
" [C.3]

€ (t)

Figure C.2 : Limites (traits pleins) et énergies moyennes (pointillés) des "niveaux de
Landau" du diagramme d'Hofstadter (voir texte).
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D'apres la variation de <g>, (¢) portée sur la figure C.2, il semble que cette
quantlté soit continiment dérivable par rapport ¢ (tant que le gap existe). Nous allons

supposer que c'est effectivement le cas. Considérons une valeur fixée de la densité
. d'électrons, v, et faisons varier le flux, ¢. Soit le flux : oN=V/N. Pour cette valeur du

flux, le niveau de Fermi se trouve dans le Ni®me gap de la figure C.2. Considérons une
valeur du flux trés légérement inférieure : ¢ = @ - 3¢. Pour cette valeur du flux, la

dégénérescence des niveaux de Landau est plus faible et le niveau de Fermi se trouve
donc au-dessus du Ni®me gap (g5 > £,*). L'énergie cinétique du gaz d'électrons s'écrit :

Ev (gy- &p) = BN (gy- 5¢) + <€yt> dv : [C.4]

ol 8v est le nombre d'électrons au-dessus du gap et ol <€y*> est I'énergie moyenne de
ces électrons (E«n (¢) est défini en [C.3]). D'aprés la relation de Wannier,

v =N 8¢ [C.5]

11 vient donc :

Ey (pn) - Ey (px - 8¢) _ Ecn (pn) - E<N (@x - 39)
¢ S¢

+ N <8N+>(‘PN‘ 6(p) [C6}

EN (¢) étant une fonction continue (d'apres le théordme de contmulté d‘Hofstadter) et la
densité d'états-dans une sous-bande n'étant j jamais nulle, <8N+>(,9N 5¢) tend vers Ey*

lorsque 8¢ tend vers zéro. Par ailleurs, nous supposons E<N () continliment dérivable.
Ey (¢) est donc dérivable A gauche de ¢y :

dE, JEoy

— + N

0 lo- D9 | .E{G(m .
De la méme fagon, on trouve :

dE,, BE<N

—l = + N

% o | Enian) o

On en déduit que les demi-tangentes A droite et 2 gauche du point ¢=v/N font
un angle, o, proportionnel  la largeur du gap, G

®=NG | | [C.9)
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Cette formule explique les points anguleux observés aux valeurs ¢p=v/N sur la courbe de
la figure C.1 qui représente la variation de I'énergie cinétique d'électrons libres.

En fait, la démonstration ci-dessus est valable pour n'importe quel gap du
spectre d Hofstadter (pas seulement pour les gaps qui sont portés sur la figure C.2). On
en déduit donc, d'aprés la relation de Wannier, que la fonction Ey (¢) pour des électrons
sur un réseau carré présente une infinité de points anguleux qui constituent un ensemble
dense dans I'ensemble des nombres réels.

b.p La conjecture de Wiegmann

Au vu de la similitude déja rappelée plus haut du spectre d Hofstadter avec
des niveaux de Landau, on s'attend & une certaine ressemblance de la variation de
I'énergie cinétique avec celle obtenue pour des particules libres et portée sur la figure C.1.
Ainsi, les points ¢=v/N sont probablement des minima prononcés comme sur la figure
C.1. Par contre, il n'y a aucune raison pour que la dégénérescence remarquable observée
dans le cas des particules libres soit conservée. En d'autres termes, on s'attend 2 ce que la
présence d'un potentiel cristallin 1&ve la dégénérescence des points "¢=v/N". La question
qui demeure est de savoir si 'énergie pour le flux ¢=v (un quantum de flux par particule)

est supérieure ou inférieure a I'énergie en champ nul.

Rappelons que le gap correspondant 2 N=1 est le plus large du spectre
d'Hofstadter. Cela suggére une plus forte stablilisation du syst¢me pour le flux ¢=v.
Hasegawa, Lederer, Rice et Wiegmann ont calculé 1'énergie cinétique pour quelques
valeurs simples du flux et du remplissage / Hasegawa & al. 89 /. Ils ont obtenu une
énergie plus faible pour le flux ¢=v qu'en I'absence de flux. Iis en ont tout naturellement
déduit que l'énergie cinétique du gaz d'électrons indépendants présente probablement un
minimum absolu pour cette valeur du flux. C'est la "conjecture de Wiegmann".

Ce résultat est remarquable car il remet en cause la théorie du diamagnétisme
de Landau. Comme nous I'avons rappelé plus haut, cette dernidre repose sur un
accroissement de l'énergie cinétique en présence d'un champ. En outre, cornme on pourra
s'en convaincre dans la demiére partie de ce chapitre, cet abaissement d'énergie est a
l'origine de l'intérét des phases 2 flux commensurables pour I'étude du modele t-J.

Pour calculer I'énergie cinétique des €lectrons, il suffit d'intégrer I'énergie des
états 2 une particule jusqu'au niveaun de Fermi. II est donc nécessaire de disposer de la
densité d'états. Afin de déterminer la densité d'états, Hasegawa et al. ont utilisé
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I'équation de Harper [B.12] qui, pour un flux rationnel (¢p=p/q), est un systdme linéaire
de q équations 2 q inconnues. Leur calcul numérique de I'énergie est donc limité 2 de
faibles valeurs de q et ne peut rendre compte de la forme de la fonction Ey (). Le calcul
de cette fonction permettrait, en particulier, de s'assurer de la véracité de 1a conjecture de
Wiegmann.

b.y Calcul de I'énergie cinétique.

Afin de déterminer cette fonction, nous avons utilisé une méthode de calcul de
la densité d'états non limitée aux faibles valeurs de q. Il s'agit de la méthode de récursion
/ Haydock & al. 72 /. Cette derniére permet, en effet, de déterminer la densité d'états
sur un site dans le cas ou le cristal n'est pas périodique. Cette méthode a déja été exposée
en détails par ailleurs / Mayou 87 /. Disons simplement qu'elle consiste A ramener le

probléme au calcul de la densité d'états sur I'extrémité d'une chaine linéaire semi-infinie
et a calculer cette densité en sommant une fraction continue.

Dans le cas particulier d'un réseau carré en présence d'un champ magnétique,
la terminaison de la fraction continue est remarquablement aisée / Czycholl &
Ponischowski 88 ; Peter & al. 89 /. Nous avons ainsi pu déterminer avec précision les
densités d'états pour des valeurs rationnelles du flux dont le dénominateur, q, s'éléve
jusqu'a environ 500,

L'intégration numérique des densités d'états lorsque q est élevé est délicate
car, (comme le suggérent les figures B.8 et B.9), ces dernidres présentent des variations
extrémement rapides et inégalement réparties. Afin de contourner cette difficulté, nous
avons remplacé l'intégration de la densité d'états sur 1'axe réel par l'intégration de la
fonction de Green, sur un contour dans le plan complexe. Cette derniére est, en effet, une
fonction analytique reliée i la densité d'états. Si Pr(e) st la densité€ d'états sur le site R,
on a: |

Pre) = - Im(Geey) /n | [C.10]
avec : G) = <Rl (z-H)1 IR> ‘

Il suffit alors d'introduire I'expression [C.10] dans l'intégration [C.1], de faire commuter
l'intégration et la projection sur I'axe des imaginaires (Im) et d'appliquer le théoréme des
résidus.



169

b.8 Résultats.

Sur la figure C.3, nous avons représenté 1'énergie cinétique des électrons en
fonction du flux pour les remplissages v =1/10, 1/4 et 1/2, On vérifie la présence de
minima marqués pour les flux ¢=v/n. En pratique, les points anguleux correspondant aux
autres gaps (M=0) sont peu apparents. Conformément a la conjecture de Wiegmann, le
minimum absolu de I'énergie est toujours obtenu pour le flux ¢=v.

0 0.5 : ' 1
Figure C.3 : Energie cinétique par site et par spin du gaz d'électrons indépendants sur

un réseau carré en fonction du nombre de quanta de flux par plaquette,, et pour
plusieures valeurs du nombre d'électrons par site et par spin, v.
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Dans le cas ol 1a bande est presque vide et o le flux est faible, on retrouve
bien un comportement de particule libre. Notons que, dans le cas particulier ol la bande
est exactement demi-pleine (v=1/2), les minima ne sont pas anguleux. Ceci est bien en
accord avec le diagramme d'Hofstadter (figure B.9) ot les "gaps” en centre de bande sont
de largeur nulle,

Sur la figure C.4, nous avons porté I'énergie cinétique des électrons en
l'absence de flux (trait continu) et avec le flux P=V (pointillés) en fonction du remplissage
de la bande. L'énergie minimisée par rapport au flux (pointillés) varie de fagon trés
régulitre avec le remplissage. L'abaissement de 1'énergie cinétique par le champ n'est
sensible qu'an voisinage de la bande demi-pleine ot il est maximum et représente environ
18% de I'énergie en 1'absence de champ,

-0.2 —

-0.4 [

-0.8 — L . s

-1 ! I ! L f { | I .|
0 0.5 1
AY

Figure C.4 : Energie cinétique du gaz d'électrons indépendants sur un réseau carré en
I'absence de flux (trait plein) et en présence d'un demi-quantum de flux par particule
(pointillés). L'énergie représentée est 1'énergie par site et par spin. (Les points sont les
valeurs effectivement calculées).

Ces mémes résultats ont été obtenus de fagon différente par Montambaux
/ Montambaux 89 /. Ce dernier a remplacé l'expression exacte de la densité d'états
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signalée en IV.B.2.b par un ensemble de pics de dirac. Cette approximation est
parfaitement justifiée lorsque ¢ est grand. Récemment, Rammal et Bellissard ont montré
par une approche semi-classique que 1'énergie est minimum pour ¢=v avec un point
anguleux dont l'angle, o, est donné par la formule [C.8] et que la courbe Eg=v(v) portée
en pointillés sur la figure C.4 est infiniment différentiable excepté en v=0 et v=1/2
/ Rammal & Bellissard (90) /.

3.c Autres réseaux

‘Qualitativement, les résultats obtenus pour le réseau carré peuvent étre
généralisés A d'autres réseaux bidimensionnels. Ainsi, nous avons vu plus haut que le
gap le plus large du spectre d'Hofstadter, a l'origine du minimum absolu de I'énergie
cinétique, apparait au premier ordre des perturbations en ty/ty pour des chaines linéaires
d'intégrale de saut tx faiblement couplées par une intégrale de saut ty. Comme l'illustre la

ASLiw sl a = (L2 k

figure B.8, l'effet de l'anisotropie est donc de réduire la largeur des gaps dont I'ordre N
(donné par [B.15]) est élevé sans altérer sensiblement la largeur des gaps principaux. On
s'attend donc & retrouver essentiellement les mémes résultats pour un réseau rectangulaire
(tytx).

Ceci a €té confirmé par des calculs numériques d'Hasegawa, Hatsugai,
Kohmoto et Montambaux qui-ont également examiné le cas de réseaux triangulaires
/ Hasegawa & al. 90 /. Barford et Kim ont étudié l'effet d'une intégrale de saut entre
seconds voisins, ty, et ont constaté que, pour le réseau carré "frustré” (t2=t/2), le systéme
est littéralement paramagnétique puiscjuc I'énergie est abaissée quelque soit le flux
/ Barford & Kim (90) /. Dans la partie qui suit, nous nous intéressons a l'effet d'une
intégrale de saut couplant les sites de réseaux carrés "superposés”. |

C.2 Electrons a trois dimensions

2.a Position du probléme

Dans les oxydes supraconducteuré, le systéme n'est pas rigoureusement
bidimensionnel. Les différent plans CuO» sont faiblement couplés entre eux. On peut se
demander ce que deviennent les courbes Ey (g) 1orsqi1c I'on prend en compte ce couplage
et, en particulier, si les minima anguleux qui jouent un réle fondamental dans la théorie de
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Lederer et al. de la supraconductivité sont conservés. De plus, le diamagnétisme de
Landau en présence d'un potentiel tridimensionnel présente un intérét en soi car il n'a, &
notre connaissance, jamais €té étudié auparavant.

Pour des particules libres 4 trois dimensions, la variation de I'énergie en
fonction du flux est représentée figure C.5. On note que I'énergie cinétique augmente
avec le champ magnétique appliqué ce qui donne lieu au diamagnétisme de Landau
classique.

AE

0.0 0.2 04 06 08 10 12 14
P

Figure C.5 : Variation de I'énergie cinétique de particules libres & trois dimensions sous
l'effet d'un champ magnétique. Unité arbitraire.

Dans cette partie, nous modélisons le couplage entre des réseaux carrés par le
réseau tétragonal simple représenté sur la figure C.6. De plus, nous nous limitons au cas
ou le champ magnétique est orienté verticalement.
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" Figure C.6 : Résean tétragonal simple. -
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2.a Faibl lage interpl

Nous avons vu en IV.B.4 quelle était la densité d'états de ce systeme.
Rappelons que cette dernidre peut s'écrire comme une superposition de sous-bandes.
Ceelles-ci s'obtiennent en convoluant les sous-bandes d'Hofstadter pour le réseau carré
avec la densité d'état, pz1, d'une chaine linéaire d'intégrale de saut t; (donnée en [B.19]).

L'énergie peut s'écrire en sommant la contribution de chacune des sous-bandes :

_ £
[C.11]

p, estla densité d'états correspondant 3 1a i®Me sous-bande et € est le niveau de Fermi.

P21 est une fonction paire et normée. On en déduit aisément que si I'on fait
croitre t, A partir de zéro, la contribution d'une sous-bande & l'énergie cinétique est
inchangée tant que la totalité de cette sous-bande reste en dessous du niveau de Fermi.
Pour étudier l'effet du couplage interplan, il est donc suffisant de ne prendre en compte
que les sous-bandes qui "coupent” le niveau de Fermi.

En particulier, si, pour le réseau carré (t,=0), le niveau de Fermi se trouve
dans un gap, la valeur de I'énergie reste inchangée tant que 1'élargissement des sous-
bandes dii au couplage interplan n'a pas "comblé" le gap. D'apres [B.16}, la largeur d'un
gap diminue linéairement avec le couplage interplan pour s'annuller lorsque

ty = G/4 _ [C.12]
ol G est la largeur du gap en I'absence de couplage.

L'équation [C.8] qui implique I'existence d'un point anguleux lorsque le
niveau de Fermi se trouve dans un gap est toujours valable 2 trois dimensions. On en
déduit que le point anguleux de I'énergie en fonction du flux pour le réseau carré persiste
pour t; < G/4, 'angle diminuant linéairement avec le couplage. Cependant, cela ne
signifie pas que ces points restent des minima tant que t; < G/4. En général, ce n'est pas
le cas.

On peut néanmoins prouver que pour un remplissage, v, différent de O et 1/2,
il existe un couplage t; non nul en dessous duquel le minimum absolu d'énergie a lieu
~ pour le flux ¢=v. Nous le démontrons dans le paragraphe qui suit.
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Siv = ¢ et v#0,1/2, le niveau de Fermi se trouve dans un gap. On a donc un
point anguleux, les demi-tengantes A gauche et a droite étant données par [C Tiet [C.8].
Si, conformément 2 la conjecture de Wiegmann, le flux @=v correspond au minimum
absolu d'energle pour le réseau carré, les demi-tengantes A gauche et a droite sont
respectivement strictement négative et strictement positive, D'apres Ia remarque du
paragraphe précédent, cette propriété est consérvée pour un couplage interplan
suffisamment faible. Si ¢=v n'est plus le minimum d'énergie ce dernier n'est donc pas
dans son voisinage. Comme par ailleurs, I'énergie varie contiﬁﬁmcnt avec le couplage
interplan et la fonction Ey (¢) est définie et continue dans l'intervalle fermé [0,1/2], il
existe des couplages interplans non nuls pour lesquels @=v correspond toujours au.

minimum absolu d'énergie.

2.c Fort couplage interplan,

Nous étudions ici, par une approche perturbative, le comportement du
systeme dans la limite ol tz/t tend vers l'infini. En dévellopant en série de Taylor, la
densité d'états de la chaine linéaire, pj, au voisinage du niveau de Fermi, on obtient les
expressions suivantes du remplissage de bande, v, et de I'énergie cinétique, E, valables
pour t;/t >2 :

®

£ w P
1 (€
v = Ip de + ) et M
1(g) - +1)! p+l
£ ®
_ - o~ (sf)
E = iepl(s)de + pE-:o G [e2eM,, - M,]

[C.14]

Mp, est le moment d'ordre p de la densité d'états, p, du réseau carré en présence d'un

flux :

M_ = I e’ p de
{C.15]
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Soit n, le premier ordre pour lequel le moment, My, est modifi€ par la
présence du champ. Dans la limite ol tp/t tend vers zéro, le développement en série de
Taylor dans les équations [C.13] et [C.14] peut étre tronqué a un ordre fini. En
supprimant les termes du développement au-dessus de p=n-2, on vérifie que I'énergie
cinétique varie de la quantité :

(n-2)

p
1

AE = - —%  AM
nl n

[C.16]
oll AMy, est la variation du moment d'ordre n sous l'effet du champ : AMp = My(p)-Mn(0)-

Une phase 2 flux étant un état homogene, la densité d'états totale par site est
égale A la densité d'états locale sur un site. D'une fagon générale, les moments, My, de la
densité d'états locale sur un site R peuvent s'exprimer en fonction des éléments de
matrice de I'hamiltonien dans l'espace direct. Rappelons, en effet, que la densité d'états,
p, sur le site R s'exprime : :

— 2
P = El: Oy Wi

[C.17]

1.a sommation porte sur les états propres pour 'hamiltonien de fonction d'onde yj ) et
de valeur propre &;. d(g) est la distribution de dirac. En insérant [C.17] dans [C.15], il

vient :

M = z & Iv; (R)’2 . .
! [C.18]

En explicitant y; r) comme le produit scalaire de 1'état stationnaire li> et de l'orbitale IR>,

il vient :
Mp = <RIHMR> [C.19]
soit :
M = Rzl“ln <RIHIR,><R,IH... HIR ,><R ,/HIR>
' 1R

[C.20]
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Dans le cas présent, oil seules les intégrales de saut entre sites premiers voisins sont non
nulles, l'expression [C.20] revient & sommer sur tous les parcours fermés dont la figure
C.7 donne quelques exemples. '

e ® ° o i ® L ® R
Figure C.7 : Exemples de parcours d'ordre quatre pour le réseau carré.

Dans le cas d'un réseau avec une intégrale de saut constante entre sites
premiers voisins, Ia contribution au moment total d'un circuit comportant n sites est
donc : t7 €i® od ¢ est le nombre de quanta de flux traversant la surface délimitée et

orientée par le circuit (d'aprés [B.9]). La contribution d'un parcous a Ia variation du
moment sous 1'effet du champ est donc : '

My = 2t" ( cosd - 1) | | - [c.21]

Seuls les parcours qui ne "reviennent pas par le méme chemin” contribuent a la variation
du moment, AMy, sous l'effet du champ.

* Dans le cas du réseau carr¢, le premier ordre pour lequel le champ intervient
est donc l'ordre 4 (voir figure C.7). La variation de I'énergie cinétique sous l'effet d'un
flux @ est donc (d'apres [C.16] et [C.21]) :

AE = - 43 p"ep (cos@ - 1) [C.22]

La dérivée seconde de p; est toujours positive. L'énergie cinétique est donc augmentée
quelque soit le champ. Pour un champ magnétique orienté verticalement, le réseau
tétragonal est donc diamagnétique dans [a limite ol t,/t tend vers l'infini (quelque soit le
remplissage de la bande).
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Plus généralement, on montre, de cette fagon, que les réseaux de chaines
linéaires faiblement couplées et disposées parralleélement selon un réseau carré,
triangulaire ou en nids d'abeille, le champ magnétique étant orienté parallélement aux
chaines, sont diamagnétiques sauf pour le cas traingulaire lorsque la bande est plus qua
moitié pleine ol le systéme est paramagnétique / Peter & al. 90 /.

Dans le cas de bandes syméﬁ'iques (réseau carré, en nid d'abeilles...) et
lorsque la bande est demi-remplie, les équations [C.13] et [C.14] permettent d'obtenir un
résultat exact. Dans ce cas, le champ magnétique conservant la symetrie de la bande par
rapport 2 l'axe £=0, le niveau de Fermi reste toujours égal & zéro. Les dérivées
successives, pl(")(o), de la densité d'états de la chaine linéaire sont nulles aux ordres
impairs et strictement positives aux ordres pairs. Seuls les moments d'ordre pair
contribuent donc 2 la variation de l'énergie cinétique avec le flux. D'apres [C.21] et
{C.22], cette variation est nécessairement positive. Pour v=1/2 et t;/t>2, le systeme est
donc diamagnétique.

2.d Couplage quelconque

d.o Calculs ngmérig ues

Afin de calculer 1'énergie, nous avons utilisé la formule [C.11]. Dans le cas -
ol le dénominateur du flux, g, est suffisamment élevé (q>10), le remplacement de la
densité d'états réelle du réseau carré par un ensemble de pics de dirac introduit une erreur
négligeable (SE/E<10-4). Grice  cette approximation, l'intégration de chaque sous-bande
peut se faire de fagon analytique (la densité est donnée par la formule [B.19]). Notre
méthode permet donc un calcul trés rapide et pour un grand nombre de valeurs du flux.

d.p Résulats

L'effet du couplage interplan est illustré sur la figure C.8 ol nous avons
représenté I'énergie en fonction du flux pour le remplissage v=1/4 et des couplages
interplans inférieurs au couplage entre les sites d'un méme plan. On vérifie bien que,
conformément A nos prévisions, I'angle des points anguleux augmente avec le couplage
tandis que l'énergie en ces points reste constante tant que le point anguleux persiste. On
observe que la diminution d'énergie pour les autres valeurs du flux est telle que les
minima laissent place 3 des maxima locaux lorsque le point anguleux disparat.
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E (t)
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Figure C.8 : Energie cinétique du gaz d'électrons indépendants sur un réseau tétragonal
simple en présence d'un champ magnétique selon 1'axe (001) en fonction du nombre de
quanta de flux par plaquette, @, et pour différentes valeurs du rapport , tz/t, entre les
intégrales de saut selon (001) et selon (100). Le nombre d'électrons par site et par spin,
v, est égal & 1/4. L'énergie est calculée par site, par spin et en unité de L.

La figure C.9 représente la variation de I'énergie en fonction du flux pour la
méme densité d'électrons (v=1/4) mais pour des couplages interplans plus élevés, II
apparait que, pour un réseau tridimensionnel oii le couplage interplans n'est pas trés
inférieur & Iintégrale de saut du réseau bidimensionnel, il n'y a certes plus de minima
anguleux & ¢=v, mais l'énergie continue généralement d'étre abaissée par des flux non

AE (t) v=1/4

-0.01-

-0.02- - /=1
- - t1/t2=2

—_— — tft.=4
-0.03 12
0 0.5 1
| ¢ | -
Figure C.9 : Idem que figure C.8 mais pour des valeurs plus élevées de tz/t. De plus

I'énergie pour le flux @=0 est prise comme 1'origine des énergies .
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nuls. Ceci est en opposition avec le cas des particules libres dans l'espace a trois
dimensions o 1'énergie augmente avec le champ appliqué (voir figure C.5). Par
exemple, pour le réseau cubique, I'€nergie est abaissée pour tout flux non nul,

Pour le cas t; >> t, ont retrouve bien le comportement diamagnétique prévu
plus haut. Notons cependant que 1'effet du champ sur I'énergie est alors trés faible. Cela
se comprend dans la mesure oil, dans cette limite, le syst¢me devient unidimensionnel, Or
un champ magnétique ne peut avoir d'effet sur un systéme rigoureusement uni-
dimensionnel.

Sur la figure C.10, nous avons représenté, pour le réseau cubique et en
- fonction du remplissage, la valeur du flux, @min (trait plein), qui abaisse le plus I'énergie
pour chaque remplissage et la variation d'énergie correspondante (tirets) par rapport au
systtme non magnétique. Il apparait que, contrairement au cas du réseau carré,
I'abaissement maximum de I'énergie cinétique par le¢ champ magnétique n'a plus lieu pour
la bande demi-pleine. Par contre, on note que cet abaissement maximum est toujours
obtenu pour un demi-quantum de flux par plaquette quelque soit la valeur du couplage

interplan.
t/t =1
L ’ Fig Eol B0
0.5 —-
0.4 4 | _:_4 %1072
E AN ‘ /A 5
0.3 + f’ N /l \\ T3
L ! \ / ! ]
- 4 \ 7N\ / \ 7
0.2 —:— ; . FEERN / P -2
r Ir - \\ ]
0.1+ II \\ 11
C / b :
- L A N
C ' \ ]
0 s T T T ]E T T T T O
C 0.5 1
V

Figure C.10: Pour le réseau cubique, valeur du flux, @min, (trait plein) minimisant
I'énergie et abaissement relatif d'énergic correspondant (tirets), en fonction du
remplissage de la bande.
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Le diagramme de la figure C.11 indique les régions du plan (v, t/t) ol le
systeme est minimisé par un flux nul (¢=0, hachures fines), les régions pour lesquelles
I'énergie est minimisée par un demi-quantum de flux par plaquette (¢=1/2, hachures
€paisses) et les régions pour lesquelles 1'énergie est minimisée par un quantum de flux
par particule (9=Vv, zone noircie).

On vérifie bien que la minimisation par le flux ¢=v correspond a des
couplages interplans inférieurs au quart du gap principal du diagramme d'Hofstadter
(M=0, N=1, voir figure C.2). En outre, on vérifie bien que le systéme est diamagnétique
en bords de bande ce dernier cas pouvant étre décrit par un modele de particules libres.

(o]
]

tz/t

-
|

o)}
i

NN NRRRNRNY

OO

' Figure C.11 : Régions dans le plan (vitz/t) ‘pour lesquelles l'énergie cinétique des
¢lectrons est minimum en flux nul (hachures fines), pour un demi-quantum de flux par
plaquette (hachures épaisses) et pour un quantum de flux par particule (zone noircie).
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Pour la bande demi-pleine, le systéme est diamagnétique (Pmin=0) pour tz/t
supérieur a environ 1.7. Ceci est en accord avec le résultat analytique annoncé plus haut
et qui prévoit, pour tz/t >2, un comportement diamagnétique. Enfin, on vérifie bien que le
systéme est diamagnétique dans la limite ol tz/t tend vers l'infini. On note cependant que
cette limite n'est que trés lentement atteinte & cause de la persistence d'un domaine de
remplissage minimisé par des flux non nuls qui, assez curieusement, tend vers la bande

presque vide (ou presque pleine) dans la limite des forts couplages interplans.

Sur la figure C.12, nous avons porté le plus fort abaissement relatif d'énergie
obtenu pour chaque valeur du couplage interplan. Il apparait qu'un abaissement de
quelques pourcents persiste jusqu'd des couplages trés supérieurs a t. Cependant, on note
une nette réduction de cette quantité lorsque 1'on passe du réseaun carré au réseau cubique
(de 18% & 3%). '

AE, . 1 B E(v 0)
Ny AE, = | MIN ( ‘I”E) ) |
: {v,} ,0)

* 10_2 15
10
5-
0 1 1 ¥ i i 1 _: ;

0 1 2 3 4 5 6 8

1
7
t /t

Figure C,12 : Abaissement relatif d'énergie maximisé par rapport au flux et au
remplissage en fonction du couplage interplan tz/t,

Tres recemment, Hasegawa a calculé 1'énergie cinétique des électrons pour
des valeurs simples du flux (¢=1/2,1/3...) et les orientations (001), (011) et (111) du
champ magnétique / Hasegawa (90)./. Ses résultats suggérent que, lorsque le champ
magnétique est dirigé selon 'axe (111), la relation fondamentale, ¢=v, donnant le flux
qui minimise 1'énergie pour les réseaux bidimensionnels reste valable (tant que le niveaux
de Fermi n'est pas trop prés des bords de bande). Pour cette valeur du flux, I'énergie
serait minimum pour l'orientation (111) tandis qu'elle serait maximum pour l'orientation
(001).
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V.D STABILITE DES PHASES A FLUX UNIFORMES

Introduction

Dans la premiere partic de ce chapitre, nous avons vu que, lorsque la
répulsion coulombienne, U, de deux électrons sur le méme site est trés supérieure &
I'intégrale de saut, t, entre deux sites premiers voisins, il est possible de restreindre
I'espace des €tats €lectroniques en interdisant A deux électrons d'occuper le méme site.
Nous avons vu que, dans cet espace, E, I'énergie cinétique des électrons est & l'origine,
d'une part, d'une €nergie cinétique des lacunes (sites vides) et, d'autre part, d'un
couplage antiferromagnétique des spins. Ces deux aspects sont respectivement l'origine
du terme cinétique, H; et du terme de Heisenberg, Hy, de 1'hamiltonien t-J. Soit P le
projecteur sur Eo. (P est le projecteur de Gutzwiller dans la limite des fortes répulsions).
Soit ¥;i%, 'opérateur de saut entre les sites i et j pour le spin . L'hamiltonien t-J s'écrit :

Hiyy= Hi+ Hj (D.1]
H =PHP ; H = tz A

<ij>,0 [D.Z]
Hy = J XSS,

<ij> [D.3]
Si.8j = Siz-Sjz + Six-Sjx + Siy.Sjy

@i™n)(0T-m /4 - it a2 [D.4]
La notation <ij> signifie que I'on somme sur les paires de sites premiers voisins.

Afin d'estimer variationnellement le fondamental de 1'hamiltonien t-J , il est
posssible de prendre comme fonction d'onde d'essai, la projection, V>, sur l'espace Ey,
d'un état de particules indépendantes, '¥o> : '¥>=P I¥>. Dans la partie précédente,
nous avons vu qu'un champ magnétique appliqué & un gaz d'électrons indépendants est 2
l'origine d'un nouvel état orbital du systéme. Le projeté sur Eq d'un tel état est ce qu'on

appelle une "phase a flux". L'objet de cette partie est d'étudier variationnellement le
fondamental de 1'hamiltonien t-J i I'aide de phases 2 flux.
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Dans un premier temps, nous estimons, par la méthode de Gutzwiller, la
valeur moyenne de I'hamiltonien t-J dans une phase 2 flux. Nous exposons ainsi
I'approche de Lederer, Poilblanc et Rice / Lederer & al. 89 /. Dans ce calcul, il subsiste
une difficulté concernant l'évaluation du terme cinétique. Dans un second temps, nous
présentons une approche permettant de contourner cette difficulté. Enfin, nous discutons
les résultats obtenus par cette derniére approche quant  la stabilisation des phases a flux
dans le modele t-J.

D.1 Energie moyenne dans une phase a flux

Nous avons vu au chapitre I, que, moyennant un facteur de renormalisation
adéquat, 1'approximation de Gutzwiller permet de remplacer la valeur moyenne d'un
opérateur dans 1'état projeté, I'¥>, par la valeur moyenne de l'opérateur dans 1'état non
projeté, o>, En particulier, nous avons déterminé les facteurs de ren

g1, pour l'opérateur de saut, %, et I'opérateur de couplage spin-spin, respectivement
(voir 1.C.1.d). En appliquant I'approximation de Gutzwiller, on obtient donc : |

<H> =t 2, g (<xg>, + <x°>0)
<1J>6 [D.S]

<Hp =] 2 g; <5 S> |
<ij> [D.6]

Ol <A> est la valeur moyenne de l'opérateur A dans la phase & flux I'¥> et <A>g estla
valeur moyenne dans l'état de particules indépendantes '¥o>. D'apres [I.B.15] et

[1.C.15], I'expression des facteurs de renormalisation en fonction du dopage, x=
2(1/2-v), est :

[D.7]

La renormalisation de Gutzwiller défavorise 'énergie cinétique et favorise les
corrélations antiferromagnétiques. Plus particuliérement, poﬁr la bande demi-pleine,
I'énergie cinétique est nulle et les "corrélation antiferromagnétiques” sont augmentées
d'un facteur 4. Cela se comprend aisément en comptabilisant les configurations possibles




d'une paire de sites pour les états projeté et non projeté. Ces configurations sont portées

sur le tableau D.1.

EREEEEEE
(N I PR X O )
@-1 @- T-@ 1o
Nag [N et | go

Tableauy D.1 : Configurations de spin d'une paire de sites premiers voisins. En
présence de fortes corrélations ‘et lorsque la bande est demi-pleine, seules les
configuations de la premiére ligne sont permises,

Seules les configurations de la premiére ligne du tableau D.1, ne sornt pas
éliminées par la projection (pour v=1/2). Dans I'expression de la valeur moyenne d'un
opérateur, le poids des configurations des trois dernidres lignes est donc annulé tandis
que celui d'une configuration de la premidre ligne est renormalisé par un facteur 4 (3
cause de l'augmentation de son poids relatif). Or l'opérateur de saut et l'opérateur de
couplage spin-spin ne couplent respectivement que des configurations des trois derniéres
lignes et de 1a premigre ligne (entre elles). D'od la renormalisation annoncée plus haut.

Comme nous l'avons déja signalé, la valeur moyenne de l'opérateur de
couplage spin-spin dans un état de particules indépendantes peut s'écrire 3 l'aide
d'opérateurs de saut (voir équation [A.3]). En outre, une phase a flux est un état singulet
de spin, les valeurs moyennes dans un tel état sont donc indépendantes du spin et
I'équation [D.6] donne donc : |

<Hp = -2Jg X

T P
2 <ij>,0

l<y® > |

ij 70
[D.8]

Il ne reste plus qu'a estimer la quantité <Xij®>0. Dans le cas ol la fonction
d'onde d'électrons indépendants est un déterminant de Slater d'ondes planes, cette
quantité est indépendante de i et j et est donc directement proportionnelle 3 I'énergie
cinétique des électrons indépendants. Ce n'est plus le cas ici. Par contre, on vérifie que la
quantité eiij <Xij%>0 ol @jj est relié au potentiel vecteur par la relation [B.9], est
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indépendante de la paire de premiers voisins, <ij>, et est donc proportionnelle 2 'énergie
cinétique, Eq, des électrons en présence d'un flux magnétique / Lederer & al. 89 /:

iy 1
<e x°> = <t E — E
Xij ~o 8Lt o u 0 = 41 0(®

<xij®>0 = - &% §o /4 (D.9}

Eo (¢) est la valeur absolue du rapport a l'intégrale de saut de I'énergie cinétique par site et
par spin du gaz d'électrons indépendants en présence du flux par plaquctte (p Cette
quanuté a é1é calculée dans la partie precédcnte (Eo=Eg/).

En introduisant [D.9] dans [D.5] et [D.8], il vient :
<Hp/L= -2t g <<cosqij>> &0 (p) {D.10]
<Hp>/L= -3/16J g5 Ep2 (©) ' [D.11]

<< cos@jj>> est la valeur moyenne de cos@jj sur toutes les liaisons entre premiers
voisins. Cette quantité dépend de la jauge choisie.

La démarche adoptée par Lederer et al. consiste & minimiser 1'énergie
moyenne non seulement par rapport au flux ¢ mais aussi par rapport a la jauge. Le choix
de la jauge n'intervient que sur la valeur moyenne du terme cinétique. Afin de minimiser
1'énergie totale, il suffit donc de minimiser par rapport au flux l'expression :

<Hu>= -2l g K& -3/167 gy g2 | [D.12]
Ol K (g) est obtenu en maximisant <<cos¢jj>> par rapport 2 la jauge.

En fait, la quantité K (p) a déja été étudi€e 2 l'occasion d'autres problémes
/ Teitel & Jayaprakash 83 ; Hasley 85 /. Elle reste cependant difficile a estimer. Le
nombre de jauges que l'on peut choisir pour une valeur du flux est considérable si bien
qu'une maximisation numérique de <<cos@;;>> est difficile et limite I'étude a des valeurs
rationnelles simples du flux (¢=p/q avec g<~10). Lederer et al. ont estimé la valeur de K
pour quelques valeurs simples du flux. Pour ce faire, ils ont détermin€ la plus grande
valeur de <<cos@jj>> pour un ensemble de jauges particulieres, ils obtiennent anisi une

estimation par défaut de K.
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D.2 Une approche variationnelle

2.a Linéarisation de l'espace variatonnel

En somme, la méthode de Lederer et al. consiste 2 minimiser I'énergie dans
l'espace des phases & flux uniforme, une phase 2 flux étant déterminée par le choix d'un
potentiel vecteur, A(R), correspondant & un champ magnétique uniforme. Mais l'espace
variationnel ainsi défini est trop grand pour que l'on puisse faire une minimisation
numérique rigoureuse. Afin d'éluder cette difficulté, plutot que de resteindre 'espace
variationnel, nous allons le prolonger de fagon  lui donner une structure vectorielle.
Moyennant un certain nombre d'approximations justifiées dans la limite des faibles
dopages, nous obtenons une expression de 1'énergie ne dépendant plus du choix de
jange.

Une configuration quelconque du systéme est donnée, d'une part, par
ensemble, 7, des sites occupés par des lacunes et, d'autre part, par l'état de spin, S,
des autres sites du cristal. Une phase 2 flux peut étre représentée par sa fonction d'onde
dans Eq, ¥ (7,57)- L'idée est de modifier la dépendance en 7 de W en conservant sa

dépendance en ST, pour une valeur donnée de 7.

Soit '¥7> la projection de I'¥> sur le sous-espace engendré par les
configurations électroniques correspondant 4 une méme répartition des lacunes, 7 :

¥rrsm=Yasy siT=T et ¥rrsm=0 siT#T [D.13]

- La norme au carré de cette projection est la probabilité, P¢7), de la configuration de
lacunes, 7, dans I'état > : :

= = 2
P = <P |¥>= ; ¥ |
! [D.14]

Soit |7>, le vecteur obtenu en normant 7>
| ‘PT >

,/<‘P Y. > : _
TI T . : [DIS]

L'ensemble des vecteurs I7> constitue une famille orthonormée. Le sous-espace
vectoriel, A, engendré par cette famille généralise la phase 2 flux ¥> pour le potentiel

7> =

vecteur A. Ainsi, on a:
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> = Z /P(TJ | T >
T [D.16]

Plus généralement, un vecteur quelconque, !¢>, de A est donné par sa "fonction
d'onde”, ¢(T) :

1> = Zr' N b7 >
[D.17}

Les électrons étant des fermions, les fonctions d'onde des états 19> et 7> sont
antisymétriques. ((7) est donc une fonction d'onde symétrique. De plus, deux lacunes ne
peuvent occuper le méme site. L'espace A peut étre vu comme décrivant 1'état d'un
ensemble de particules sans spin sur un réseau, ces derniéres correspondant aux lacunes
et se comportant comme des bosons de coeur dur. On pelit voir 13 une correspondémce
avec les holons / Kivelson & al 89 /.

Notre méthode variationnel consiste, pour chaque valeur du potentiel vecteur,
A, A minimiser l'énergie par rapport a la "fonction d'onde” de lacunes, @7). Cette
derniére minimisation se faisant dans un espace vectorielle, est équivalente & diagonaliser
I'hamiltonien en projection dans cet csiaace. Pour cela, il faut déterminer ses éléments de
matrice, < 7' | HI T >. Nous allons voir que 'approximation de Gutzwiller permet une
évaluation de ces éléments de matrice.

2.b L'hamiltonien effectif

Dans I'hamiltonien t-J, le terme de Heisenberg, Hy, ne modifie pas la
configuration des lacunes tandis que le terme cinétique, Hy, la modifie nécessairement.
Dans A, Hy détermine donc les éléments de matrice diagonaux de H tandis que H;
détermine les éléments non diagonaux.

Soit I'élément diagonal correspondant 2 la configuration 7

<TIHIT>=<TIHIT> ' [D.18]
Cette quantité est déterminée par la fonction d'onde de spin en dehors des lacunes. Dans
le cas d'un faible nombre de lacunes, en premiere approximation, on peut supposer cette

quantité indépendante de 7 :

E*=Eqy=<TIHIT>=<¥IHI¥> (D.19]
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D'apres [D.11],

E' = <Hp = -3/16L1g &p? _ [D.20]

Soit I'lément non diagonal entre les vecteurs | 7' > et 7 > :
<T'IHIT>=<TIHIT> [D.21]

D'apres la forme de Hy, cet élément a'est non nul que si 7 et 7' ne different que par le
déplacement d'une lacune entre deux sites premiers voisins. De plus, a faible dopage, les
lacunes peuvent étre supposées indépendantes. Il est raisonnable de supposer cet élément
de matrice indépendant de la configuration des lacunes en dehors de celle qui se déplace.
Tout se passe donc comme si I'on était en présence d'un ensemble de particules sur un
réseau carré avec I'intégrale de saut entre premiers voisins :

tij*=<Ti'IHtiTi>/L=t<Ti’lxilei> [D.22]
Tj est une configuration des lacunes oi1 le site i est occupé par une lacune et T'; est
déduite de T; par déplacement d'une lacune de i vers j. Xij est l'opérateur de saut

indépendamment du spin :

Xij = Xij* + Xij* [D.23]

Par ailleurs, en développant | > sur la base des | 7 >, il vient :

<Flygl¥>= X [Py, <Tiix T,
*
(%JP(T;)P@ ) gt

<¥| X | ¥ >
[D.24]

Dans la limite des faibles dopages, les lacunes peuvent étre supposées indépendantes si
bien que P(7+) et P(7;) peuvent &tre pris égaux. On en déduit aisément que le terme entre
parenthéses dans 1'équation [D.24] est la probablilté, pm, pour qu'il y ait une lacune sur
le site i et qu'il n'y en ait pas sur le site j. D'aprés [D.11], la valeur moyenne d'un
opérateur de saut dans une phase  flux est reliée a 1'énergie cinétique sous champ. Dans
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la limite des faibles dopages po1 = x(1-x). D'apres [D.24], [D.23] et [D.22], on obtient
I'intégrale de saut effective pour les lacunes (qui est non nulle pour les faibles dopages) :

¥ = eigi 20 :
4§ = ol 220 [D.25]

Pour chaque valeur du flux, il suffit de diagonaliser 'hamiltonien & une
- particule :

H*= E*+ 3 * uxu
<>

=E" « 2(?0)(2) b, eIy + e*i®i g [D.26]
<ij>

On reconnait 14 un hamiltonien de particules indépendantes en présence d'un champ
magnétique. Tout se passe donc comme si les lacunes voyaient le champ magnétique +B.
On vérifie bien, aussi, que lorsque I'on effectue un changement de jauge, la fonction
d'onde des lacunes change comme s'il s'agissait de particules de charge +e. Dans la
limite des faibles dopages, 1'énergie de 1'état fondamental s'obtient en donnant aux
lacunes la plus basse énergie du spectre d'Hofstadter pour le flux considéré. Soit pog), le
bord inférieur du spectre d'Hofstader (porté sur la figure C.5). En posant : K*(@)=u0/4t,

'énergie moyenne s'écrit pratiquement comme en {D.12] :

<Hyj>L= -

2. =5 K" D.2
4(1+x2) T % -x2 S0 [D-27]
Notons que cette quantité est indépendante du choix de jauge. Sur la figure D.1, nous
avons porté la fonction de K"'((p) ainsi que les valeurs de K estimées par Lederer & al.

(triangles) et Teitel & Jayaprakash (carrés).

- On vérifie bien que, comme on pouvait s'y attendre compte tenu de
I'élargissement de l'espace variationnel, K* est toujours supérieur 4 K. De plus, on note
la présence de maxima locaux pour les valeurs rationnelles simples du flux. Ces maxima
se retrouvent aussi sur la fonction Kg) (valeurs de Teitel & Jayaprakash). Les fonctions
K et K* présentent donc une certaine ressemblance.
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Figyre D1 : Les pointillés représentent la largeur totale du spectre d'hofstadter en unité
de la largeur de bande pour le réseau carré sans flux. (les petits points sont les points
qui ont ét¢ effectivement calculés). Les carrés et les triangles représentent la valeur
moyenne de COSQij maximisée par rapport au choix de jauge estimée dans des contextes
différents par Teitel & Jayaprakash et Lederer, Poilblanc & Rice respectivement.

D.4 La stabilité des phases a flux

4.a Le_ composé non dopé

Lorsque la bande est demi-pleine, seule l'énergie magnétique (<Hj>)
intervient. Cette derniére ne dépend que de g (@) (voir [D.11]) et favorise donc la phase
d'Affleck et Marston. Il est intéressant de comparer les énergies obtenues 2 quelques
énergies connues. Sur la figure D.2, nous avons porté, 2 titre de référence, 1'énergie de
I'état de Néel et celle du Fondamental de I'hamiltonien de Heisenberg quantique (d'aprés
les meilleurs estimations / Trivedi & Ceperley 89 /). Nous avons porté les énergies de la
phase sans flux (¢=0) et de la phase d'Affleck & Marston (¢p=1/2) obtenues par la
formule [D.12] d'une part et par les calculs de Liang et Trivedi d'autre part. Ces derniers
sont allé au-deld de l'approximation de Gutzwiller en ayant recours a une méthode de-
Monte Carlo / Liang & Trivedi 90 /.
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<H; > A
-—I:L = -2I<S;. Sp>

-0.49 _J_ phase ¢=0 en Gutzwiller
-0.5 == état de Néel

053 —-”phasé' o= 0% -
* Calculs Monte Carlo
-0.62 —— phase ¢=1/2 * de Liang & al

-0.67 == état fondamental
-0.69 =4~ phase @<= 1/2 en Gutzwiller

Figure D.2 : énergies magnétiques par site de différentes fonctions d'ondes.

L'enseignement principal de ce diagramme est la faible énergie que I'on peut
obtenir en projetant simplement sur Eg des états de particules indépendantes. Par
exemple, le projeté du simple déterminant de Slater d'ondes planes ((pﬂ) maximise plus
les corrélations antiferromagnétiques que 1'état de Néel (d'aprés Liang et Trivedi).
L'optimisation du seul terme d'Tsing est donc manifestement une mauvaise approche de
1'état fondamental de I'hamiltonien de Heisenberg quantique. Dans le méme ordre d'idée,
i1 faut ajouter que Liang, Dougot et Anderson ont obtenu des états de type RVB (donc :
sans ordre & longue distance) extémement proches du fondamental (<Hy>/L=0.668J)
/Liang & al. 88 /. '

Notons que les calculs de Liang et Trivedi confirment bien la stabilisation de
la phase d'Affleck et Marston. D'une fagon plus générale, un certain nombre de calculs
numériques "sur cluster” suggerent fortement que la stabilisation des phases & flux n'est.
pas un artéfact de l'approximation de Gutzwiller / Poilblanc & al. 90 ; Liang & Trivedi
90 /.
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4.b Le composé dopé

Lorsque l'on introduit des lacunes, il faut ajouter A I'énergie magnétique,
I'énergie cinétique des lacunes. A dopage fixé, le poids relatif de ces deux termes est
donné par le rapport t /J. L'état fondamental de 1'hamiltonien t-J dépend, a priori, de ce
parametre. |

L'énergie magnétique ne dépend que de &g () et favorise donc la phase 2 flux
commensurable (¢=v). Cette dernitre est donc stabilisée dans la limite o t/J tend vers
zéro. L'énergie magnétique est portée sur la figure D.3 en fonction du remplissage pour
la phase sans flux, la phase commensurable, et la phase d'Affleck et Marston.

<Hp 1
L)

M : Energie magnétique par site, <HJ>/L, en fonction du nombre d'électrons
par spin, v, pour les phases sans flux (9=0), avec un demi-quantum de flux par site
(¢=1/2), et un demi-quantum de flux par électron (g=v).

Le terme cin€tique, quant 2 lui, fait intervenir, en plus de l'énergie cinétique
du gaz de particules indépendantes, Ep, (qui favorise la phase commensurable), le facteur
K* calculé plus haut. La figure D.4 montre que le terme cinétique favorise la phase sans
flux quelque soit le dopage. Cela provient de ce que la largeur du spectre d'Hofstadter est

- diminuée par la présence d'un flux (voir figure D.1). La phase sans flux est donc
stabilisée dans la limite ob t/J tend vers l'infini.
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Figure D.4 : Energie cinétique par site, <H>/L, en fonction du nombre d'électrons par
spin, n, pour les phases sans flux (¢=0), avec un demi quantum de flux par site
(¢=1/2), et un quanturm de flux par particule (¢=v).

Lederer, Poilblanc et Rice ont comparé l'énergie de la phase a flux
commensurable (¢=v) avec la phase sans flux (¢=0) et la phase d'Affleck et Marston
(©=1/2) pour quelques valeurs rationnelles simples du remplissage, v. Ils ont trouvé que
la phase ¢=1/2 est stabilisée a faible dopage et que la phase commensurable est stabilisée
en dessous d'une valeur critique du parameétre t/J. La valeur critigue qu'ils obtiennent
s'avere faible quelque soit le remplissage envisagé (t/J <1). Rappelons, en effet, que le
modele t-J ne décrit un gaz d'électrons fortement corrélé que dans la limite ¢/J >>1.
Lederer et al. avaient néanmoins l'espoir que cette valeur pouvait étre sensiblement
augmentée par une meilleure estimation du facteur K.

De plus le calcul de K ne pouvant étre fait que pour des valeurs rationnelles
simples du flux, la stabilisation de la phase commensurable par rapport aux autres phases
a flux (p+0), pour des valeurs finies de t/J, restait un point d'interrogation. En
particulier, au vu des maxima locaux observés plus haut sur la fonction K(gp), on pouvait
s'attendre A l'existence de "plateaux" de stabilité pour des valeurs rationnelles simples de
@ (¢=1/3, 2/5 etc...). Cette possibilité avait déja été suggérée / Anderson & al. 89 /.

Nous avons minimisé 1'énergie par rapport A ¢ pour un grand nombre de

valeurs du remplissage et du parametre t /J. Le résultat est résumé sur le diagramme de la
figure D.5 ol nous avons porté les valeurs du flux stabilisées dans le plan (v,t/J). Ce

diagramme suggére une réponse négative aux spéculations évoquées plus haut. Il semble
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qu'il n'y ait pas d'autre phase qhe les phases ¢=0, p=v et ¢=1/2 (les plateaux, s'ils
existent, seraient moins larges que Sv=0.005).

3 (%)
100
L
J
10
1
0.1
0.3 0.4 05
\%

Figure D.5 : régions de stabilité relative des différentes phases 2 flux uniformes (¢
quelconque) dans I'espace (v,1/J). v est le remplissage de 1a bande par site et par spin. t

est I'intégrale de saut et J est le couplage de Heisenberg. Les points correspondent aux
valeurs calculées. :
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Par ailleurs, la limite de stabilité de la phase a flux commensurable reste faible
malgré notre élargissement de l'espace variationnel. La valeur critique du parametre t/J
que l'on obtient, délimitant les phases @=0 et ¢=v, est en accord quantitatif avec celle
obtenue par Rodriguez et Dougot. Ces derniers ont déterminé cette limite pour quelques
valeurs simples du remplissage (v=p/q, q<8) grige & une méhode de bosons esclaves
- généralisant 'approche d'Affleck et Marston / Rodriguez & Dougot 90 /. Le calcul par
une méthode de Monte Carlo réalisé par Liang et Trivedi donne des valeurs a peine
supérieures pour cette limite : t/J=0.2 pour v=0.333 et t/J=5 pour v=0.458 /Liang &
Trivedi 90 /.

~ Sila phase commensurable de Lederer, Poilblanc et Rice semble mal plagée
comme fondamental de 'hamiltonien de Hubbard fortement corrélé, il n'en est pas de
méme de la phase d'Affleck et Marston. Cette demiére a une énergie plus faible que la
phase sans flux pour des valeurs réalistes du paramétre t/J & condition de considérer de
faibles dopages. La valeur critique de t /J correspondante est inversement proportionneile
au dopage au voisinage de la bande demi-pleine.

Si T'on fixe le dopage et que l'on fait varier le parametre t/J, I'"état
fondamental" que l'on obtient est inchangé sauf aux limites entre deux des trois phases
possibles ol I'on a une transition du premier ordre. Ce résultat est probablement dii au
fait que notre espace variationnel ne comprend que des phases a flux uniformes. D'apres
des calculs en champ moyen sur cluster de Poilblanc / Poilblanc 90 /, il semble, en effet,
que cette transition brutale doive étre remplacée par une évolution continue entre les
phases @=v (pour t/J =0) et ¢=0 (pour t/J—>e¢) lorsque l'on généralise l'espace
variationnel a toutes les phases a flux.

Signalons, en outre, que les phases 2 flux alternées sont moins défavorisées
par I'énergies cinétique des lacunes et peuvent étre stabilisées pour des valeurs réalistes
du rapport t/J / Zhang 90 /. En ce qili concerne les phases A flux commensurables, il
semble qu'une répulsion entre les lacunes pourrait augmenter leur stablilité / Poilblanc &
al. 90 /.
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Dans ce chapitre, afin de rechercher quelles sont les propriétés d'un gaz
d'électrons fortement corrélés a basse température, nous nous sommes intéressé i 1'état
fondamental de 1'Hamiltonien t-J. Nous nous sommes focalisé sur une forme particuliére
de fonction d'onde variationnelle, les phases 2 flux, obtenue en appliquant un champ
magnétique fictif 3 'échantitlon.

Dans un premier temps, nous avons étudié l'effet d'un champ magnétique sur
I'énergie cinétique du gaz d'électrons indépendants.

~ Nous avons déterminé la variation de cette €nergie en fonction du flux pour
des électrons sur un réseau carré. En fait, cette dépendance est périodique, un nombre
entier de quanta de flux par carré élémentaire étant équivalent 2 I'absence de flux. Nous
avons Vérifié la présence d'un minimum anguleux pour un Ni¥me de quantum de flux par
particule sans spin (N entier). Le minimum absolu d'énergie est atteint pour un guantum |
de flux par particule (conjecture de Wiegmann) et non pas pour le flux nul. Nous avons
vu que cette variation présente des points anguleux pour toute valeur rationnelle du
nombre de quanta de flux par plaquette (¢=p/q) dont I'angle est proportionnel 2 la largeur
du gap ou se trouve le niveau de Fermi en présence du flux (a=NG). Ccpendémt
1'énergie minimisée par rapport au flux (E((p-v)) varie trés régulierement avec le
rempllssage de la bande, I'abaissement d'énergie par rapport & I'énergie en l'absence de
flux étant maximum lorsque la bande est demi-pleine.

Nous avons également examiné le cas d'un réseau tétragonal simple, le champ
magnétique étant orienté selon l'axe ¢ (les oxydes supraconducteurs sont de symétrie
tétragonale). Nous avons vu que les minima anguleux observés 3 deux dimensions
persistent pour des valeurs non nulles du couplage intérplan’ (tz). Le minimum absolu de
I'énergie pour un quantum de flux par particule (¢=v), lorsque la bande est demi-pleine
(v=1/2), disparait pour une intégrale de saut, t, selon I'axe ¢ égale A environ la moitié de
l'intégrale de saut, t, dans le plan (a,b). Par contre; bien que le syst¢me devienne
diamagnétique dans la limite ol t; est trés supérieur 2 t, en général, I'énergie cinétique est
minimum pour des valeurs non nulles du flux. Par exemple, dans le réseau cubique
(tz=t), I'énergie est maximum lorsque le flux est nul. Ce résultat est contraire
I'hypothése fondamentale du diamagnétisme de Landau selon laquelle I'énergie cinétique
du gaz électronique est augmentée par l'application d'un champ magnétique. En général,
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le remplissage de la bande qui donne lieu au plus fort abaissement d'énergie (quelque soit
le flux) n'est pas la bande demi-pleine (comme pour le réseau carré), mais cet
abaissement maximum correspond toujours & un demi-quantum de flux par carré
¢lémentaire du plan (a,b).

Dans un second temps, nous avons investigué le fondamental de 1'hamil-
tonien t-J 4 1'aide de phases a flux.

Pour ce faire, nous avons ramené le probléme, moyennant des ap-
proximations de type champ moyen justifiées dans la limite des faibles dopages, a celui
d'un gaz de bosons de coeur dur (les lacunes) en présence d'un champ magnétique fictif -
(¢). Cela nous a permis de déterminer un diagramme de phase dans le plan (v,t/J) mettant
en évidence les domaines de stabilité relative des différentes phases a flux uniformes.
Malgré notre élargissement de l'espace variationnel, le domaine de stabilité de la phase
commensurable (un quantum de flux par particule : '(p=v) reste limité a des valeurs peu
réalistes du parametre d'interaction coulombienne, t/J (t/J <1). Par contre, la phase a flux
correspondant 4 un demi-quantum de flux par carré €lémentaire (¢=1/2) est stabilisée
pour des valeurs réalistes de ce parameétre dans le composé faiblement dopé. En outre, il
semble que les phases ¢=0, ¢=1/2 et ¢=v, soient les seules qui stabilisent le systéme

(quelque soit le remplissage et le parametre d'interaction).

Bien entendu, il ne s'agit 1, que de la stabilisation du systéme par rapport a la
fonction d'onde de Gutzwiller traditionnelle (déterminant de Slater d'ondes planes projeté
sur l'espace des configurations sans double occupation de site). Des calculs numériques
~ indiquent que les phases a flux 1es-plus stables ne sont pas uniformes dans le composé
dopé. En outre, Il serait intéressant de comparer 1'énergie des phases a flux avec celle
d'autres fonctions d'onde variationnelles (état R.V.B., état antiferromagnétique etc...).
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CONCLUSION GENERALE

En premier lieu, nous avons généralis€ la méthode de Gutzwiller de facon a
pouvoir traiter un état inhomogéne trés général et un hamiltonien de Hubbard étendu
quelconque. Nous avons, ensuite, grice i cette méthode, étudié€ 1'antiferromagnétisme de
I'oxyde supraconducteur, Lag_xSrxCuQg4. Dans un premier temps, nous avons adopté une
approche de magnétisme itinérant qui nous a permis de discuter, outre les propriétés
antiferromagnétiques du composé, les valeurs des paramétres du modéle & deux bandes,
et les limites de I'approche de Gutzwiller. Dans un second temps, nous nous somimes
intéressés au probléme des phases a flux. Aprés une étude de l'effet orbital d'un champ
magnétique sur un gaz d'électrons indépendants, nous avons abordé le probleme de la
stabilité des différentes phases a flux uniforines dans le modele t-J.

1l s'est avéré, que l'application de la méthode de Gutzwiller au modéle a deux
bandes ne permet de traiter correctement que le cas ol la liaison est plutdt covalente
(Ae<2tp), I'étude du modele & une bande permettant de rendre compte de la limite
ionique. L'étude de 'ordre antiferromagnétique dans le composé non dopé (I.agCuQy) a
permis de conclure a une ionicité minimum (Ag>tp) et a une répulsion coulombienne
minimum sur le cuivre (Ug>W™/4). Par contre, une ionicité (Ag/tg) plus élevée semble
requise afin d'expliquer le caractére isolant du composé non dopé au-dessus de sa
température de Néel.

Pour des valeurs de 'ionicité et de la répulsion coulombienne compatibles
avec les propriétés du cbmposé non dopé, la répulsion coulombienne sur le cuivre étant
de l'ordre de grandeur la largeur de la bande antiliante, nous avons trouvé, pour des
valeurs €levées du dopage (x<=20%), un état présentant un ordre antiferromagnétique et
ayant une énergie plus faible que celle de I'état paramagnétique simple. Ce résultat
suggere fortement la présence de corrélations antiferromagnétiques a courtes distance
dans la phase supraconductrice de Lap xSrxCuO4. Notre approche est confortée en ce
qu'elle redonne le transfert de charge du cuivre vers l'oxygéne qui est observé
expérimentalement avec le dopage en trous. En outre, 1'état ordonné antiferro-

magnétiquement présente un instabilité par rapport a la séparation de phases.

Puis, nous nous sommes intéressés au gaz d'électrons indépendants dans un

champ magnétique a deux et a trois dimensions. En particulier, nous avons examiné la
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variation de 1'énergie cinétique des €lectrons sur un résean réseau carré ce qui nous a
permis de vérifier la conjecture de Wiegmann selon laquelle 1'énergie présente un
minimum absolu pour un quantum de flux par particule sans spin (@min=v). Nous avons
également examiné 'effet d'un couplage interplan sur cette énergie. Nous avons montré
que la conjecture de Wiegmann reste valable pour de faibles couplages interplans. Pour
des couplages interplans de 'ordre de l'intégrale de saut dans un plan, nous avons trouvé
que, bien que I'énergie n'est plus minimum pour un champ correspondant 3 un quantum
de flux par particule sans spin, elle reste généralement minimum pour un flux non nul
(contrairement 2 ce que suppose la théorie du diamagnétisme de Landau, justifiée pour
des particules libres).

Enfin, nous avons examiné la stabilité des phases a flux dans le modéle t-J.
Par une approche variationnelle originale, nous avons ramené le probléme 2 celui d'un
gaz de particules de charge positive (les lacunes) dans un champ magnétique (fictif). Par
cette approche, nous avons pu déterminer, en fonction du dopage et du paramétre de
"répulsion coulombienne", t/J, les zones de stabilité relative des différentes phases a flux
uniformes (¢ quelconque). Quelques soient les valeurs des paramétres du modsle t-J, il
semble qu'il n'y ait que trois phases possibles : la phase sans flux (¢=0), la phase
d'Affleck et Marston (¢=1/2) et la phase commensurable (¢=v). La stabilité de cette
derniére reste néanmoins limitée A de faibles valeurs du rapport t/J (/J<1) tandis que la
phase d'Affleck et Marston est limitée 2 de faibles dopages (x<10% pour t/J>2).

11 semble fort que les solutions "simples" que nous avons envisagées (ordre
antiferromagnétique 4 longue distance, phases 2 flux uniformes) soient encore loin de
présenter tous les caractéres de 1'état fondamental du gaz d'électrons dans le composé
dopé. 11 semble que la répartition spatiale des électrons et la structure magnétique qui en
découle soit plus complexe. La méthode de Gutzwiller, telle que nous l'avons
généralisée, permet, en principe, d'étudier de telles structures. En particulier, cela
permettrait de vérifier la crédibilité dans le cas de systémes fortement corrélés (oxydes
supraconducteurs) d'un certain nombre de solutions qui n'ont été testées que par
l'approche de Hartree-Fock (solitons, spin-bags...). Nous avons vu, en outre, que notre
approche se préte & des améliorations de la méthode de Gutzwiller elle-méme. La
possibilité d'€étudier de plus fortes répulsions permettrait de répondre & de trés
nombreuses questions qui restent en suspens.
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RESUME

Le principal centre d'intérét de cette these est 'antiferromagnétisme dans les
oxydes supraconducteurs. Nous étudions le modéle de Hubbard du réseau carré, le
modele a deux bandes du plan CuO;3 et le modele t-J dans une large gamme des valeurs
de leurs paramétres. Pour ce faire, nous adoptons la méthode de Gutzwiller dont nous

avons généralisé le domaine d'application.

Nous retrouvons la bonne valeur du moment alterné moyen sur les sites de
cuivre dans le composé LayCuQy, le caractére isolant de ce composé au-dessus de sa
température de Neel et le fort transfert de charge du cuivre vers 'oxygéne observé lors du
dopage en trous. Pour cela, il est toutefois nécessaire que la répulsion coulombienne sur
les sites de cuivre soit supérienre 4 |'énergie de transfert de charge cuivre-oxygeéne et que
cette dernicre soit supérieure 4 ia largeur de la bande antiliante (résultant de I'hybridation
cuivre-oxygene). Pour une répulsion coulombienne de l'ordre de grandeur de la largeur
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dans la phase supraconductrice du composé,

Nous incluons une étude de 1'effet orbital d'un champ magnétique sur des
¢lectrons indépendants dans un réseau carré et dans un réseau tétragonal, I} apparait que,
méme pour des particules A trois dimensions, la présence d'un potentiel cristallin remet en
cause 'hypathese fondamentale du diamagnétisme de Landau selon laquelle 1'énergie
cinétique d'un gaz d'électrons est toujours augmentée par la présence d'un champ
magnétique. Nous appliquons les résultats de cette étude au probléme des électrons
fortement corrélés. Nous en déduisons un diagramme de phase mettant en évidence les
zones de stabilité relative des différentes phases & flux uniformes en fonction des
parametres du modele t-J. La phase a flux commensurable n'est stabilisée que pour de
faibles valeurs du paramétre de "répulsion”, t/J. En outre, un couplage non nul
suffisarnment faible entre les plans CuO; ne remet pas en cause la stabilité de cette phase.

MOTS-CLEFS :
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