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INTRODUCTTION

Le traitement des phénoménes élastiques et para-&lastiques a conduit

4 un ensenmble de théories pas toujours cohérentes, avec des hypothé@ses
de travail rarement bien explicitées ; voici quinze ans environ,

J. LAVAL (x), reprenant les calculs effectués sur les milieux a struc-
ture par M, BORH, mettait en évidence une insuffisance dans une dé-
monstration de BORN, et concluait qu'en 1l'absence de démonstration
valable de ces relations, il ne fallait pas en tenir compte. La
conséquence la plus spectaculaire de cette précaution est de porter
dans le milieu le moins symétrique le nombre de constantes €lastiques
au second ordre 4 45, au lieu des 21 des théories classiques.

D'autrc nart, 1'étude mathématique des phénom3nes para-
élastiques n'a jamais été faite, & notre connaissance, et la défini-
tion des axes de référence jamais clairement abordée. Ceci tient
probablement au fait que les actions para-élastiques sont toujours
trés faibles en regard aux phénoménes élastiques eux-mémes, et donc
que leur étude au premier ordre ne nécessite pas de théorie précise.

Nous nous proposons donc d'examiner de fagon critique les
hypothéses des diverses théories, et de dégager clairement plusieurs
notions essentielles concernant en particulier les axes cristallins
1iés au milieu déformé, 1l'influence sur 1'énergie de déformation d'une
action 4 longue distance, pour aboutir 2 une définition non ambigué
des constantes é&lastiques d'un milieu para-&lastique.

(%) L'état solide ; 9¢ congrés de physique Solvay - Stoops -
Bruxelles 1952, p.273.




CHAPITRE I

DEFORMATIONS STATIQUES des MILIEUX CONTINUS

1. Les hypothéses de départ

Nous nous proposons d'é@tudier une généralisation des écri-
tures de 1'élasticité des corps solides. Nous supposerons que tous
les phénoménes décrits sont isothermes, réversibles, et dans un milieu

solide illimité. Nous bornons par 13 méme notre probléme 3 1'étude des
phénoménes statiques, sans nous préoccuper des precblémes de limite du

corps.

-

Relativement 3 un systéme d'axes fixes, nous consid&rerons
les applications continues, dérivables & jacobien non nul de R3 dans
d

[ -y - - o an st L2 & oy
L1005 {ul VeTliriént €n

+
w
ok}

n3 Y iU I PRI, | meoe T 2 -
K~ LOTMAC1i0ns 1¢ appiic

Qan

Py e e T o e
. Nous appelieron

s
. - -> [ -

cutre la relation f(o) = o. Pour la commodité des calculs, le repére

sera choisi orthonormé, ce qui, en réduisant le tenseur métrique au

tenseur de Kronecker, allé&ge considérablement les notations.

2. Le tenseur des déformations

Soit V(xa) un vecteur de l'ensemble de départ (milieu non
déformé) et G + d% un vecteur infiniment voisin., Soient %' et
ﬁ' + dﬁ' leurs transformés respectifs. Les hypothéses de départ nous
permettent d'écrire :

(1.1) axt® = £° gxb

o

B
Nous appellerons iﬁg matrice de la déformation. Le détermi-

nant de éég étant le jacobien de la transformation, nous sommes assurés

de la régularité de cotte matrice.




Définition : nous dirons que la déformation est nulle lorsque

cgg = A; matrice unitaire. Il est commode, pour la plupart des appli-
cations, d'introduire la notation tg = ﬁg - Ag. Le tenseur tg'sera
alors appele tenseur des déformations, et, si 4 représente le vecteur

V’ - V l1'expression de ce tenseur scra simplement :

o
1.2 e _ gu
(1.2) t, 3P

3., Succession de deux déformations

Si on utilise la notation de¢ matrice de transformatlon (Aau)’
on sait que la succession de deux déformations définies parcgls
qzs effectuées dans cet ordre est donnée par la matrice produit de
1 et %2 définies dans les mémes axes, soit :

7
(1.3) g5 = A’z: &)

En revenant aux tenseurs tg d l'aide du symbole de Kronecker,

il vient : o o a Y Y
+ t + t
(a7 + t20) (af + ©,])

4% + t@
(1.4)

B B

= AZ + tzz + tlg + t2$t1§

Ainsi, le tenseur définissant la succession de deux dé&for-
mations t; et t; dans un méme systéme d'axes, effectuées dans 1'ordre
1, 2 est

¢ o [+ Q
(1'5) tB = tlB + tzs + thtlg

4. Les déformations uniformes

Définition : une déformation sera dite uniforme si le tenseur
>
local des déformations est indépendant du choix du vecteur V. La rela-
tion (1.1) différentielle devient alors unec loi linéaire, valable pour

O o B
b @B x
o a 8

tB X

un vecteur quelconque :

(1.6}

u




Propriété caractéristique d une deformatlon uniforme : étant
donnés deux vecteurs proportionnels V1 et Vz le, une condition néce
saire et sufflsante pour que la déformation soit uniforme est que les
transformés de V1 et Vz soient pr0port10nnels dans le méme rapport, et
ceci quel que soit le choix de V1 et de k La démonstration de cette
propriété est faite en annexe 1,

5. Densité d'énergie de déformation

Hypothése : nous supposerons que la densité d'énergie en un
point n'est fonction, 3 température donnée, que de la déformation lo-
cale en ce point. Ceci implique notamment que les déformations soient
réversibles, ou plus précisément que 1'énergie du milieu n'ayant subi
aucune déformation est la méme que celle du milieu ayant subi une dé&--
formation, puis la déformation inverse. Nous savons que ceci est véri-
fi& par l'expérience 3 une bonne approximation pour des valcurs suffi~
samment petites des composantes t . La densité locale d'énergie peut
alors s'écrire sous la forme d'un développement en série entiére :

1.7 W o= B.oo . 1 B8,y ., 1 ,BOL a v e
(1.7) W= A+ Ajtg o+ g ALERTY 4 g ALDTeReel ¢ L.,
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loppement sans rien connaitre des termes A. On peut supposer la conver

gence de celui-ci pour des valeurs 'assez petites'" des composantes de
o

tB' cat

plus draconienne que celle de la convergence de W, par les conditions
qu'clic impose 2 tg.

Définition : Milieu homogéne : nous appellerons homogéne un

En fait, 1'hypothé&se de réversibilité faite plus haut est beaucoup

milieu dans lequel les coefficients A sont indépendants du point du
milieu considéré. Nous pourrons alors appeler constantes de déformaticu
ces coefficients. Dans toute la suite, nous nous bornerons i 1'étude
d'un milieu homogéne ; cette définition est tré&s générale. Elle ne
suppos¢ pas en particulier la déformation uniforme.




6. Symétries des constantes de déformation

De par leur définition méme, les constantes de déformation
jouissent de la symétrie des dérivées partielles, soit :
(1.82)  ABS - p8F
oy Yo
(1.8b) ABST o ABBT _ A8ZB . ,L8B _ ,TBS _ ,BC8
GYE YoE YEQ EYQ EQy aEY
Sans autre information ou hypoth&se sur le milieu, ces rela-
tions sont les seules qui existent entre les constantes de déformation.
On trouve alors 9 constantes indépendantes au premier ordre, 45 au
second et -165 au troisidme. Toutefois, suivant 1'anisotropie et les
symétries auxquelles elle est soumise, il est possible de réduire nota-~
blement le nombre de constantes indépendantes d'un corps cristallin.
Cette étude fera 1l'objet du tableau 5.




CHAPITRE II

DEFORMATIONS STATIQUES des MILIEUX 3 STRUCTURE

1, Position du probléme

La théorie des milieux continus peut &tre contestée dans
son principe de base, les milieux matériels n'étant pas continus
mais a structure. Cependant M. BORN (1) et ses collaborateurs, en
partant d'un mod&le atomique du réseau cristallin, ont trouvé des
résultats en accord avec la théorie des milieux continus en ce qui
concerne l'é€lasticité. Plus récemment J. LAVAL et ses collaborateurs
(2), (3), ont contesté les calculs de M. BORN,'ce qui se traduisait
par une augmentation du nombre de constantes &lastiques. En fait,
ur

o
()
o

J. LAVAL considéré les déformations dans nsemble, comne nous
l1'avons fait au précédent chapitre. Nous nous proposons de donner
ici une extension des calculs de J. LAVAL.

™~

Relativement 3 un systéme d'axes fixes, supposé toujours
orthonormé, nous définissons la position d'un atome par trois vec-
teurs : un vecteur ﬁ, définissant l'origine de la maille du réseau
4 laquelle appartient 1l'atome, un vecteur f définissant la position
moyenne de l'atome 4 l'intérieur de la maille, et un vecteur 3(m,j)

définissant la position instantanée de l'atome par rapport 3 sa po-

sition moyenne.

Note : nous appellerons maille du réseau cristallin le plus petit
motif cristallin qui peut, par des translations, reconstituer le
cristal tout entier. Le résecau formé par les érigines de toutes les
mailles est le réseau de Bravais. Si la maille comprend g atomes,
chacun de ceux ci engendrera un sous réseau superposable par trans-
lation au réseau de Bravais.




Restriction fondamentale : 4 la suite de tous les auteurs, nous

n'étudierons les déformations d'un réseau cristallin que lorsque
le réseau déformé reste un réseau. Cela revient i dire ; s'il y

a g atomes par maille, que le réseau cristallin, formé de g sous
réseaux simples, identiques et paralldles (réseau de Bravais) se
déforme de fagon que le réseau de Bravais reste un réseau. Trois
positions alignées de ce réseau resteront donc alignées, et dans
‘le méme rapport. Donc la déformation du réseau de Bravais est uni-
forme, d'aprds le §4 du chapitre précédent.

Nous bornons donc notre étude aux déformations uniformes.

2. Expression du vecteur déplacement moyen

. > . - - . > -
Soit u(m,j) le vecteur déformation moyenne du point m + J.
[ T L > N L. - e 2y N .
Dans 1l'hypothése que U est petit devant (m+3), nous pouvons dévelop-
-+ P P 4
per u en série de (m+3])

(2.1) u(@, N = Am, 3+ tg m,5) @P+5P) + k3 mP4if) mTegMye.L.

Considérons alors les points d'un méme sous réseau. La déformation
de ce sous-réseau est uniforme si nous nous conformons 3 la restric-
tion fondamentale exprimée plus haut. Nous pouvons donc appliquer au
d” -~ - - - .
vecteur u les résultats trouvés concernant les déformations unifor-
- . N - . .
mes. Le vecteur A(m,j), indépendant de¢ m, représente une simple

“translation du réseau. Il vient alors :
- »+ > .
(2.2) u@@ N = 2D+ tF ) @5
Considérons maintenant les points ﬁ+f'et ﬁ+f appartenant

au sous réseau J, et m+E, p+X deux points appartenant au sous réseau
K. Les sous réseaux devant rester paralléles, cela implique :

(2.3) i@,k - i@, = 43,5 - 43,1
Si 1'on tient compte de la relation (2.2}, il vient, apré&s simplifi-

‘cation : Ltg (x) - 2 (j)] n® = [t - t‘g(j)Jp'3 (2.%)




La relation (2.%) doit &tre vérifiée quels que soient m
o

B
indépendant de 7. De sorte que, compte tenu de 1l'hypothése de dé-

part que le réseau déformé reste un réseau, le vecteur déplacement

et 3 d'une part, f et X d'autre part, ce qui implique que t_, est

P e s e
moyen de l'atome en position moyenne initiale m+j a pour composan-
tes sans approximation !

(2.5) u(@, N = 2+ tf @Pesf)

On peut traduire ce résultat en disant que les sous ré-

seaux se déforment de fagon identique, mais subissent en outre des
o

glissements les uns par rapport auxX autres. Le tenseur tg

sera ap-
pelé, ici encore, tenseur des déformations du réseau.

3. Expression de l'énergie d'un cristal

Loersque le cristal subit une déformation uniforme, il est
toujours possible, pour des vecteurs déplacements suffisamment pe-
tits, d'€crire l'énergie du cristal sous la forme d'un développe-
ment en série des déplacements u(m,j)a des positions moyennes :

- . .y O 1 mj iy O 8
E = Eo + m% B(m,j), ulm,j)” + 3 nﬁ C(pRJaB u(m,j)” u(p,k)
(2.6 1 mf'( ap g Y
Y D(ICLL)OESY ulm,j)” ulp,k)" ulq, )" + ...
pk
qt

Les déplaccments des atomes n'influant sur l'énergie que par leurs
différences relatives (invariance par translation), on est amené a
poser (2), (19)

mj _
(2.7a) d% Clolap = ©
k
p nj
(2.7b) g D(pk) .= o
mj qs apfy
pk
a4 .
. . s mj nJ
ce qui revient 3 définir C(P1) et D(mj) en fonction des autres
mj‘aB mj aBy

termes.




Les termes B, C, D et Lo vont dépendre du vecteur dépla-
cement instantané, donc de l'agitation thermique et de la tempéra-
ture. C'est pourquoi, en supposant notre étude isotherme, nous
pourrons ne considérer qu'unm cristal fictif ol tous les atomes se-
raient immobiles dans leurs positions moyennes. Ceci allégera les
notations, en permettant de supprimer le mot 'moyen'.

Force appliquée a un atome : Par définition, la force

appliquéce & un atome (ﬁ,?) sera

. . . B . mj B
(2-8) P(m’J)u [= - _—L‘Tﬁl—,-j—ﬁ = “B(m,J)a - pﬂk C(p}J()G.B u(p’k) [

En 1'absence de tout déplacement, par définition, tous les atomes
d'un méme sous réseau sont soumis 3 la méme force. Les coefficients
B(m,j)a sont donc indépendants de m.

Remarque : Habituellement, le développement de 1'énergie
1imité au second ordre en u suffit a interpréter les phénoménes de
déformation & une bonne approximation. I1 est donc légitime de pen-
ser que dans le développement de l'énergie les tenscurs D(Eﬂ)u
et les suivants sont beaucoup plus petits que les tenseurs 2C(f{)as.
Ceci peut &tre interprété en considérant que le terme du second
- ordre dans l'é€criture de l'énergie provient des interactions des
atomes deux & deux, alors que les termes d'ordre supérieur provien-
nent des interactions des atomes 3 8 3, puis n 4 n, qui sont beau-

coup plus faibles (2)

o

4, Expression des vecteurs i(f) ¢en_fonction du tenseur tB

emarquons tout d'abord que, dans les hypoth@ses du cha-

pitre 1, nous avons supposé que le point situé 4 1'origine restait
fixe, au cours des déformations, Ceci implique que son vecteur dépla-

cement s'écrive : o o _
u@* = A(@H*=0 (2.9)
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Nous devons donc supposer que f(j) est nul pour tous les atomes du
sous réseau comprenant l'origine. Si g est lc nombre d'atomes par
maille, il n'y aura donc que g-1 vecteurs A 3 déterminer, soit 3g-3

inconnues. Remarquons que le cas g=1 est fréquent : c'est le cas de
[

B_est

la plupart des métaux. Alors la relation linéaire entre u et t
vraie sans approximation,

Les calculs faits précéderment par J. LAVAL & 1'ordre 2
sculement, sans termes du premier ordre, montrent que l'expression

des A en fonction de tg est linéaire. Nous poserons a priori un déve-

loppement des 2 en fonction de tg (2.10), -Voir page hors texte 1-
I1 s'ensuit immédiatement unc écriture du vecteur déplacement (2.11),
tirée de (2.8) ot de (2.10). Nous pouvons donc écrire la force agis-

sant sur un atome dans un état déformé en fonction du tenseur tg.
Dans un état de déformation statique quelconque, les atomes sont en

-

équilibre, donc sont soumis 3 une force nulle. Ceci devant &tre réa-
lisé quel que scit le tenseur t; définissant la déformation, le déve-
loppement polynomial obtenu de la force en fonction des composantes

4
de tB

systémaes d'équations (2,12), (2,14} et (2.18), Les notations cmployé&es

doit &tre identiquement nul, ce qui conduit immédiatement aux

pour ces &critures sont explicitécs en (2.13), (2,15) et (2.17).

- . . o . .
Résclution des systémes - Sans aucunce approximation, ces

systémes nec sont pas linéaires. I1 est donc ¢xclu de les résoudre
algébriquoment, ce qui n'aurait d'ailleurs d'intéré&t quec si l'on con-
naissait les valeurs des coofficients B, C et D, Cepcendant, parmi
toutes les solutions de ces systémes, nous savons que celles que nous
devons obtenir sont voisines des solutions du systéme linéaire asso-
cié, et qu'elles sont en outre trés petites. Il cst donc possible de
résoudre ces systémes par des itérations. Ainsi, le systéme (2.12),
¢n premiére approximation, ne comprendra dans son 2e membre que le
terme en B. Nous remafquons que les matrices de tous les systiémes

il y a un systéme (2,12}, 9 systémes (2.14) et 81 systemes (2.16)
sont les mémes notées r°(j’k)a3 . Compte tenu de la relation (2.9),
chacun de ces systémes comprend 3g~3 équations et 3g-3 inconnues.
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J. LAVAL a étudié la matrice g‘(j,,k)mB et a montré qu'elle &tait
régulieére (2). Ainsi il est possible de résoudre rigoureuscment

le systémec approché de (2,12) cité plus haut. Si nous appelons
gtj,k)as 1'élément courant de l'inverse de Fo, la sclution s'écrit
sous la forme (2.18). Pour poursuivre 1'itération, il suffit de
reporter les valeurs des P(j)® tirées de (2.18) dans le sccond

membre de (2.12), =t dc¢ résoudrc a nouveau le systéme (2.19) obtenu,

Une fois la solution du systéme (2.12) obtenue, il est facile de
aB’
ols
et ont la mdme forme quo lc systémc {2,112}, Ils s¢ résoudront de la

voir que les systémes (2.1%) n'ont comme inconnues que les P(j)

méme facon. De méme pour les systémes (2.16).

¢

5. Expression de¢ l'énergie cn fonction du teaseur tB

-

51 on examine l'expression de la force F(m,j)a agissant
sur l'atome mj, on remarque qu'clle peut se décomposcr en deux ter-
mes i le terme -B(j),, indépendant des déplacements des atomes, di
€lectrique, magnétique, etc..) ct les autres termes, dépendant des
déplacements des atomes, ¢t que l'on peut appeler forces internes.
Au cours du calcul fait plus haut, il est visible que si les forces
4 longue distance sont nulles, les termes P(j)a sont tous nuls,

Lorsqu'on reporte les valeurs de u(m,j)® donnse en {2.11) dans celle
o
B
est nul. Mais s'il existc des forces d longue distance non nuliles,

de 1'énergic (2.6), on remarquc alors que le termec d'ordre 1 en t

les termes P(j)* ne sont évidemment plus nuls, mais de plus les
termes d'ordre supéricur sont modifiés par 1l'existence de forces 2
longue distance., Ainsi, dans le développement de 1'énergic en fonc-
tion du tenscur des déformations, non seulcment il y aura des ter-
mes de degré 1, mais les termes de degré 2 et plus ne scront pas
€gaux aux mémos termes dans le cas de l'absence du terme B(j)a dans

les équatiomns (2.12).

& une action extérieur, dite & loanguc distance {qui peut &trec un champ
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Dans le cas le plus général, nous pourrons donc &crire
1'&nergie du cristal sous la forme :

2,20 = Al 1B opa .1 4488 (a .y . 1 ,,B8C 0 v, €
( ) E A+Aut3+7AaTtBt6+GAGYEtBthC-!-...

Comme nos hypothéses éﬁpposent le cristal infini, cette écriture

n'a pas de signification par elle méme, les sommes définissant les
A' en fonction des P, des vectocurs E,;,ﬁ,ﬁ etc.. ¢t des constantes
atomiques B, C, D etc.. &étant divergentes. En fait, cette écriture

est valablc pour un cristal fini. L'hypothése d'infinité n'intcrvient

que pour la définition de la densité d'énergie; qui est supposée
constante dans le cristal. Dans la mesure oll celui-ci est grand par
rapport aux effets de bord, cette supposition est raisonnable et,

si v est le volume du cristal, la densité d'énergie sera représen-

téc par :

2,21 Ty =_]?:
( ) =z

51 1'on compare cette expression de la densité d'énergic
avec celle obtenuc dans la théorie des milicux continus, on remar-
que que la forme en eost la mdme, et que de plus les termes ont la
mdme symétric, celle des dérivécs particlles de 1'énergie.

Remarquons que la considération d'un milieu a structure
e fait que donner des renseignements nouveaux sur les termes A du

chapitre 1., I1 est donc a2 priori possible, connaissant ies symétrics

des constantes B, C, D d¢ l'oxpression de 1l'8nergic (2.6), de déduire

sur les constantes A de nouveélles symétries. Cet oxamen, fait par
LAVAL (2), a eu un résultat négatif. Néanmoins, il recste possible
qu'une meilleure connaissance des constantes atomigues fournissec
d'autres relations.
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6. Unification des deux théories

La comparaison entre la th€orie des milieux continus et des
milieux & structure, n'est possible que dans le cas de¢ déformations
uniformes. Les définitions choisics pour le tenseur des déformations
sont alors identiques du point de vue macroscopique, scul observable
au cours des phénoménes statiques,

b=y

Le traitement des déformations des milieux 3 structure dans
le cas de déformations non uniformes (flexions et torsions) est trés
délicat & faire du fait qu'on ne peut plus utiliser la périodicitsd du
réseau. Cependant, l'accord entre les deux théories dans lec cas de
déformations uniformes et la quasi continuité des milieux & structure
pour les phénoménes macroscopiques étudiés incite 4 penser que 1'ex-
pression de 1'énergie d'un milieu & structurc ne change pas de forme

au cours de déformations non uniformes.

Dans ce qui suit, nous ne spécifierons plus s'il s'agit
d'une théorie de milieu continu ou 3 structure, et nous noterons la
densité d'énergie :

2,22 - B, . 1 B8 _a.vy ., 1 ,B8T ,a vy ¢
{ ) W= A+ Aty + 3 AGY tatl + % Aaye tatity + ...
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CHAPITRE TIII

LES DEFORMATIONS ELASTIQUES

1. Les hypothéses des théories de 1'élasticité

Nous avons jusqu'ici étudié systématiquement les déforma-
tions d'un corps définies dans les hypothéses de départ du chapitre 1,
Parmi ces déformations, le groupe des rotations occupe une place 2
part. En général, les théories de 1'élasticité ne tiennent pas compte
des déformations de rotation, en utilisant des tenseurs symétriques

extraits du tenseur tg par divers procédés.

Physiquement, le probléme élastique sc¢ pose dans les termes
suivants : nous étudions un corps sclide illimité soumis exclusive-
ment 3 des forces internes 3 faible distance, ne dépendant que des
positions relatives des atomes. Lors d'une rotation globale de tout
le corps, en l'absence de forces & longue distance, il est clair que
les positions relatives des atomes restent inchangées ; l'énergie du
cristal restera de méme invariante par ung rotation quelconque. Il
s'ensuit dés lors que cette invariance par rotation va impligquer sur

les constantes de déformation de nouvelles relations de éépendance.

-~

Conformément a4 ce qui a &té vu au chapitre précédent, en
l'absence de force a longue distance, il n'y a pas de terme du pre-

micr ordre en tg dans la densité d'énergic.

2. Les tenseurs de rotation

Une rotation dans R3 dépend de trois paramétres (les angles
d'Euler par exemple). Pour des raisons de commodité, nous préférons
définir celle-ci par son axe (p%) ct son angle 6.
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La matrice d'une rotaticn, dans des axes orthonormés, est unitaire.
Elle s'écrit (Birss (5))

{(3.1)

2
cosf+p; (1~cos6)

P1P2 (1-cos6)+pssine

Pi1p3(1l-cose8)~-p,sine

2
ﬁ{g =1papy {1~cose)-~p3sine cos® + py{(1l~cose) P2p3(l-coss)+p;sine
2
p3p1(i-cose)+p,sine  p3py(l-coseé)-p;sine cos6+ps(l-coss)
n. A
d'olt nous tirons aussitét 1'expression du tenseur des rotations, R
(Rg =Ry - 43)
~ _'i -~
(3.2) pZ-1 piP2 P1P3] o +p3 -p2
Ry = (1-cose)ipzpy pi-1 popsl+ sine [-ps o  +p
PsPr P3Pz P3-1 *P2 ~P1 ©

I1 est facile de montrer (annexc 2) que le tenseur Rg

e

comprenant 2 composantes 1i ations, on peut exprimer

i a
celies-ci en fonction des trois composentes de la partie antisymé-

trique du tenseur Rg, soit
(3.3) @2 = p; sing 23 = p, sine 2 = py sine
on obtient alors, en posant sin?o = (a2)2 + (a})2 + (a})2,
(3.'4) e - m-f..laY .;..1.’.'24..:!‘."-}

R8 QB > ﬂyﬂg (1 7Sin“e+ gsin 9)

Ce développement est toujours convergent, On remarque cn
outre que le scul terme d'ordre impair non nul est le terme du pre-

mier ordre. En particulier, au 4¢ ordre prés, nous pouvons écrire :

(3.5) Rg = g% + 1 g% oY

B 2 %y 7B

exXpression que nous utiliserons par la suite,
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3., Symétrie des constantes de déformation dans le cas d'un phénomdne

8lastique

Considérons la suite des deux déformations ainsi définies

- Une déformation décrite par le tenseur tg

- Une rotation infinitésimale du milieu déformé, décrite par
- - LN - Ot
le tensecur ng. D'aprés la relation 3.5, on voit gue si le tenseur R

est infinitésimal, ng = dﬂg au second ordre différentiel prés. ’
D'aprés la relation (1,5) sur la succession do deux déformations,
la variation infiniment petite dt du tenseur tB duc 4 la rotation
aQB vaut
(3.6) dtg = dﬁg * dﬂ? tg

D'aprés les hypothéses des théories élastiques, une rotation
quelconque doit laisser invariante 1l'énergie du corps, et ceci quel

que soit son état de déformation avant la rotation. Donc la variation

de 1'énergie due i dtg (3.8) doit 8tre nulle guel que soit tg
(3.7 = A8 B, Y a BOL.Y
) aw Ajdty + A Ctldtd s 2 Agoctitideg + ..
(3.8) = 40 a8 Bd 28 aByeY . 1 (4BSL, .08 B
dﬂB AG + (Aqy+daﬂY)t6 * 3 (AQYE+2A Ae)té r + ..,
La forme différentielle (3.s) devant &tre identiquement nulle
et le tenscur daY étant auntisymétrique, cela implique la symétric des -

8
expressions entre parenthéses par échange de aet B, soit

(3.92) AR o a0
o B
(B.Bb) AB& + A(S B = Aaﬁ + 6 C‘
By B Y
(3.9c) _ ABSz ZACSAB = A%8L , gpT8,0
aye ay e Bye By &

Compte tenu de l'absence d'action 3 longue distance, les relations
(3.9a) se réduisent a l'identité o=o, ce qui simplifie les relations
(3.9b) qui s'écriront simplement

oy By
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11 est facile de montrer que les relations de symétrie (3.190)
dans le cas d'une déformation élastique, réduisent 4 21 le ncmbre
maximum de constantes de déformation indépendantes du second ordre.
11 est plus long de montrer que les relations (3.9c¢) réduisent & 56
le nombre maximum de constantes de déformation indépendantes au 3°
ordre, Nous n'entrerons pas dans les détails de ce calcul, car il
est possible de retrouver ce résultat plus facilement, & 1l'aide des
considérations qui vont suivre.

4, Définition d'un tenseur des déformations é€lastiques

Jusqu'd présent nous avons décrit les phénoméncs &lasti~
q P

L]

ques 4 l'aide d'un tenseur general des déformations. Le fait que 1la

déformation est &lastique se¢ traduit par de nouvelles symétries, qui
réduisent le nombre de constantes de défovmation indépendantes. Nous
neus proposons maintenant d'extraire du tensesur tg la partie ‘'utile"

dans 1'écriture de 1l'énergie.

L'algébre linéaire (6) &tablit qu'une matrice régulidre
peut s'écrire sous la forme polaire d'une seule facon. C'est-d-dire
qu'eclle peut s'écrire comme le produit & gauche d'une matrice hermi-
tique définie positive par une matrice unitaire (ou de rotation).
l'on considére par excmple la matrice:ﬁg, e¢lle peut donc s'écrire
d'une seule fagon sous la forme :

(3.11) ng *l? *{xg

Si on revient & la définition de tenseur des déformations,
ceci peut s'écrire :
(3.12) O op® L o0 ¥
tB RB SB RYSB

{(nous avons note‘y la matrice hermitique définie positive et

a . v - Fd -
ffs- S +AS) A1n51, toute déformation peut 8tre considérée comme la
succession d'une déformation définie par un tenseur symétrique et

d'une rotation pure,
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I1 va de soi alors que s'il s'agit d'un phénomeéne é&lastique,
sgul le terme Sg aura de¢ 1l'influence sur l'énergie, qui est invariante
par rotation., Ceci peut se vérifier en écrivant 1'énergie en fonction
du tenseur tg écrit sous sa forme développée (3.12). L'application
des relations (3.9} montre bien que 1'énergie nc dépend que de Sg.
Si on tient compte du fait que Sg ¢st un tenseur symétrique, clle

pourra s'&crire : (3,13)

ABS L ABY a0 00y  ABST,aBOe ABYE ABYEL
ay " ud "By "BS cogy aYE "oyl “ade “adp BaYoE
W=A+ S,S5. + 5,5:.S
4 B 4 8 B"é7 ¢

Il est évident sur cette écriture que W ne dépendra pas
nommément de toutes les constantes A, mais seulement d'un certain
nombre de groupements de celles-ci, Ces groupements sont au nombre
de 21 au 2% ordre et de 56 au 3¢ ordre, comme on peut le voir faci-
lement.

5. Critique des théories usuclles de 1'Elasticité

La difficulté majeure rencontrée dans la théorie des défor-
mations élastiques est que le tenseur tg “"contient” un terme de ro-
tation globale qui n'influe pas sur l'énergie de déformation. Pour
€liminer d'un tenseur 4 S compesantes les rotations (dépendant de 3
paramétres), il fallait se ramener 4 un tenseur & 6 composantes. Les
tenseurs les plus simples dépendant de 6 composantes &étant les ten-

% des tenseurs symdtriques,

seurs symétriques, on a extrait du tenseur tB

D'oll trois définitions fondamentaies

A) Déformations infinitésimales - Dans ce cas, le tonscur symétrique
g. I1 est facile de
voir que cette définition n'est valable que si on borne 1l'écriture

est simplement 1la partie symétrique du tenseur t

de la densité d'énergic 3 l'ordre 2 ; la théorie exclut d'elle méme
toute étude des ordres supérieurs. La raison en est que cette théorie
se fonde sur la loi de ilooke, qui, on le sait, n'est qu'une premieére
approximation.
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On trouve cettc définition dans tous les ouvrages ¢lémentaires, ainsi
que dans les travaux de LOVE(7), VOIGT(8), HEARMON(9), HUNTINGTON (10),
TIMOSHENKO (11)

B) Les deformattons fintes -~ La matrice symétrique extraite de 1la
matrlceckB est le produit de celle-ci par sa transpesée, qui permet
d'écrire le tenseur des déformations, en axes rectangulaires

3,14 . 40 B Y &Y
( ) Cup = tg * t + th t]

Cette &criture est-rigoureuse, et la connaissance de e,p SR tout

point permet de définir complétement 1'état de déformation du corps.
Remarquons de plus qu'en négligeant les termes du second degré dans
e, o0 retrouve (@ un facteur 1/2 prés) le tenseur défini plus haut,
Elle a été employée par CAUCHY, le premier, puis par GREEN et ZERNA
(12), LANDAU et LIFSCHITZ (13}, NOVCZIHILOV (i4), GRIOLI (15) TRUESDELL
et TOUPIN (16}, ctc.. Cependant, bicn que cette définiti

cnit »i_o
on solit ri

| aadd

goureuse, et bien adaptée aux problémes géométriques trés généraux,
elle se plie plus difficilement & 1'interprétation physique des rota-
tions.

¢) Nous prendrons donc comme dJdéfinition du tenseur des déformations
tlastiques le tenseur § , symétrique, extrait du tenscur total des
déformations, d'une facon unique, par :

{3.12) ¢ . po o OaY
tB RB + S3 + RYOB

Nous remarquons que si nous bornons cette &criturc au premier ordre,
la décomposition est exactement la méme que dans le cas des déforma-
tions infinitésimales. Il n'y a donc aucune contradiction entre les
trols définitions tant qu'on sc¢ borne & une rotation infinitésimale.
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CHAPITRE IV

LES DEFORMATIONS PARA~ELASTIQUES

1., Les hypothéses de départ

Contrairement aux déformations purement €lastiques, nous
appellerons para-&lastiques les déformations ol les rotations ont unc
influence sur 1'énergie du corps. Nous avens montré précédemment
qu'en l'absence de force 3 longue distance, la déformation &tait
"murement' &lastique. Donc 1'étude des phfénom@nes para-élastiques
concerncra les déformations de corps en présence d'une action 2
longue distance. Nous supposerons que les caractéristiques direction-
nelles de cette action 4 longue distance sont invariablement liées,

te

sauf spécification contrairc, au repdre de réfirence.

Dans tous les cas pratiques, l'apport des forces a longue
distance est petit devant les forces interatomigues. Ceci revient &
dire que 1'énergie duc & cet apport sera petite devant 1'éncrgie de
cohésion atomique, ou énergie &€lastique.

2. Décomposition de l'éncrgic

Si 1'on porte dans 1'expression (2.22) de la densité d'éner-
p I

% 1a donsité

gie la valeur (3.12) du tenseur des déformations tS’

d'énergie se décompose en
(4.1) Wo= A+ Wp o+ Wp o+ Wy

oli Wy désigne 1'énergie élastique, dépendant du tenseur S;, Wp 1'éner-
gic rotationnelle, dépendant du tenseur Rg, et Wy une énergie d'in-
teraction entre les déformations &lastiques et les rotations, dépen-
dant 3 la fois de 5% et RY. Les valeurs de ces trois énergies figurent

B B
dans la page hors texte 2., (¥.2a, #.2b et k.2c).
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Pour la suite, il cst plus commode d'écrire ces trois densités on
fonction des composantes indépendantes du tonsesur des rotations
nous avons montré qu'il &tait possible (annexe 2) d'écrirc celui-ci
en fonction uniqucment des termes Qg de sa partie antisymétrique. En
remplagant R% % dans (#.2a, 4,2b

R B
et %,2c), on obtient respectivement les relations (%.3a, 4.3b et u,3¢).

par son expression en fonction de @

Habituellement on note la densité d'émergic d'une autre

naniére. La contribution élastique étant prépondérante, on écrit

celle~ci comme un développement en fonction du tenseur Sg, les coef-

ficients de ce¢ déveleppenent dépendant des paramdtres directionnels

N

(¢) de l'action 4 longue distancc, sous la forme W(¢) (u.4),

Pour identifier ces deux &critures, nous allons considérer,
o

d partir d'un milieu déformé par un tenseur symétrique SB

par rapport
au repérce de référence, les deux opérations suivantes

a

B
antisymétrique du tenseur des rotations, par rapport au repére de

référence, les directions (¢) restant liées & co repére. Liénergie
de cet &état est parfaitement définic par la relatiom (#.1), ol Wg,

1) Une rotation du corps, définie par les composantes 9, de¢ la partie

WR, Wi sont définis par (4.3a, u4.3b, w.3c)

2) Le corps déformé par Sg restant fixe relativement au ropére, une
rotation des directions (¢) par rapport au repére, définie par le
tenseur —Qg. Les directions (¢) deviennent (¢'), et lfétat ainsi
construit a une énergic W(¢').

Physiquement, les deux &tats ainsi obtenus sont identiques.
Il suffit de voir que, pour un référentiel 1ié au corps déformé par
Sg, la transformation 1) revient 4 la transformation 2Z), Nous pouvons
donc affirmer que W(¢')} est €gal 2 la densité d'énergie ¥ définie en
(#.1). D'autre part, le raisonnement ci-dessus étant valable quels

que soient les tenscurs So ot %, ces &critures sont identiques, Il

B B?
suffit donc de connaitre les variations des K en fonction de -Qg (#.5)

pour pouvoir écrire W(¢') sous la méme forme de W(%.1), soit :

(480 W(e') = A+ WR(e') + WR(e') *+ WL (4")
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oll Wg(¢4') est une fonction ne dépendant que du tenseur Sg, Wp(é') une
o

fonction ne dépendant que du tenseur Qg

et Wy(¢') une interaction
entre les deux tenseurs. (#.7).

Bemargue : Dans toutes les écritures concernant W({¢) et
W(¢'), nous supposons que les variablcs sont indé@endantes. Cela
suppose que les développements sont pris uniquement par rapport a
si, s%, s3, s2, s}, 5} et & af, a3, al.

I1 est d&s lors possible d'identifier lecs expressions (u.3)
et les expressions (4.7), pour obtenir les relations (4.8) permettant
de calculer les constantes de déformation R. Celles~ci dépendront
visiblement de (¢), qui est 1ié au repére, donc aux conditions ini-
tiales.

3. Les constantes de déformation des milieux para-&lastigues

A) Les constantes du premier ordre : D'aprés c¢ que nous avons vu
précédemment, 2lles sont ducs & l'existence du phinoméne 3 longue
distance. Leur existence signifie que 1'énergie du milieu cristallin
n'est pas minimale en 1'abscnce de déformation. Cela signifie aussi
que le milieu, instable en 1'absence de contraintes, se déforme spon-
tanément, Slles sont lides aux paramétres {¢), commc le montrent les
relations (4.8),

B) Les constantes du deuxiéme ordre : Les relations (4.8) montrent

que les constantes du sccond ordre dépendent aussl de (¢). Nous aurong
donic, associée i chaque corps ¢t 3 chaque direction (¢), relativement
3 un systdme d'axes donné, unc famille dc constantes dépendant des

-

paramndtrcs directionnels (¢) de l'action & lengue distance.




4. Les constantes Clastiques dévendant de (4).

Nous appellerons constantes élastiques des milieux para-
£lastiques associées 3 ung dircction ¢ les combinaisons de constantes

A intervenant dans Wg, ou dans Wﬁ(¢). Cl'est-d-dire, sans méme faire
1'identification compléte, les coefficients K(¢)S et K(¢)§$.

I1 est interessant de comparer ces constantes élastiques 4 celles
d'un milieu hypothétique ol 1'action de ¢ serait supprimée. Dans un
tel milieu, il n'y aurait pas de constantes au premier ordre et les
constantes du second ordre ne dépendraicnt pas de ¢, naturcllemcnt.

Les constantes du premier ordre sont toujours prises en
compte par les auteurs traitant des phéncménes para-&lastiques.
Cependant, presque tous les autcurs négligent la variation avec (¢)
des constantcs du second crdre qui s'introduit cependant de fagon
absolument paralldle aux constantes du premicr ordre. Dans ses tra-
vaux sur les pigzo-électriques, MUELLER (18) a tenu cemptc de cette
variation, et a dénommé énergie morphique 1l'énergie qui y est atta-
chée.

5. Cas d

[

un rhénoménec m-8lastique

Nous appellcrons m-élastiques les milieux ol l'action &
longue distance est caractérisée par un seul paramdtre directionnel m.
-C'est notamment le cas des ferromagnétiques saturés et des piézo-
électriques.

Dans l¢ cas particulicr d'un corps m-&lastique, les cons-
tantes K(¢) du développement de 1'éncergie W(¢) en fonction du tecn-
seur § sont habituellement exprimées en fonction des monomes en m%.
I1 est alors possible d'obtenir, pour une rotation définie par ng,

un développement des K on fonction des Qg (¢.5). I1 suffit
d'écrire que :
(4.9) m'® = a® 4 Rg P
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&riture rigoureuse, ct de remplacer ensuite Rg par son expression en
fonction de ﬂg {3.5). En élevant cette expression 8 des puissances
donnécs, il est possible d'écrirc en fonction des Qgtous les monomes
en m” qui figurent dans 1l'expression des K. Ce calcul a é&été fait en

ce qui concernc les termes de plus bas degré, sur la page hors texte 3.

Remarquons que dans un milieu m-&lastique, il n'y a pas cor-
respondance biunivoque entre les rotations et 1'énergie de rotation.
En effet, 1'énorgie est invariante par une rotation quelconque d'axe
confondu avec la direction m. Pour cectte raison, il ecst difficile
d'exprimer le développement des K en fonction des dérivées particlles
ce qui serait plus rigoureux., C'est pourquci nous préférons utiliser
la page hors texte 3.
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CHAPITRE V

Une DEFINITION des CONSTANTES ELASTIQUES
dans les MILIEUX PARA-ELASTIQUES

1. Positicon du probléme

Nous avons dit, au chapitre I, que le nombre de constantes
de déformation A indépendantes, qui était au maximum de 9 au 1® ordre,
de 45 au second et 165 au troisiéme, dépendait dans une large mesure
des symétries du groupe cristallin auquel appartient le corps, qui
créent sur ces constantes de nouvelles relations de dépendance. On
sait aussi que ces relations atteignent une simplicité maximum lors-
que les axes de référence sont confondus avec les axes cristallins,
(Tableaux hors texte 4).

Dfautre part, pour définir une déformation, il est néces-
saire de préciser le milieu initial choisi comme milieu non d&formé.
En présence d'un phénomdne 3 longue distance, il est nécessaire d'appli-
guer 4 la surface du corps des forces pour que la déformation soit
nulle. En effet, l'énergie Wp en particulier n'étant pas constante,
aura des minima. Pour tout choix des paramé&tres ¢, il s'exercera donc
sur le corps un couple tendant i 1l'aligner sur une direction telle que
We soit minimum. Il n'est donc pas possible de définir un milieu ini-
tial ol la déformation soit nulle en l'absence de contrainte.

2, Choix d'un milicu initial indépendant de ¢

La symétrie d'un réseau para-€lastique est liée d'une part
i la structure du réscau, dfautre part aux directions ¢. C'est-a-dire
que si 1l'on choisit comme axes les axes de symétrie du milieu, ceux ci
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dépendront dans unc large mesurc de ¢. En général, pour des positions
quelconques des directions ¢ par rapport au corps, le milicu sera
triclinique.

Compte tenu du fait que 1'action & longue distance est faible devant
les interactions atomiques, il est préférable de considérer que 1la
symétrie du milicu est la symétrie cristallographique, évaluée sur
des polycristaux, et que l'existence de (¢) entraine une perturba-
tion dc la symétrie du cristal.

Le milieu non perturbé n'est pas réalisable en général ;
il s'agit donc de définir, & partir d'un état physique possible, 1les
axes de référence. Le milieu non déformé initial sera celui qui,
rclativement 4 ces axes, aura la symétrie cristallographique. Comme
nous supposons qu'il existe dans le milicu non déformé un couple com-
pensant la rotation du corps tendant 3 s'aligner suivant les direc-
tions faciles de ¢, nous en concluons que, si 3, % et ? sont les

directions déformées des directions
X3

P cristallographiques, les directions
Y
A

origine sont celles qui s'en dédui-
sent par une déformation symétrique.

/

+ . . . o
e 3 B Une fois cholsis ces axes, le milieu
g > x" P - - - - -
y<27 T ‘non déformé initial, qui & par rap-
X1 2 port & ces axes une symétrie donnée

dépend encore des paramétres qui

fixeront son échelle. Ainsi, tous les
milieux ayant la symétrie cubique par rapport 2 un repé&re seront
€quivalents a4 unc compression hydrostatique prés, etc... Ces paramé-
tres sercnt tout enticrs contcenus dans les termes du premier ordre,
et seront sans influence sur ceux du sccond.
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3 Cas particulier des déformations m-élastiques

Pour tous 1lc¢s corps cristallins, il y a au moins un choix
de m pour lequel lcs axcs cristallographiques sont inchangés. En
effet, 1'axe qui supporte le vecteur ﬁ, s'il est confondu avec l'axe
de plus haute symdtrie du cristal, conserve cette symétric. Deux
seules exceptions : le cubique on la symétrie devient quadratique
pour une aimantation suivant un des axes, et 1'orthorhombique qui
devient monoclinique. Quoi qu'il en soit, tous les axes gardent leur
dircction. Autrement dit, ce sont ces axes qul scront choisis comme
référonce, Insuite, il suffira de fairc tourner m en bioquant les.
rotations du corps pour conserver, quel que soit.ﬁ,,les axes de ré-
fércnce.

Conséquence : Au cours de l'identification faite au chapi-

tre précédent, lecs cocfficicnts des expressions de W(¢') auront tous
la symétric cristallographique, ce qui pourra beaucoup simplifier le
calcul,

4, Définition dcs constantes €lastigues indépendamment de ¢

- , . .
on évaluc les constantes de déformation, puis les cons-

(9]
}-ﬂ

tantes €lastiques pour un &tat initial dépendant de (¢}, il va de¢ soi
qu'on trouvera des "constantes' dépendant de (¢), relativement au
repére choisi plus haut. Ces ''constantes" seront .constituées d'un
terme prépondérant constant, et d'un terme variable dépendant de (¢).
Nous définirons comme constantes élastiqucs du corps para-élastiques
les valeurs moyennes des constantes liées aux directions ¢, pour
toutes les orientations possibles de ¢.

Dans le cas des milicux m-élastiques, les cocfficients des
termes du développement des K(¢) sont donnés en fonction des cosinus
directeurs m®, Pour prendrc les moyennes de ces termes, qui sont des
polynomes de cosinus directecurs, il suffit de sc reporter & 1l'ouvrage
de GALLISSOT et VERGNE (17) ol les résultats figurcnt sous forme de
table.
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5. Application 3 un cas particulier simple

Nous nous interessons a4 un corps de symétric cubique, ferro-
magnétique, aimanté 3 saturation dans la direction m. Nous allons
calculer complétement les constantes A du premier ordre, et les cons-
tantes élastiques "liées 3 m'' au second ordre.

Nous nous référons, pour 1l'écriture W@'), & la notation de
BIRSS (5). BIRSS é&crit lcs cocfficients K(4) en fonction des m sous
la forme des relations (5.1), (5.2} et (5.3} (voir page hors texte 5).
Hous n'avons fait figurer dans ces notations que le terme de plus
bas degré en m. Il va de soi qu'on peut ajouter les termes suivants
pour plus de précision,

En développant K(¢) et K(¢)§ au premicr ordre on fonction
de ng, 4 1'aide du tableau hors texte 3, on obtient les relations
{(5.4), de définition des constantes du premier ordre en fonction de
la direction m. Les constantes élastiques moyennes, définies précé-

demment, seront alors données par :

( ) Al A2 Aa Lo + 7 L1 + ,..
5.6h 2 = A3 = A3 = Al = Al = A2 =
( ) Aa = Az = Al = As = A2 Al 0.

En effet, les moyennes des tcrmes Ag {o0#B) sont non seu-
lement nulles & 1"approximation faite dans nos calculs, mais bien
nulles quelle que soit 1'aspproximation. Pour des raisons de symétrie,

11 ne peut y avoir dans les crochets définissant ces quantités que

des puissances pairecs de m®, Donc les moyennes & calculer scront de

ia forme mams(mYJZP, c'est-a-dire qu'elles seront forcément nulles (17).
Nous retrouvons d'auire part que le milieu initial, s'il est choisi
convenablement, peut annuler les termes Ag, car il est défini & une
compression hydrostatique prés. En effet, lcs trois termes A: sont

égaux.
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Les constantes élastiques moyennes figurent sur le tableau
(5.5). Nous pouvons faire la méme remarque que précédemment sur les
termes nuls de ce tableau : ils sont rigoureusement nuls, de méme que
les termes (11.11), (22,22) et (33.33) par cxemplc sont rigourecusement
égaux. Dans ces constantes, on trouve des termes d'origine purement
magnéto-6lastiques, en particulier tous les termes affectés de 1'in-
dice 1, et des termes mixtes, d'origine & la fois magnéto-€lastique
et &lastique.

6, Interprétation des résultats

Ecriture de la magnétostriction spontanée - La magnétos-

triction spontanéde, en 1l'absence de contraintes 'élastiques', présente
la plupart du temps des contraintes "rotatiomnelles'" qui emp@chent
le corps de s'aligner sur les directions de facile aimantation. La
magnétostriction sera donc une déformation purement &lastique du corps,
le tenseur 2O restant "bloqué" 3 zéro par les contraintes rotation-

8
. o ard lg2gl 2 3 1 2 3 1 qar
nelles. Comme les neuf variables 583553, 53, 87, S5, fig, @y, fi, sont
indépendantes, les dquations de la magnétostriction spontanée s'écri-
ront :
(5.7) 3W(m) _
s

d SB
Soit, en décomposant cette expression :

3 Wg (m) AWy (m)

3 SB 3 SB

Si on remarque que 3W1/3 S

composantes du tenseur @, on en tire 1l'écriturc finale des équations :

(5.9) ol 0

o
aSB

On retrouve 1'écriture classique des équations de 1a magnétostriction.

¢st un polyndme ol figurent toujours les
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$i 1l'on remplace Wg(m) par son expression tiréc de (u,7a),
il vient
r ' 86 7
(5.10) HOMEE: K(#)o, S5+ ... =o

équation qui peut se r&soudre par itération dans le cas le plus géné-
ral ; toutefois, 1'itération convergeant extrémement vite, on se borne
habituellement au premier tour.

En fait, la résolution de ce systéme est scuvent assez com-
pliquée, du fait que le tenseur K(m)§$ » pour m quelconque, n'a pas
de terme nul (cf. 5.3). Aussi on préfére écrire la relation (s5.10)
sous la forme (5,11} :

BE 1 , § B8
k()f + KBS sy o+ kB - kB0 sy =0

et on fait alors 1'itération sur les termes K(¢)-K, d'eorigine "morphi-
que'’, dont on sait qu'ils sont petits par rapport 4 K. Ici aussi, on

borne habitucllement 1'itération au prempier tour, ce qui revient en
fait a considérer comme nulle 1l'énergie morphique. Pour une premiére

approximation, cette considération est parfaitement justifiée.

Ainsi, les termes du premier ordre sont 1iés essenticlle-
ment & la magnétostriction, et on les appelle souvent constantes ma-
gnéto~&lastiques, ce qui est un abus de langage car il en existe
d'autres. Leur mesure sera nécessairement duc 3 des mesures de ma-
gnétostriction directionnelle, ¢t le terme Lo {en volume) aura une
part prépondérante dans unc anomalie de dilatation au passage du
point de Curie,

Les termes du sccond ordre scront composés des constantes
€lastiques, auxquelles s'ajoutent des termes petits dépendant de m
et de moyenne nulle. Cctte définition est arbitraire, dans la mesure
ol il est impossible de séparer dans les constantes du second ordre
les termes d'origine interatomique et les termes d'origine magnéti-
que. Nous pensons d'ailleurs qu'il est illusoire de vouloir séparer
les deux contributions, 1l'existence de Jg étant intimement liée au
corps lui-méme.
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Compte tenu de cette €criture et de cette définition des constantes
élastiques, ceci permet de prévoir une anomalie de constantes &las-
tiques au franchissement du point de Curic, lorsque cesse 1l¢ ferro-

magnétisme,
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CONCLUSTION

A 1la suite de cette &tude, il apparait que les phénom@nes élastiques
statiques sont complétement décrits par une théorie considérant le
milieu comme un milieu continu, dans la mesure ol le spécimen étudié
garde des dimensions trés grandes devant celles de la maille €lémen-
taire.

Pour les corps présentant une déformation spontanée en
1'absence de forces extérieures appliquées, le milieu non déformé
de référence est une entite. Il est donc nécessaire de choisir de
facon parfaitement déterminée les axes de référence. Ce choix est
arbitraire, et nous en proposons un au §2 du chapitre 5. D'autre part,
la définition méme des constantes élastiques dépond encore du milieuw
non déformé de¢ référence. Nous proposons comme définition de ces
constantes les valeurs moyennes des constantes mesurées pour toutes
les directions possibles du phénoméne directionnel superposé. Cette
définition introduit notamment des constantes élastiques au premier
ordre, et oblige & écrire un peu différemment les éncrgies d'origine
para-élastique, qui doivent avoir une moyenne nulle.
Actuellement 1'intérét de cette définition est purcment spéculatif ;
en effet, les études expérimentales effectuées jusqu'd présent concer-
nent avant tout les phénoménes "du premier ordre' pour lesquels une
théorie méme approximative est suffisante. Autant la précision des
mesures actuelles que l'esprit dans lequel on les a faites interdisent
pour 1°instant toute application pratique de ce travail.

Cependant, il est possible d'envisager des mesures des ter-
mes d'ordre supérieur, comme 1'éncrgie morphique, 1l'anomalic des
constantes élastiques ou les termes d'ordre supériecur de la magnétos-
triction. |
Pour ce¢s mesurcs, il est primordial de définir au départ ce que l'on
mesure, d'une fagon non ambigud quoiqu'arbitraire, pour pouveir par
la suite interpréter les résultats de fageon valable.
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ANNEXE 1

Propriété caractéristique des déformations uniformes

Soient V? et VZ = kVT deux vecteurs proportionnels, et VT+U? et
VZ+UZ leurs transformés respectifs. La déformation étant uniforme,
nous pouvons €écrire, sans approximation :

gx§ uy = tgxg

Compte tenu du fait que VZ = kVY, les relations précédentes permet~-
tant d'écrire U3 = kUY, ce gqui entraine immédiatement :

Vi + U; = k(Vy+U})

ul = t

Réciproquement, supposons que les relations
v, = kVy Vy, # Us = k(Vi+U])
- * - A -~ L] L4 - > -
soient simultanément vérifiées quels que scient V; et k. Il vient
o AT ) .
U (x%, x2, x3) = k UM (x}, x2, xg)
Si 1'on utilise alors le fait que x3 = kx%, cette expression s'écrit :
a uf
U™ (kxi, kxf, kx3) = kU (x}, x%, x})
Ce qui montre que la fonction ﬁ(?) est homogéne de degré 1 en v, et

permet donc d'écrire

Itant donnés deux vecteurs proportionnels gquelconques V? et V; = kVT,

une condition nécessaire et suffisante pour que la déformation soit
. . - > .
uniforme est que les transformés de V; et de V, restent proportion-

nels dans le méme rapport.
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