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INTRODUCTION
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Un cristal est consiifué par un assemblagse de particules
gntre lesquelles s'exercent certaines forces de cohésion, Ces
forces sont telles qu'il existe, si on s¢ place au point de vue
de la mécanigue classique, des positions d'équilibre bien définies
A une température non nulle, ceS“atomeé’oscillent autour de leur
positions d'équilibre. On suppose en général ce mouvement har-
monigue, résultant de la superposition de mouvements simples de
fréquences "), bien définies. Si le oristal comporte N -
atomes, le nombre de ces fréquences discrétes est AN . quand

bf tend vers 1'infini, la aistribution des fréquences tend
vers une répartition continue dont la densité 3(5{} sera appelée
densité spectrale ou spectre de fréquence, On a
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Cette foney interv1en+ dars 1! ﬂxpression ues fonctions
thermodynamiques du cristal, Par exemple, 1'énergie interne \)

1'énergie libre Fﬁ » et la chaleur spécifique a volume cons-
tant (;u.' s'écrivent respectivement :
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ol “J est le nombre dlatomes du cristal et g % ‘‘‘‘ » Pour des
raisons de commodlté on introduit la densité de pulsation, notée
de la méme fagon ;% Q) bien que différente de L}{g
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et la densite h(&) du carré Ar= des pulsations, définie par :
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Dans la théorie primitive d'Einstein (4 ), on supposait
que o - y
8 (V" == 9 {\)"" \)a '\! . {jj
ce qui condult & : v A

il

C 'wdwif)JSMﬂ%'“ (@&@@@

ol v, est la fréquence caractéristigue du crlﬁtal. La formule
Q&)} permettalt de rendre compte des'var{ations observées avec
P dans le cas du diamant entre Joo°K et A Lo0”K, en

oh01sisSant P }ﬁQCfK! soit une fréquence caractéristique

)) 2‘% 4C= Cfﬁ (27 Millions de Mhz) correspondant & une longueur

d'onde A=A (infra-rouge lointain) et & un quantum ﬁ’%z OHeV,

Les mesures de chaleur spéeifiques effectuées par Nernst sur des

corps normaux a basse températurer, ont mentré que la relation (ﬂo,

n'est pas vérifide quantitativement. Cela tient au fait, déja remar-
qué par Einstein lui-méme (2 ), que la fréguence des vibrations
possibles des atomes autour de leur position d'équilibre, n'est pas
unique, mals que ces vibrations possédent, par suite du couplage




mutuel des atomes, un spectre étendu. Deux modifications ont
été proposces simultanément et indépendamment au modéle d'Eins-
tein pour tenir compte de ce fait, d'une part par Debye, et
d'autre part par Born et Von Kirman.

Dans la théorle de Debye (3 ), on considére le réseau
cristallin comme un continuum isotrope doué de propriétés élas~
tiques identiques &4 celles du solide macroscopique, Dang ¢es
conditions le spectre de fréguencé est de la forme

g?)= av’ €2)

ot : A s ) | )
t & .

Debye suppose en outre que la longueur d'onde des 'londes élasti-

gques représentant l'aglitation thermique, ne peut pas &tre infé-

rieure & une certaine valeur de l'ordre de la distance interato-

mique. Plus précisément, les fréguences de ces ondes sont infé-

rieures & une fréquence maximum définie par :

.j% av v = AN (14)

& e —G rd 4
(égalité du nombre des fréquences et du nombre de degrés de li-
bertdé du systéme).

On en déduit la valeur de la chaleur spéeifique

| 3 0/ 4 %
C,= Nk (@T) E I

-

o (5-4)
0 =Ry,

La fréquence maximum peut &tre calculée, & l'aide de(ﬁ4ﬂ?@3)
et de l'expression des vitesses de propagatlon des ondes ng
et C}: en fonetion des paramétres elasthues :

A vl /s Ui (G420 )= k. wive’ 1) 0,

2e)= 2,[&4+r\/5(/\-.ae—33 [@m 4-r) ) ,,2, S de)
p=masse Shee, duevistal 't,wmpress(blte {T'"Cof—;{ e Torsson.
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De 1la valaur de \%D , on déduit celle de la température carac-
téristique @ i La théorie de Debye a remporté un double
sucg¢es R
a%}é basse température elle préveit que C:v, varie
a1} ¥ e . H .. . X 4‘ — 3 .
comne T Cy & R %T (fg— {:fg@\“ fmale) {"‘F(’L}
loi bilen vérifide expérimentalement,

b) les valeurs calculées des températures caractéristi-
ques sont en bon aceord avec les valeurs observées :

Mela| Al On Mg G Sv B BLOB Aw
Bealeule 3990k 329 b et 45 F oM W6 466
Oobserve 396 ¥3 mo 6k 465 %6 i g0 86

Ce succeés a beaucoup contribué & faire oublier la théorie
de Born et von Karman, et & faire croire que la théorie de Debye
avalt épuisé la guestion. Cependant, au fur et a mesure que.les
mesures c¢alorimétriques plus précilses se sont accumulées, on
s'est apercu de l'insuffisance de la thdorie de Debye. Une revue
des travaux expérimentaux par Eucken (47) en 1920 montra claire-
ment d'une part que la valeur de O tirée de (/5) variait en
fonction de | , les varlations dépassant 1argemez{t les erreurs
expérimentales (variations de l'ordre de 10 & 20 %), d'autre
fart que dans certains cas, la valeur observée de () Aiffé-
rait notablement de la valeur calculée '

Substance 2 alade chserve (\o en )
2ime, 509 265
Cadvoivan, | A0 . 128

Blendel2n) 25 09 270
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Ces remarques ont amené Blackman (% ) 3 reexaminer en
1934 la question de la détermination de CQ)E partir de la théorie
proposée par Born et von Karmadan, et & montrer comment cetfb .
derniere permettait d'expliquer de fagon satisfaisante les deux
types d'écarts & la loi de Debye signalds plus haut.




CHAPITRE I,

LE MODELE de BORN et VON KARMAN et sa GENERALISATION

-.-..--.--—....-a.....‘..-...__._........L_—-_—.-——--—--———-.—-.—.-—.--.-.————.—

Hypothéses de Born et von Karman {©). A la différence
du modele de Debye, celul de Born et von Karman tient compte
gxplicitement de la structure atomique du cristal, D'autre part,
c'est un modéle classigque., On suppose que les atomes de'masse
données sont soumis les uns de 1a part des autres a des forces ¢

élastiques centrales, c'est 4 dire ne dépendant, pour un couple
d'atomes, que de la distance de ces deux atomes., Il en rdsulte
que pour de petits déplacements de ceux-ci & partir de leur
position d'équilibre, les forces gqui s'exergent sont proportion-
nelles & la variation de leur distance mutuelle (analogue &
1'échelle atomique de la loil de Hooke). On suppose en géndral
que les seules foreces qui agissent sur un ateme proviennent de
ses voilsins immédiats et de ses voisins immédiatement sulvants
et on néglige l'action des autres atomes. Le probldme de mécani-
que est traité de fagon classique, aprés avoir introduit des
conditions aux limites spéciales dites conditions de Born et
von Karmién. Une discussion approfondie (J~) a montré que le
speetre de fréquence réel, differe infiniment peu du spectre
obtenu en utilisant les conditions de Born et von Khrman guend
le nombre d'atomes du eristal tend vers 1'infini (Théoréme de
Ledermann, loc. cit,).

La chalne 11nea1re de Born et von Karman. On considére

bf atomes formant uhe chalue llnealre de masse ML s Sé=
parés a 1l'équilibre par la distance . , la dureté des forces
de rappel étant ol ; M étbant la disbance duoM—ime.
atome & sa position d’équilibre, 1'énergie de réseau est
%

I\
E- 7 ’m/tk + 7 w&;‘J Mg ) “1s)
et




Les édquations du mouvement sont

i, = o (M, tg) “t91) .
‘Yﬂ;(,t‘l‘r =4 (/U/\“ZML'J*“/{’L};) i

fm%: X (’ufn_»\ ~ M b Ay ) . QQ—-TZJ)
WTLLL = OA (JQLNdﬂ‘”ﬂJi%!) Q{gfb[)

Ce systéme linédaire peut &tre étudié tel queb On préfére cepen-
dant remplacer la premiére et la derniére équation par

,fm!u_./[_—: Oz (MN’ MZM;{""‘ /uL) @9”1 ()
it y C} " |

i - o (A —~2a o Ay ) og-n")
Toutes les équations du systéme sont alors du type

’YRJLL,\; Qi (“LLm~,-\ H~2,JUL% A M QI ) CZO)
avec la convention que

- velque soll M _ (2
o= Al quelg )

(conditions cycliques).
La substitution du systéme Q20)7Q24) au systéme
Q%Q} est précisdément ce qu'on appelle les conditions de
Born et von Karman, Le théoréme de Ledermann indique que- le
spectre de fréquence des dquations C&o) différe infiniment
peu-de celui de Qﬂg} gquand N tend vers 1'infini.
Le systéme (Zo) admet des solutions du type

wt W
A = ale et - (22)
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avece

mai= I (41— w:,ﬂf?) (25}

Les conditions c¢ycliques C}U imposent :
AN .

LAY P= 27&%; % erdier 70 (24)
En felsant varier 2 de4 é){',(gb)donnefd valeurs discrétes
de , pulsations propres de la chafne lindaire. Quand N
tend vers l'infini, @ parcourt l'intervalle[o2w] de fa-
con uniforme ; le nombre relatif de fréquences (pulsations)
correspondant & l'intervalle Lq)'%>+&q9i] gtant (ﬁﬁfTAd??
on-a " '

G ) dw = f%_-clc{s (45

le facteur .2, provient de ce que, & une valeur de‘Qﬁq 625)

fait correspondre deux valeurs opposées de (1] (ondes

se propageant en sens inverse, de méme fréquence), L'équation
GES)_ , jointe & {2%) , donne

o O, est la pulsation maximum définie par Qggqx;ﬂ .
2
M, = &

On voit que le probléme de la détermination de g(bJ)
est résolue simplement., Il en est de méme guand on consi-
dére une chafne lindaire diatomique, constitude par des atomes
de masse alternativement Tv et [l ( 2 ). Ce n'est évidemment
pas le cas général, comme on peut le voir sur le modéle de Born
et von Karmin & trois dimensions.

Réseau cubigue de Born et von Xarman & trois dimensions.

On considére un réseau cubique simple (réseau de Bravais) ; ol -.-..
2y 1s2cnt des forces centrales entre premiers yoisins, de duretd
oL et entre second voising de dureté Eg .
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On appelle,a(quwz; v(@%wﬁbf m;(gwn?b) les composantes
sulvant les axes: quaternalres, du veeteur déplacement, & partir
de sa p051t10n d'équilibre, de 1l'atome situé au noeud E ™R
Les équations classiques du mouvement de 1 atomerGQ”“,ﬁl) sont:

Wi (4 n)= ALt mym)=2a ome s lamn [T (o)

Dt o ppn (st e
e e {8 T
'mwh‘f 4% ”\“)

L€+4rwmw msﬁ f{ 4Wﬂw1%zwv-@H‘m~4“; Vp€4ﬂﬁ4 m}

4o an {2 ' ww44j*¥ik,xﬂﬂ o ﬁ1—4f**ii;g#ﬂ)qnf“4“4ihQE4

‘J\" \f -
4 “’k{*4{th“+4)4“VVi +4 i, N o ‘Vv %#4¢hfﬁv4fwvvc 4'W3ﬂ *) ]
et analogues pour r “E ﬂ\@“a et VV f’W1?1‘ .

Comme dans le cas du réseau a une dimension, les equatlons
relatives aux atomes situés prdés de la surface du cristal
QQ?AJN oqbfa\Wn:%lN?gyEﬁa\Thﬁﬁw>jypétant le nombre d'atomes con-
tenus dans une aréte. du cube, sont différentes des dgquations
éerites ci-dessus. On les modifie de maniére analogue. de fag¢on
5 ¢e qu'elles soient du type [97) et on introduit la
convention cyclique :

\.. =

’% i, M ,«/L{J?m h\ 4 m}nﬁku(ﬂm n

AL {'{Q—FN,‘W,Y}};M_{Q;WW}) (%)

5?Ah£§¢d &d&vd“-£)¢h,~&»_

Les solutions de  (2F) sont de la forme :
i dmm)e M p Tawt +A +Wh?+¢ngj 1
J £ ™, m)*.v tos fo [_/(L(}t“hg_ wmyEmy 7 , {29)
T i e

Les conditions cycliques LL0; imposent que :

b= '74”\' e J{W m . ﬂj‘j = "’X‘n } !P; 4, eviTievs ?{'O ,3 o4

Le systémégﬁe transforme en un systéme lirnéaire et homogeéne
en AA}%IVV , qui adwet :des solutions non triviales & condi-
tion que son déterminant soit nul, ce qui s'éerit ;
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4 b HORR
—M e “a- A wrﬁ{' %‘\Cﬁﬁ’\f %L‘i"r‘% )
. . ] ,;34
’ < N L -
el ‘M“**AQ@%@J oy, =0
B B0k ot A g x)
i. 1
\
: o { -G PLOST — Lo bl OBV
avec fﬁ(¢fﬂfk\ 2fA- cobtﬂj ,+X % 1 p Oty )
: \ IR RSt AV A, .
Blppl= bysinesing
. Al 9. _é.?f'{l/
Pour une valeur déterminée de Qf%ﬂlr/ , 1'équation admet
b, solutions A= . Quand on fait varier (£ 9V}
de fagon: gque ' '

. (32)
Agp< N Agqen ALvEN |
on obtient 5Nﬁ ‘valeurs distinctes de AL, valeurs des
(pulsations probres)z ‘du cristal, On doit noter que O et
” sont tels que les racines de Q34) » toujours réelles
pu1sque le détermlnant est symétrique, sont en outre positives,
les G devant &tre réels (comditions de stabilité du mouve-
ment du réseau). quand N tend vers 1'infini, les angles @,
I8 lk) varient uniformément entre O et L1 , et on a

J ! /38}
%<w)4w_: e dpddy 75
Mais la relation entre <? j & Lf définie par C54) étant
implicite, 1' équation (35) ne permet pas de calcule%%%iblicite-
ment & 1'aide des foncbions élémentaires comme c'est le cas
pour le réseau a uﬁe dimension,

©)

.Le modéle de Born et Begbie., Born a montré que Lrés

vraisemblablement les réseaux cubigues simples (3.C.) et cubi-
ques centrés (b.c,c.) ol les seules forces de cohésion sont
centrales ne sont pas stables ; le réseau cubique & faces cenbuicas
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(fic.c.) étant, dang ies.mémes_oonditions stable. Dans le cas

oll on suppose un potentiel de ia forme i

on peut montrer (40) que la

A, B thrdda®

conjecture de Born est exacte:

Ceci démontre la nécessité de généraliser le modeéle de Born et

von Karman en y incluant deg forces non oentraleéﬁ Dang le
modéle de Born et Begbie (44) on suppose que la force &lastique
agigsant Sur un atome est une fonction linéaire des déplacements,

é'partir de leyur position d*équilibre, des atomes voisins ; 1'é-

nergie potentielle est alors une forme quadratique par rapport

& ces déplacempnts, dont les coefficients représentent les dé-

rivées segondes du potentiel par rapport aux coordonnées. Dans

1'hypothése des forces centrales, il existe entre ces coeflficients

des relations qui ne sont plus valables dans le modeéle de Born

et Begbie ; cependant, dans

le modéle de Bern et Begbie, les

coefficients doivent vérifier des relations ayant plusieurs ori-

gines

5) relations exprimant la périodicité du réseau.

b) relations exprimant 1'invariance du potentiel (et

des autres grandeurs physiques} par une translation ou une rqta-

tion infiniment petite du cristal.

¢) relations exprimant 1l'invariance du potentiel par

les opérations du groupe de

symétrie du cristal,

N

Les relations du type a) et c¢) sont tout a fait
-élémentaires et sercnt dtablies au chapitre IT, Les relations

du type b) ont été étudides

Huahg (49,}, Une conséguence
qu'il existe toujuurs trois
la fréquence tend vers zéro
d'onde guand celle-ci eroft

par Born et Begbie'(loc. cit.) et
fondamentale de ses relatlons est
modes d'oscillations du réseau dont
comme 1'inverse de la longueur
indéfiniment ; ces trois modes cons-

tituent les ftrois branches acoustiques ou ondes longues,

3¢ Cetre ganeyalisation est aussi mecdsarre par suite de la violation des
w\ationg de Cauchy foar fes crisfaux reels.
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D'autre part, tandis que dans le modéle de Born et von
Karman (forces centrales) on peut établir directement des relas
tlons entre les constantes élastiques de Voigh et les dérivées
du potentiel d'interaction; il est nécessaire, dans le modile de
Born et Begbie de prooéﬁer différemment. On compare les ondes
longues et les ondes élastiques du SOlidé soug tension. De cet-
te comparaison il résulie (A9) : _

a) gue les dérivées du potentiel doivent satisfaire
certaines relations (relations de Huang).

"~ B) qu'on peut évaluer les constantes élastiques & 1l'ai-
de des dérivées du potentiel, c'est & dire dans le cas ol les
constantes inddétermindes ne sont pas‘trop nombreuses, calculer
des derniéres & l'aide des constantes élastiques mesurées,

Justification de la méthode classigue de calcul des

frequenoes de vibrations. Si on adopte le modéle de Born et
Begbie, ’énergle potentielle du systéme s'éderit :

o 341
V=2 V.94, A

£
ot 4, représente les composantes des déplacements des ato-

mes du systéme, L'énergie cindtique est

- Z o

ol JFL. est le moment conjugué de q; . L'hamiltonien
du systéme s'éorit

3@ Z j?% T if T‘fj;scf GI:, 35)

Le probléme peut alors etre tralte soilt de fagon
gquantique, soit de fagon semi-classique. ,

a) Traitement guantique, On suppose que /43} et ({
sont des variables dynamiques conjuguées, satisfaisant aux re-
lations de commutatlon, E%% est l'opdrateur hamiltonien. La




fonction de partition ;i; du systéme est

. ) | 208
e ™7 - 6 Ulg ] -~ 6 i
: § ‘
et 1l'énergie interneUse calcule 3 partir de 5% par
- F |
.. 2nZ (37)
#

b) Traitement semi-classique. On éerit les équations

classiques du mouvement

- 9V (33)

gul sont linéaires et & coefficients constants. Les pulsations
(J des SOlutiOﬂS{&Gﬂ:%ﬁojeimt de {5%} sont les
racines d'une équation séculaire., A partir de cette équation

on calcule ia densité de fréguence GO) . &)
2 g

£

{%) ayant calculd®o
écrit que 1'énergie in terne est donnde par 1'dguation (D).

Il ezt important de sgavolr si ces deux traitements
donnent le méme rdésuitat, puisque seul, en principe, le premier
est correct et que le second est celul qui est utilisé pratique-
ment, La réponse est affirmative et la démonstration de cette
équivalence peut &tre faite soit en utilisant la somme de Slater
(13 ), soit la méthode des transformations canoniques en mécani-
que quantique (14), Dans la suite nous ubtiliserons la méthode
seml-classique,

Remargues sur 1'approximation de 1'hamiltonien, Théoréme

de Born et Qppenheimera Pour rendre complétement correcte la

méthode de calcul des fonctions thermodynamigues d'un solide par
les formules {%L Ui et ng , 11 est nécessaire de
montrer que 1'hamiitogien réel du cristal peut se mettre sous la
forme approchée -i%S; . L'hamiltonien réel s'écrit

1

- ay = il '““\i
M= Tyt Te U = Tyt g
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— / . fia )
= fnevale CiNeadirt GES ‘noﬁ%}f
b\ N %t e :
H

A n no i1 electvons

"E

. . [ . _ _
’U’ - /*?DOT extlel o inteya atiown electvon 5»'{109]&1{;}{} Aeevrong ol -
Lion 4 | MCL‘E&W S L .
Born et Oppenheimer (45) ont montré qu'on peut considé-

rer \N comme une peftite perturbation et qufau second ordre
d'un calcul de perturbation, les électrons suivent adiabatique~

ment le mouvement des noyaux, c'est A dire se’meuvent, 4 chaque
instant, comme & les noyaux étaient fixés 3 la position qu'ils
occupent & cet instant (approkimation dite adiabatique), et que
d'autre part le mouvement des noyaux est le m€éme que s'il exis-
fait entre eux un potentiel de la forme :

@@, §@ CI/LLJ‘ b jfﬂ/
~ A

)
ou (j> ‘est une forme du roleme degré par rapport aux
composantes dﬁg déplacements des noyaux., Si on ne considérc que
} ' :

le terme - qui en principe est d'un ordre de grandeur

~uy suivants, l'hamiltonien nucléaire est bien du type

P
S Y R R 5 i

(approxization dite harmonique).

Les conditions de validité du thésrime de Born-Oppenhei-
meNP sont assez difficiles & préciser. Peierls (46) indique
que le théoreéme est waladble uniquenent si

;- ;7 -

T el
_f_:‘ﬁ’i— < AE Al

[N L

ol i est la vitesse des noyaux, 4  la distance sur laguelle
la fonction d'onde électronicque a@&ﬁbatique varie de facgon '
notable quand on fait varier la position des noyaux,AE la sépa-
ration des niveaux électroniques, Cette condition est‘certainew
ment violée dans le cas d'un métal tel gue le sodium puisque

1 zfpavetlon dos plvesve Mopteoonicues, au niveau de Fermi, ost
infiniment petite : dans ce dernier cui .un 14nlacements des
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noyaux si "lents" qu'ils soient, peuvent induire des transitions
entre les états électroniques, L'objection précédente peut certai-
nement &tre levée en modifiant la démonstration de Born et Op-
penheimer de facon a tenir compte simultanément de tous les états
d'énergie voisine (méthode de perturbaticn pour le cas guasi-
dégénéré) les conclusions restant sensiblement les mémes.
D'ailleurs on doilt remarquer que l'expérience confirme ce point

de vue, pulsque a basse température, la chaleur spécifique des
métaux est de la forme :

- 3
&/ L = G

ce qui indique deux contributions indépendantes, 1'une dfe &

1
)i

un systéme de bosons, l'autre & un gaz de Fermi dégénéré, Le
seul cas ol les conclusions de Born et Oppenheimer tomberaient
en défaut étant celuil des métaux 'supraconducteﬁrs au-dessous
du point de transition.

Les trois problémes fondamentaux. Dans la théorie de la

chaleur spécifique des solides, 11 convient de distinguer trois
problémes différents

a) la détermination des constantes figurant dans le
potentiel |/ de [54} ., & partir des principes, c'est & dire
de l'hamiltonien vrai du cristal.

b) connaissant les constantes de forces figurant dans
le potentiel approché V , déterminer la fonction iﬁ{?ﬂ};
spectre de fréquence du cristal., J

c) comparer le spectre %ﬁ)ﬁfavec les résultats expé-
rimentaux concernant la chaleur spécifique .

Le seul probléme envisagé dans la suite est le second
de ces frois problémes,

Rappel des méthodes numériques pour la détermination du

spectre de fréguence. (cf., Blackman (%%) ). Toutes les mdéthodes

reposent sur la considération directe de l'équation séculaire
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en @ . Parmi celles-ci les deux plus importantes ont éte
utlllsees initialement par Blackman (loc. cit.)

a) On ‘détermine dans 1! espace des phases (?yxjﬁ/)
les surfaces () = cte pour une suite de valeurs de 0 ;
si AV est le volume compris entre les deux surfaces W
et WHAY, on a g

(méthode des contours),

Z
b) On caleule  J aux sommets d'un réseau ré-
gulier serré dans l'espace des phases {(,¥,{ )] et on établit
RN : [ - : ; LR LS P
une statistique des valeurs de & . {méthode d'échantillon-

nage) .

Ces deux méthodes nécegsitent un nombre de caloul extré:
mement €ilevé, wEme peur des réseaux slmples, aussi est-il néces-
saire de trouver des méthodes plus puissantes quoique moins éle-
mentaires, si on veut aborder des réseaux plus complexes, En par-

ficulier, on psut penger qu 'une étude mathémathue systématique .
de la foncbion %(P/ paut permettre des progres intéressants.
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CHAPITRE IX

NOTATIONS

Notations valables pour un cristal guelconque. Une maille

s 4 o PN
est repérée par le vecteur AT , de composantes entieéres,
telles que

B A =
fw"l;a4 +Md, dq

représetite le vecteur amenant la maille origine sur la maille
considérée, ETK‘ étant les vecteurs primitifs du réseau. Un
atome est repéré par (&Efﬁ] ot S, qui varie ded & 0 reppé-
sente sa position dang lé maille Eﬁi . La composante dans
1a direction ©, (¥=4,2,3),
position d‘énvillbre de cet atome, est notde {7(ﬂh 5, ¥ )

ou encore (| (MM A «%,Y'} . JNT est
le nombre de mailles contenucs dans chacune des troils arétes

du déplacement A partlr de Bsa

du cristal.
L'énmergie potentielie a la forme

ot I i " 1 s
Ve A "'21 \/f fm'br P Y s, 0 C”M 5, S
-y 51
La condition &) page 1A Impose
- 1 \ S ‘""'?? £ty 7
*\f,:‘n'i?;q? 5,1 fm—wrh” 5 =y im,a,r}m“a,\"} (42)
On peut done poser .
£y, =@ et r3 6\
e Ay oy Al 185,06, ] i4 )
RV ~ b VO i) ri .
{'iqn{5ifjfﬁi§(r,. Y } R
I
Les conditions de Bom et von Karman, permettent & "

3

H

de prendre Aes N
g (mard m ) 5,0 )e 410 pys v )a gl ot 5:0e (Mo S,

valeurs dans Q4Z> 4 condition que

KZ,; A
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On a d autre part supposé que dans la forme quadratigue la som-
mation. 5 etend sur toutes les valeurs possibiles des indices et

e ' '* vl o —
""“f«nvs rsjﬂf“ﬂm%$ ") (45)
: - ' .
sott (™05 le moment copjugué de ﬂ(q’”}'r; 5)
L'énergle cinétique étant : -
=7 /b ff_"f. 50 (46
T > éf—d - f) pf\(ﬁ\ ~ ./'

. p‘l\gﬁ ?W\.‘}v‘ .
ou 1 est la masse de 1la “j ;frnf, catogorle d atome,
1'hamiltenien du eristal s'éerit

. W e - "",.m\t P
™ 5 Ayl NG RV
R A ‘%Hgm 4 B Giesmie s iamy j,e*mq 'y 5
T oy . - FELANVOTUNESL N/
. o i 0 js i \:'!/‘ W_j Y i ‘,c i i )
q“;ﬁa A REIRS “‘vg, {?

satlsfalre'a_x9cond1tiohs 0) de la page-44 . 801t AS{ ghe
opératlon du groupe crlstallographlque du cristal, sczient’l’n |
él P les transformés de Wn Q, P par ﬁg . 81 on con81depe
les deux atomes (Wn 6) et 'QYE 5! ), déplaoes, le premicr de,
Ck dans la dlreotlon Y . le second de ﬂg dans la direction
Y” s bous les autres atomes ébtant au repos, 1'énergic du
systéme s'éerit

o B - ‘H}’Tf ]‘ P
v (a%yélfwa\‘b ’ /Qﬁ%

LVQpératiQn ;D‘efﬂeptuée.sur,le crigtal transforme :

i 1. - el g | L 3 . ,ia | ,\}..l-""!'dr !
s) daplack de d do i qicedtion v em [n%*‘ ;ggn e de o of ave,

La vadeur ds l’énergie‘conrespondant a cotte eonﬁiguration.eat *

“\f 5 im s e o
) /

Ces valeurs devant etre ogaleg quplque solb C{ etf%

AN\ N =2 .br » x Y A el { i

: !




-19

Exemples.
, . — L * =, X
a) Centre de symétrie =V5WH3,VFWG%NM}5E3‘,Sﬂﬁ*m;é;r)

b) Plan de symétrie peﬂ“endieuleife* 34 la directionyzA
V(’m’ﬂbﬁ‘f“m“ RN T S amin b sy .
V(‘Th,_‘r\,ig 5/1 trn, "F’;S Y"l‘: Wty «m , N 4;(!5’5 ’];r.n‘)’h + p"f‘)’%mw ¥ Y‘:_f:f?)

! SN 4; W ”'«:5*) N T L
) ) Axe binaire parallele a la dlrectlon-’

Tl iy ks - /
ylmnip S \p)fm‘m”bf f:lv’j:w;g}vﬁfm}wp!5’*“?)%!'4 ’, SI: \f‘h flaa
anmpjﬁﬁ M\h;b§1wﬁfﬂﬂfqn -1y, 5% )qn Sy p Sy vir=<,
0\ b oAl fg?nwﬂnJZ,j 4;%1~in 5“ A; :

N (‘Yﬁ ’n”J? 5 A

/

VG By 5,4 o
' bans le cas d'un réseau de Bravals, on volt que
a) Centre de symétrie.  est symétrique pour 1'in-
» :
dlce MM " £427
N f’h’\ Y‘j\’ ) Uﬁ[ ‘F}r j-' '\,..{ %:"
b) Plan de symétrie perpendiculaire 5'4
\z’rmmp\"\j V{em mos v ' £
frm‘ (h D A v;),__\r'! m N‘]EZ) A Tl“‘s ‘ff«:?,f? {\4*9,.:

\ b w, P ,;1 A=V ;wn P S M“‘
Equatlons du mouvement On effectue sur Q4% la trans-

b("«’“5\f}->\!‘f\jﬁj /b(ﬂ"n 5\[' }q{ﬁ%\’f

L'hamiltonien transformg s'éerit

W= 4 3PS+ 2 AR,

en posant

s T
La matrice [ satisfait aux mémes relations &) et c) que V

A opére dans un espace vectoriel & N xg i A

dimenslons, qu'on peut con51derer comme le produit tensoriel de

1'espace fﬁ & relatif & 1l'indice ﬁﬁ. et de 1l'espace
Ei%f relatlf aux indices 3 et ¥ . Les vecteurs de EE 3

ont pCQr composantes g@h‘et @h} dont les composantes respectl—

‘—’3/1

ves dans Ei » sontcﬁhhﬁ V‘ et 490W»%\” . Soitfgﬁh :
la matrice de L g representant 1'opération lindaire Jﬂ\ ’

-
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c'est & dire dont les composantes sont

o)
AT 6

dans F . On ;

3r 3 i - e e e ] ~
S 4 S Bl T AEBEATED (5
C%g; £ ﬁ# /PN &_fMJI A A
avee : A T
- bR - | L J‘-’; f o
B, )= B ()
La transformation 3 > “F
Y { &2_—» e AN g:g’ﬂ S/AY H:?_AYF 2 654}
qim) =N QQ(E&}Q}(}JH — P(’m)— I & Ple)ere N

...:}. -
et 1nverse, ol 1a sommatlon sur ﬁa s'étend au réseau réci-
progue, est canonique (mais non réelle)., En posant

- /:99_ ) SV 0 T ey %{W-‘?\;_ﬁ? /55)
CR = 2, Dy t~fg~§:)—~-—-}—;:.:-«~ (o)
= N

on a : " T

SO S e 1
W=t D PET o 3 Bk RIQE) o)

@ Al TR T A

CE
est une somme d'hamllitoniens 1ndcpendants de la forme
\O
_.:.tr.? %—-ﬂ-a _..? _.— . |‘ p . et -.‘1- ;
b \’0 é/ I‘Q Ve -j’ (j\:){“ f%?j}{ ﬁw‘:: ..7‘ :’., ) C {{»2 Q ( 5—?—}
[

C«fv
Les equatlons de Hamllton relatlves é QS?? s'éorlvebt :
Qkr= TLE) Plho _cBOE

|

Q(EJs. O Py Dk ©

' (P
En éliminant ,ff&) et }D J on a les équations de Lagrange

58]

4

(pour une Justlflcation au calcul et la- définition de la matrice

£1 , voir 1 appenaloe)
- —_

i o R o - 1
QB -—cBRB 5 Qle=-T®ck 69

o

dont la solution est évidemment (mode normal) :

Qi GRS creoni. (6
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v . ) _b.
QET%J étant valeur propre de la matriee(:(%)définie par(55? v
la matrice (:d?) ayant les mémes dimensiong que Blwm) , soit
36J? il existe, pour un vecteur d'ondefdonné (du réseau

: LN e X .
réciprogue } 50“’ valeurs de &:(@) qui seront notées :
- 3
(, (k) o= 42,3 367 (e1)

- L
Quand jV tend vers 1l'infini, il est plus commode d'utiliser
N e -y r PR
& la place du vecteur @ , le vecteur g €Q“5%}5%) défini.
par ??
at's )
. @\{_ - “?ﬂ" “_“..4...;:.. Y‘\.:w‘ {! Le' %

N

Les troils composantes Sq}ggng} parcourent alors uniformé-
meht et indépendamment 1'intervall§ jSiﬂf) . On appellera
- alors C{% ) QAE;Cﬁg}la matrice (&)

RSB
el . e ; N Ny 9 8 \
(6] ) 2 / ; {tn O +m, B 4+m, G, ;
(_,’CQ e C {@4) E}@ . 98 J= “:::""[ fBL/thWt;Wg/ Q‘}(F) {_,,\"\ 416: 22, g3
T fr0n
™4 lmglﬂﬁ% - Lo —dp _ s,\@f)m/;
- :.\“ (] ,:‘ Fida) ’, f’ ;‘r{ __;(, (\{‘v\i O
P e . i i H %

4 - ’ I:’ -
s rL . TN sV - .
Propriétés de {{n. & B2/, Dans LH%GJla matrice =2

pour éléments :

- - S e I s 4
?ﬁﬁ;@ a0 7 HJWH%SW}5;%bAm%@
‘_:«..,4 i ' 7 }U% i g T i ! H
c—}“ﬂi5j %".,'; A
En vertu de’{#g] , on a :
. s
Y et N7 v~ ‘5“{”) -5”’&{1@%;\49
C{,Qf:‘ o Jran Fum | A B ™
TﬁﬁfS &: ’ L~ Cf@\dm
ot N N oo i = ;
= L A{nﬁ\}\p!%\'\ﬂ%fg,f{? wmEE e N eses
= H ; ’
o

(: est donc hermitienne. Ses valeurs propres sont auboma-
tiquement réelles, La seule condition que dolvent satisfaire
ses coefficients provient du fait que ses valeurs propres
doivent en outre &tre positives. Cecil impoge certaines inéga-
litées pour les "W{ﬁ , dites condltions de stabilité du réseau,




On & d'autre part

_—_,,_.,-——--

C(~5)~ ”?v(ﬂm mmé, qm

et
.
Cy g,
-
On ebtient toutes

entre O
ments de symétrie

450, Ut~
250, -6

e --

1o (- C‘Q
-

c(e)
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S

\T

les fréquences en faisant varier 5%751ﬁ%)
et UC .

d'un groupe cristallographique, C:

Quand le¢ réseau admet certains élé-

possede en outre des propriétés particulieéres.

a) Cas d'un régeau de Bravais ayant un centre de gymétrie.

D'apreés on a

4%)

-

oy T - N
BEm) = Blm)

~ {0
(SN 9} est réelle (et symétrique, puisqu hermltienne)

rd -
(6 )= P

{5(ﬂn)@0$tW\9)

b) Cas d'un réseau de Bravais possédant tr01s plans de

symétrie

pePEGndeulalIGS deux & deux. (reseﬂu 53”

Les relations i ﬂfﬁ montrent gue si on posg

b boo ]
i 1 . el 3
'&{mi'ﬂfif‘? ! “)\ ¢ «i—‘ g
L g s ;
IR
¢ ! !
on - a ! L o | o W & E
L f A T e R | ‘P"(:"}
Dlmmpiz 1y e T Dl -mpy= e & T Se
d e R A4 [ 4 ~n 4]
» | & " @ RATA
et la somme des 7 termes correspondant dans C{&3 aux

combinaisons dminy ? , slderit

acosm®, cosn by Cos ?95

B oinmB o by o550y

— %%En cmg,‘ wah@,f/‘éih’pgs

~Haln wfl S h@ﬂmg?ﬁa
ﬂ“%MEMwﬁhﬂfﬁﬁpa

Pcosmb,sinnB, Sinbb;

:Hcﬁhm%ﬁ%%ﬁm?%
—.m.,? MST‘\G1 Sin “{IG,LCGSFJQB

/}wﬁmeqcﬁﬁh gbwsfb 53:
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Soit Ch Cie %3 .
C (5\: Co Cor, Cos ‘ | (\633
Cip G (s
el Qg’z Alm }«!P v, ¥ }cosmb cosn b o::b%FQ + F\[O]qd;\f“,f va 420 lf -
o ey gt o S “

wlye = Mofm 25)_, 2 \ {ova 0 p,zg,wsm&
55 2{, P i, <-\ 1

Cyd 845_%000, e 9 ;ﬂgwm n,p; 3,4 “>tlf\«m9 Cos‘né’ 6mb95

La matrice Ck@ est l"ﬁelle "ot symétrique, conformément &

a).

Remargue particuliére aux réseaux %fﬂd . Afin d'aliéger
les disoussions, nous nous'bornerons a étudier dans ce quil sult
les réseaux S]] . Ce cas englobe suffisamment de réseaux réels
pour &tre intéressant par lui-m8me : réseaux tétragonaux (centré
ou non) , cubiques (centrés ouw non), hexagonal simple. Pour sim-
plifier les écritures, on posera '

3 o £ - ' o 2,8
C,= o050, 5.= O &,. 24,2,

cosm 8 est un polyndme par rapport 3 c05G

coomb = 1, (cos6)

ol ‘T:m est proportionnel =au WWJQWQJpolynﬁme de Tchébichef.
En dérivant par rapport & B

Simm b= 2L ~~T ((,059) 6un6’

D'aprés @54J les éléments diagonaux de C.(@ sont des
polynfmes en caagd?coﬁgagosﬂ

o}

; 4 ¢, '} rad, 23 ©f,

L,W_"ir C‘%,CL, 3y / =4

“*{'C\ ahws xl{—ﬂ} cm as A{O.U;Of‘a%i" —~A(ono ! e
da Cﬂ ) C 4 C bav\* mads d céh‘bmwgﬁ

; . L
o s -j;Ffw\mAmr's Mmed
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De méme les élémenbs non diagonaux s'éerivent (eh tenant céméﬁé
de la note page :ggy ) '

Cpo.= Fag (oo, 90 245,
Cz% s foy (605 %0, 6 ) 525

CB"\ 2 -P (C‘\ )CL}Q$:5354

(&5)

.0l ? _ b T & ;. oy
olt ﬂhllﬂﬁ 41)u3 f%x sont des polyndmes en c¢;,¢, ¢ .

: %
L' @quatlon 5€culairu en W  peub donp &tre transﬁormce de la

ww-& E
"""5':“"' “’?4"—!;'1, ‘“«5353 i

fagon suivante

AL *M “FVL‘ b ’5’35‘

~ 1 | 25 };J_L CU“‘ “ e |
“Dex uJI*CT» ~@ﬁ§4 ost-Fo '&‘;ﬁ3,,ist% _4;54 5 ”%vf% ‘
£ 4 ngﬁ, 13 ,ﬁii{EL
2474 T v 3
|, P oe- P&
-3y :Azﬁé 743%
z 2 p PR RS P QI“C;:E (-66)
- ‘—"1’-146 0 -, M’?‘ggb% ‘:::_ )N ';w i
P et P or P
\—;ggﬂﬁ& Ya0. W Ey
i
ol C est la matrice d'dléments : (;vr 4365 i)
I p ot P et
Czw_“' 'Ha,c"a CJ,B = T 53 C% ’F%*I (6?}

= £,5  Ca= s Cadsdy
La matrloe (j n'est pas symétrique, mais tout ces ¢iéments
sont des polyndmes par rapport aux trols variables Ca, G,
I1 en végulte que si on appelle F¥)(QJ)lc polyndnme caracteris-
thue de (: , égal d'ailleurs au premier membre de(%§6\
"le polyn8me caracterlsthue de la matrice C, ¢'un rég seau

?), est aussi un polyndme par rapport aux seules fonctions

trigonométriques cos, cosf cost, . Ce résultat trés particu-

lier gimplifie congidérablement la recherche et 1'étude des
points critiques du spectre de rréquence (c¢f. chap.4).
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Quand %9.§Eﬁ)€%] varient dans 1'intervalle indépendam-
ment,' les racines 7xf’ de ?D restent bornéesqﬁla démonstra-
tioniest élémentaire), la valeur inférieure de ) étant stric-
teméﬁt O  (consdquence des conditions b) de la pagedd ),
on & done. : . _ _

0% WL Wy, G

ol CU@M$ reprégente la fréquence "maximum” du spectre.
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CHAPITRE TIII

MOMENTS du BPECTRE de FREQUENCE

F e el ket e e At mA bnd MM R W T M W e e mm g e e e

Définitions. 1 G(w] étant le _spectre de fréquence nor-

‘malis¢; on défini son moment du ”W,Aﬂﬂnﬁ ordre par

o= gt [ e e

0O
La définition de la densité fiu» @m ) permet d'éorire

7

Pron= y E\,{M ,LL cbu_, o)
2. On ¢tend la définition de g(&ﬂ pour les valeurs

négatives de @ par - PPN

! 7
g}é,a;} o é%itu) v
LA

Le YMl-AWMe moment de cette fonction est défini par

F 402 N rtey (]
BL%:_ j q/((?d;b{_] C\&J :J ma(-;(iw\(;\, q{,d . '\z ".:}

N Y - Woag,

¥ . CE exy
B\Jm: -fjJ !(A(Z)Yu E/L‘bmxg =0

)
Relation entre les moments et la matrioe(ig%. On consi-

0n a

-dére un réseau de j\% mailles, dont chacune contient &5 ato-
mes. Le nombre de fréquences (positives) est 5@?Jscﬁvnvm% .
On a

> W= 2 Te CR)

%\TO« 5 u ;_f"'
En divisant par 567V et en faisant tendre _[N  vers

1'infini, le premier membre tend vers

SR d = [T @ dw = Py,




-27

et le second membre vers :

y s ‘f“:l? R
- @T),%J f T C ) dg, i,

Q

- 2 M
T/ AN
7 UJK?&‘ )J e ClR)] 4
o o~
et 1e passage afla llmlte donne

Uy AU o

On peut remplacer les limltes a' 1ntegratjons par ff}ﬁ\ 5 ¢oh-
dition de remplacer le facteur {df““B par I = ]

La formulg%aonnc la possibilité de calculer les moment
successifs de g{@ﬂ Y partlr de la trace de la MN- AJUWQP
puissance de la matrice C?( ) . Cette remargue fondamen-
tale est dle 4 Montroll (««5). Cependant dans les articles citdés
Montroll, utilisant la formuléyéu lieu de ﬁ%5\ est obligé de

2

faire une sommation finie sur les entiers R, &Z}QQB ce gqui est

On a de méme :

pénible ; la Iormuléﬁ}cmplﬂco des sommations fgnies par des
intégrations de polynfmes trigonométriques ce qui est beaucoup
plus  simple, d'autant plus gue, pour les réseaux §WT s 11
suffit de calculer des intégrales telles que

Lj‘ COD f% s

Bien que représentant un progrés sur 1! cquation(%é? » la for-
mule E}6/ peut cependant &tre beaucoup perfectionnée. En ef'fet,
cette formule nécessite le caleul des pulssances successives
d'une matrice, Nous indiquerons plus loin {chap. 7 TI° partie)
une méthode beaucoup plus simple pdur le calcul de 6ﬁbnx .

Développemenbs de l'énergie interne et de la chaleur

spbglflque pour les hauteg températures. Méthode_de Thirring.

on sait que (19) - nB I |
shulathipio= RT[4- 260 00 (2] ] (26)
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ol 6m/est 1e’WfUWanombre de Bernoullli, qui converge si

he g
BEn multipliantﬁﬂﬂ par QQJ, intégrant sur (U et tenant
compte de (69) et Lﬁ

U ANRT 4 - 7([ B ELMJ &
et de méme : MJ(lh~l>8 &1‘ ?g}
C AN R L/\ + ZJ ) .,.,ngﬁ,:s.._ (&’d Py, (1Y

Les developpemonts {?49 et g;gj en /ff? ne sont
valables que si

LT

(pour—’t‘g *_ Oc 5003’\on a T 50%),

La particularité de ces developpements, dus & Thirring
{19), est de nécessiter seulement la connaissante des moments
de petitsindices.,

Un développement de ce type a €té trouvé par d'autres
méthodes (24), pour un moddle simple.

Méthode d'inversion de Montroll. Montroll (loc, cit,p.3’%)

a indiqué des procédés gui permettent de trouver, connaissant
les npremiers moments, une suite de fonction de (J qui
tend vers %(&ﬂ quand n tend vers 1'infini. Par exemple, en

introduisant la variable réduite

et la fonetion ?;éxj telle que i
Vi) doe = glw)qw
L;j 1
on peut chercher a déterminer les coefficients de la gérie
ey = S a T () (&
() ;- it th TJ\‘U\‘

M=o
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ou les f¥iu sont les polyndmes de Legendre. On a (99,)

2 )
A, s )Y@ dx
R
dont le second membre est une combinaison linédaire des n
> .
premiers moments non nuls, la somme :ith) des n

premiers termes de Cﬁ@ tend vers 3)@6) gquand n tend vers
1'infini, Cependant on doit remarguer que nécessalrement
}E%LCE) repregonte trés mal f ﬁt) au vol&inage de x = 0;
puiggue la valeur de 3)@t}pour €pX—= O dépend de la valeur
de 1'ensemble de tous les moments et non pas seulement des
moments de petits indices. (Ceci sera précisé au chap.: 5),

Néanmoins cette méthode d'inversion montre tout 1'intdérdt

qu'il vy a, pour le calcul de %¥<OJ) de considérer les mo-

ments de cette fonction.
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D) étant donné un ICSeau de dimension fixée, son spectre
de frnquenoe presente t il tougours des slngularltes du type
deflnl par a)-et. comblen % ' R R S

Ces deux questions ont ¢té résolues par van Hove (25)
en examinant les familles de surfaces quﬁ% dans 1'espace des
phaseg; 801t :5 (a) la surface, deflnle danu 1! ¢space des
phases \8‘ﬁﬂ49 W par l'dquation '

Y
CU&{Q“) QZ) 93 j:
dV(w) * |
Soit (&U le velume de 1! egpace des phagses compris entre

les surfaces RS ﬁu eth (&J+d&)). La branche ol du spectre
contribue & (uw par 1a quantité Qde) telle que

- A Viw)
Galeduw= g g IV

Or, dans 1'espace des phases, on a, en appelant Ctii 1'élement

dlaire de \5;{(5”/} CgS
Wi)e | g

U
) %}mc’f/oz{

. o 5(,\) 3 3 9 [£5
olt g}ﬁﬁldﬁLj est le vecteur de composantes 'éé“: 58, 7 393
On a done : f
A .f; ) s rﬂ;} R
?)Oﬁ \‘” 504 (w)
. oo ~‘Ti R
g (W) = e &:) o L
ol =4 S
Les scules singularités possibles sont données par
o -
g >

,\

/ ) 1
Soitiﬁﬂﬂ,g%ﬁ E%c We / une selufion dqﬁB 69 \@n Zee ) 5c ‘est ap-

pelé point critique de 1'espace des phaseu.LU 94ﬁ9 Q ) etant




en général développable en série de Taylor, on peut, en géné-
ral, éorire autour d'un point eritique

T STNRCEN

4 ?9“3920
soit en pesant E; @@ et en falsant un changement d'axes
en : ' :
| t- T
W= W, + a/ gh\%,'% az0 &7 L8
fo}suppose que : &) les ‘%&%%mm sont différents de
zéro, (point non dégénéré). 00 0%

b) que la forme guadratigue O-W, n'est
pas parabolligue. '
~ Le nombre de coefflcients Qositifs de Q§+) est appelé
1'indige du point eritique {index), noté A,

Quand on étudie la contribution & 1/ 1ntégrale éu voisi-
nage d'un point critique, on treuve que _@iy se comporte
de la fagon sulvante (voir le tableau 8%).

Dang ce tableau, le signe = signifiie que les deux membres
différent d'une quantité de llordre de  W~Gle 3 |

M et m, représentent des maxima et des minima de LU
j11)§ 5 représentent des cols.

Ce qui précéde répond B 1la question a). En ce qul cons
cerne b), van Hove utilise un théoréme de topologie algébbique
du & Marston Morse (47) pour donner la valeur minimum du nombre
de singularités d'un type donné. Le résultat est, en gros les
suiyant ¢ gl Qn.appelle Ak{le nombre de singularités d'indice

A on a pour chague branche, et si les singularités de deux
branches contigués ne se compensent pas :

réseau 1D Ny A i, 24

: - °. Y - %)
réseau 2D Ng A Na v 2?2
régeau 3D No >A NA > 3 th,g N'a'}}/{
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ARLESAU 89)-

i

Nowbvede
dmensians 7.

;&%cﬁm. du pomt #

‘l k
critique. ‘ (0> we W <0
!
_ \ . 1 il
AD m?) A0 c C+ o (i ~w) T
~ L 4
1YL =4 C+at (W~} 2 c
LD 1M =0 . c+X
1. _ c_Ay, 1, Wl
».w o= 4 Q\Tj W\M QCOM
o A=E C+ MA.» ¢
. . - ) 4/
3D M w-o s L
Dw\m\ ool
By ‘ G A m\j. . )\mMa
. u..\m A= C- ok W T ~ C
" ik o ~Ade
m.M» A=, C C. Lnlnhlm,qlmu.h (o~} ?
- 2 4
o A=3 C -3 (new} e C
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CHAPITRE V

LA METHODE des FONCTIONS ANALYTIQUES PRINCIPES GENERAUX.

Seit ’K{?' ‘ "uﬂ noyau é:_rélythue déms le d._malne Tc—@% V)
et admettant un inverse ?4‘7@153) dans c¢ domaine ; soit
%(g) la transformée de %@Q pa?{gﬂf g@q) dtant le
spectre de freéguence o , ;f
% 4~ w

g (7)= j (gqg) (3)33 (@)

& est choisi de fagon que 1'intervalle i~ .44l '] soit
contenu dans &5 . Ona :

,.,m«

Kiyxl= 2, K, )z v e

O?“ % ™
Gy ":3’ K.Y m 3)

kes momonts étant relids & 1@ matrice r] (dérinie en appendice)

on a

% ¥ aﬁ“ @ﬁ uﬁj j<{y V)3649<3 90)

Cette fonetion est partlcullerement importante dans 13 bhlo o
@H spectre de vibration, car sa connaigsance enibraine celle
(:C) par ({E%} . Aussi la baptiserons-neus fonction caracté-

ristigue associde au noyau ,K'f \ l
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Nous allons examiner tout d'abord deux cas particuliers.

Fonction caraeteristique de Fourier. Solt :

@L;L)zjo‘, epbaye %(cc)d:t M) @&(%); | @gf;%@ﬁ,{w)d%. (92
les fonctions oaractéristique‘s assocides au noyau e.fptﬁx:_—:!((g}’x}
On a immédiatement : )

3)
=5 i @,@ jj F“"" e 9,4 )

(347
%XL @L;})exb«uym d Y- xg J
& wwm& £ 151 M1 o79%d6,do 49, 35)

L'inversion de" [92, 'obtieht de la fagon suivante. On a

d'aprés (32)) . |
Cphg J %b;q_w*‘ gtw}dw’cf @ﬁp,&?m gﬁw)c?\w

/i JLLLQJ ) dw

§ et ager g .
En multlpliant 1es deux membres par 2 3=k gw et en intégrant
sur M. entre o et +eo

5 ex\;ﬁmécu @{-}M}* “—j dud%(w %PA“L “J‘ww) Obj | (‘95‘3)

Par définition de la fonotlon de Dlrac

+oo
' v T L) T
i {wte ) dy = o (wha')
jooe%?m}_( ¢) dy (
or (! étant une constante et (s une variable :

B{CU?:-UJ‘%):‘— 3L_a: 3"@51331 _ (w0}
- 2w -
o %
@53) s'décrit en posant JU-':-O‘J :
g(w)+ gl

J %prié,w"‘f @&Lg)a{?: i s
Dlolt
R(M}—- e »—j @U} %P UjUb AL{, @G)




<35

La?mét?icéy_(j ‘etant plus simple gue M , on utilisera
aé’ préférence 1es equatlons 35' et(ﬂG _ |

Exemgle. Reseau oublque 51mple aveds 1nteractlon entre
premiers voisins seulement, On a

4 .\

soit :
° {
@L __G; bl‘i_lexpﬂéru(dwnw69-gwsﬁ-gcus5j3949A9

= trpini (%M)

ol L) est la fonction de Bessel d'ordre zéro, B' Qu la

Qa
denulte du earré des frequences

g*(/"“)ﬂ —-'_:"”"“Z. LS: fi’%i?p ‘»U [ﬂ*—vtﬂ J (O)m)c\:}

Fongtion caracterlsthue de Hiibert On peut, sans ves-
treindre la generallt@ du probleme supposer que ﬂ%mﬁy =,
E}Cﬁjest alors nul & 1! extérieur du segment L.A %~4? . Soient

l ek ¢ deux pombres comPlexes tels que

{ L iP
2 2lxA G Acwsrt (wh]
Le noyau :

| : : | f9a)
¥ 2lx)= g5 I8

est analmtigue dans le domaine @} c:‘ i\, :
oS (99)
f ) KX - , W.M;mﬁqfe?,-ﬁ R Fi

]&. (2\ ] Z_/--i ;;2:“4.‘\

=0

La transformée de %&t est

44 ) o
J[ (2)= j w%m - ; j q:;;;j"‘“ (oo

d6,de a8
ﬁ (2)= 55 @) jb’ I o

at on a




() étant paire, on a :

) 4
| 5{’ j __g(;t) f mg«%dmz zirjo‘ *“Zg:fiiz.dx

gﬁ(z\ est 1mpa1re ; et en posant

o | G, 69 58 .y
A = RCU‘:’CLU“ : ‘ 1]5 jjj d LJ{O&

- "‘{ r -
(9"3 (%) :EJEEQ:L (21} @O'ﬁj
Q

on a

qu'on peut éerire
TN % Aoty
F(a)da -G lwydw  w=z" oY)
g =T 2

a comparer a %(x,) o ?L "/uu du e on’t
A

La formule Gh?4?définit une fonetion analytique de z dans tout
le plan, sauf peut &tre sur le segment E~4)+4:[. Soient égun
contour fermé, n'entourant qu'une fols l'origine et contenant
le segment (-4 -+A‘ 4 1'intérieur, décrit dans le sens positif
et jﬂﬁl) une fonctlon analytique de 3L, homolorphe sur

f? et dang son interleur. On a d' apres Hooj]
..... §> L8 z)dz = j £) gx) de = {?(x}g/(xﬁ'éw - HUo5)
o DR

Supposons en particulier gue le noyau général K (3PK} s CONw
sldéré comme fonetion de X satisfasse &4 ces conditions. On
a 4 . ) , “gﬁ J
1 { Lule afe) = Kiulz g (2)dz 4o
dy= ) xymgmde = fo 9 XlylRged 6o
O B
La transformée générale s'exprime donec de fagon simple & 1'aide
de la fonction caractéristique‘de Hilbert, Ceci montre que cette
dernlére est la plus importante des fonctions caractéristiques.
Si ‘gﬂiﬂ est paire, on a

P> = Mwﬁjim‘m z{_{’ §$<2)9‘(a*d2; ¢oy)

ol <,F7>représente la moyenne de}(mﬁsur le spectre.




Belation entre Plz) et Eﬁ (2], sett ?D(EJ le polyndme
caraeteristhue de la matrice C;

P(a) = dét|=1-C] €o?)
On pose - .
: AT R . m -~ I \ :
P(a‘%); 2W\J‘u g“""ﬂn-z{ﬁ}jz heee Ll’“’\“t’-' (@)a P -t L' L ({’09)

o M=37"et ou leslsont des polyndmes de 6059 0359 (93559
si on se borne &4 étudier, ce que nous ferons ici, le oas des
réseaux EﬂT . Le polynbme caractéristique de la matrlcer%st

évidemment
T (=)= P

On désigne par ?Diﬁ: et ¥> C ] les dérivées par rap-
port é 55 de ces deux polyndmes. Pour une valeur donnée de
gi 93; s 0n 2
% N T
S? & s 2-2(6) N
ol Z Le“est la y\,(,e,rw, racine de 1, (#) (c'est-A-dire 1aK-Wmu
frequence correspondant au vecteur d'onde ,5, ).

Suppesons que (;&ﬁ;au , chaque fraction élémentaire
peut Etre developpee en série eﬂtlere en.4jéi '

. On a : e GT A
: m 2, #‘M"g ya 1";1 fsﬂ % ne)

M=0 1%1K 4 /
| ‘ - -ﬂﬁ—ﬂ !" 4 - 3 - Ao ~ 4 g + ] - 313 ]
" mult-lpllant_ PET B @ et en integrant mcf,;tte relation sur

l'espace des phases, le ceefficient de 4!‘% devient

é¢<;;$454 ,jjj&m (Q d@a@c@ }ﬁ% "ﬂﬁﬁ

et 1' expre551on (ﬂA& se transforme en : 4
2o (A (LW "f (2, caa@« , o5y, o 57J 36,4 ,,_SA i{: 2} Qy)
3 \9"‘“’ J o7 469698 =, aa et
3 W’(icﬁﬁe amG casa] Ly T

M=y
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Oor d'apres ﬂ?ﬂ} , le second membre de {444$ est précisément

A1 fee) e
cj (2) ﬁ j 3";{- o
En posant

o
?(%) ‘ {1}45-‘5
Gy 4 j] j _f.ﬁ/ﬁcede@a@s 5

nous avons démontré que

g (2= (=) T
gquand 12:*“’Quqn €n: etéﬂ(éfetant deux fonctions hblomor-
phes en dehorsg du segmentijd +4 ; la relation QHEﬂ a lieu

dans tout le plan complexe, coupe par le segments—d +4"7

la forme de éﬁ(% montre gque cette fonetion est entlerement dé-
finie par les coefficients de force du cristal., Le probléme du
spectre de vibration d'un réseau est en quelque sorte celui de
la résolution de 1'équation intégrale |

Fere |7 95 de .

24 #+ -
ol éF%% est une fonction connue et gﬁﬂj la fonection &

déterminer,

On a

P(2)- &zpf(_z"}

et d'aprés U5 :

voag ’F’ (a4
Fla)= 12 é’!‘?\m;jj "_}_ﬁ ...... MCIQAQ dé,

31 on pose

Fl- g ([ 218 46, 4o, do, @
A

JI) o @
[u]

on peut écrire

{ 3
et en vertu de @4%) et {H}%E
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8 (2)=9,z) | ¢19)

analogue de 16) Sﬁ(%) étant une,fonction "connue" la
dengité ﬁ%“J du carré des fréquences satisfait a 1'équa-

tion intégrale 1197 qui s'derit ¢
& oy, [ Abe) 4 (2.
dy (2)= o TR

Soit ,f(%) une fonction holomorphe & 1'intérieur d'un
domaine simplemenﬁ connexe, dont 1'intérieur contient le segment
[M4,+4]‘ et sur leé contour fermé Eg de ce domaine qui
entoure une fois 1l'origine. _E; étant parcouru dans le sens

positif, on a‘d‘aprés (A4} g ‘
_g:._é ;,\E’( (%) 15 o 'fi— %(Qd _ ’(124;’
un Je 3 '

en multipliant ;es deux membresvpar . Q ) et en intégrant

sur leé volume de 1'espace des phases, le second membre devient

~rA o
Fiac) o) doe
J, 18

et le premier :

D'ou i
o ! A ) /499
J«-« P gle)de = Sio é@ g (2)f(2)da, “e,
et de méme si ;? ast pair :
A | A 9%}
L5 = f ﬁ@c}%(ﬁc)clacn T é@‘(ﬁ,ﬂ 2)de @23
)

Compte tenu de @4?} cEes expres 31ons sont équivalentes &
@05} et o) .
Expression de 1'énergie interpe et de 1'énergie libre,

En posant

Klyle)- & axco%%[bﬁ% et
] . )




ung'

gul est une fonction paire de X , la formule (5) s'éerit

U= :wj %(1)14(&3, dmw j q () \<(§'x:)d'rw

ot & 1'aide de L9D}
x
2N A H j 5 A Gt g™ d46.do.d A24)

U= B ™)) —h Coﬁl@ A6,d6 46, ¢
La formule @24} montre que 1'énergie interns s'exprime direc-
tement & 1'aide de la matrice || , sans passer par 1l'inter-
médiaire duy Spectre de fréquence., Cette formule est utilisable
toutes les fols que I est simple.

Exemplie,
Pour le réseau cubique £tudié plus haut
JE— .
M ws :%:\/_E%. 4 ot o5 B - cos ulcos@
! (g costiog ’@—3 :)
et un Lulpun ement si donne

TR

- \ ! 5 5 A
g,. \ _N, *-,C@ Qﬂ / xi oy 31

d
Par une transfopmat;on @onvenable, cette - re;ation permet
le caleul numérique de J (26).

31 on posge par allluhLS :
k;{(%)m- h, Sﬁf ﬁﬂx{

qui est réel si X >C et imaginaire pur si X <O , on
peut écrire la formule L#) <

5NWJ Klyb)glede= DN &T @lej Klylx)gted

oli 6%& represente la partie réelle de 1l'intégrale, et d’aprco@v

P aNeT A (AR [ (L 2504 6| 444 ¢25)

qui possede les mémes avantages gue {424) .

Si & est compliquée on a avantage & utiliser les
formules (422) et ﬁﬂﬁ} .
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On trouve

B : 127)
U= 20 %IL X ’Fuz@ﬁ ﬁﬂ%ﬁ&)éz ¢

oli 1é contour & laisse & 1l'extériecur 1lés points 2 iqmyﬁﬁh ﬂ701

De méme
| . @Lr WW égéf (ﬂLleSW @ﬁﬂd% ‘@23);

oﬁgfepresente le méme contour, ,
- On peut déduire de @231 une expression approchée de
AV, en utilisant le développement de Ckﬁﬁ*“ . On a en effet:

) % E=
e Y Q :7 LA
; = =57,
(oing = <5+ 2 T i
Il en résulte que si f(2Z} est une fonction analytique de %
telle qus ; Z Pfq\;**?@ quaﬂd n = > yon a (%)
“3“'0‘3 FFaeys
<1 _ﬁ(/imm*3+ i Iz ,Coﬁi,j 42 = O (29,
oy i 7 ) .
Y fr\_—-.,bD .
ol é; est un contour entourant les pdles de fg?/ et
laissant & l'extérieur eeux de Ck)ﬁ_ . De l'expression
Gy (m5) L et ae D(2) (M0) et UR) , on déduit que
%)J* %) = Jm - (2)
avee
)éﬁuw}< B R
guand 2 s o0 . éﬁ satisfaisant aux conditions re-
quises pour la validité de  {I29) , on peut écrire (1%} sous
la forme '

' g
el [ ur ”Lé;i* Vst LB
U*Z{?ﬁéyﬂm®%iﬁu&%ﬂﬂ@%”Qi%&ﬁJ%i&J

et en utilisantiey: ¢, P
' U: f)f\fkT i _‘%ﬂ ) K‘gﬁ/’ @50)
4=

. ! . - AT A
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la somme figurant au second membre de “%0) est positive
%ﬁ est ilmaginaire pur et %ﬁ?%%} eat paire en £ ,

Remargues sur la transformée (fonct. caragt,.) de Laplace.

puisque

Solent

oi(g): . :O@_f ?T’%(x)clgo (3703 (134 )
o0
ﬂZi (“3«} = j &Rl dee (yo) (432

Oh a le théordme suivant : "si R{M}'admet l¢ développement
agsymptotique ( M-—=>0 )

Ry o s (A Agut Agae )
céjhj)admet alors le developpement asymptotique ( oo )1 I
g Y =V LA TB/) g+ AT(5/2) fy e A b TnsPB)y %WM+- ]

Un peut appilquer le Théoreme pour trouver le develop—
pement en séric de (] (asymptotigue quand ®*-=0 ), valable
au voisinage de l'origine, ce gqui compléte la méthode d'inver-
sion de Montroll qul est précisément mauvaise au voisinage
de l'origine, En effet soit

tm
o 1 g -'-’;i’“-“‘;
' " [ WP/ D VS WS i j,
%(OC) ~vay F Y Y hoetd, V4 433
ie développement de Clﬁf) quand 7 — 0 . on &
é
ﬁb(u -_m f’L7_ [_ /L—LI‘LF +C{9,LL+ e . LL +... ’]
f)
D'ol : e P@E) a e d) q
‘ A AT g (z/ Wt b e e Eo e [ HBAS
J(?{);“‘“l"[ L*u +W¢E,LL W . £
4 2 0 - .
Oor
ATIEEEY fﬂ T o4 a,46,46, 455
~ e

I1 suffit donec de connaftre le développement asymptotique

de 1l'intégrale 6%5} en ju, pour déterminer terme & terme les
43

coefficients d4fqtlw“ . _




e

Application au réseau cublque déja envisagé. la matrlce

est de dimension 1
a s
- —:g%:’ { 5-&’)59,\?(,0391;&759%} {55*:,’}

La formule {35 s'éerlt :

2} -3 :
W, 5 o S (3coss,-cosh o3, ) 4T 1] [ e
ol [u)s 12 “J I 1 atdo, = ¢ ° le{;! A o

,\LI,T )
ol ,ﬁz fﬂ- et I'qu egf la fonction de Bessel modifide

( 18, qul admet le développement asymptotique

& ‘ oo
Liy) e e 5 LAl

/; Pt
g | TRy
Soit % ~ 3
2005 et ]
F) v @)z [4r 7 B2 |
N e i L7 ovsy . (07 (‘g |
qui comparé & (4%4\ donne 5.
- a B m
a,= Tz &5/1, 2" 5"71'1{2?01,6/2'
N %
5'1%% %’% s ’54-5\'5 am
N a

qw.l_c]‘ Cu%ak
,;1

%’iw)w A, ’i' d W Lo B
La” connaissance du developpement asymptOtiqge'de géx}

pour ¢ ->0 permet de trouver un développement asymptotique
de 1'énergie interne U quand la température ']’
tend vers zéro, graoe au theoreme sulvant
tH
Si o0
c.t"."_}—"l et . . ]
%(x) N ahx r\.”t"’%‘ Of
alors : oo e QTF im+4 / ‘Jl
i m"‘j—ﬁ.‘ ) i H
=, 17 “". ~H : 5 : ' - C’f_f
‘U U 5\' &a : ______ ] k ‘t:‘ / B’h-}»)‘ ", .
ll . :

o L2, est le %rﬁfﬂﬂﬁ nombre de Bernouilli, IJZ‘ 1'énergie




N
o %ﬁxo
trberme du réseau ; les séries étant seulement asymptotique.
Pour clore ce paragraphe, on doit remarquér quegza(gJ
est une fonction entiére, pulsque en développant 1'exponentielle
de @55) et en tenant compte de Q%ﬁ) ; on a

oZ )= ? =) %

et 3 854
bos < < 26+ﬂ

Pour trouver le comportement exact de g%aﬂ ~ au voi-
sinage de =0 , il faut d'aprés ce qui précéde connaftre
le comportement asymptotique pour A -> o0 de la fonetionaZy)
entiere ¢e qui, en principe, exige la connaissance de tous les
moments éfgs . Ceci explique pourqguol la méthode d'inver-
sion de Montroll ( rhap. %) egt impuissante a fournir une valeur

exacte de gi:ﬂ au voisinage de l'origine,
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CHAPITRE VII

UNE METHODE de CALCUL deés MOMENTS

e el L e BE AR A i ke P e il M e o e R N Mt M e e e ey e

D'aprés (93) et (100) , on a, pour L2[>4

f * % F _ 1
o ois B e o
Compte tenu des relations '
* *
-
{;L&h-u =0 6%-— bH«m
on a : | . ,k
N
(9:)(3 24 ﬂ'LmH
et en vertu de Hod) - 2
o % o0
oA B o P CC)I’ &?"" [Z}sa  4138)
(‘?_L}:: e = 2 ' (:& —Th pL*Y Y 1

437 et (138) montrent que les moments sont les coef-
ficlents des développements en série de cf_Fj et 3‘1’: en
/1;'3: » qui convergent quand (2] est supérieur i la
fréquence maximum iei supposée égale & -] . On peut obtenir
ceg développements gréce aux relations ¢a5) et (M6)
d'une part, et (Mg et (449} d'autre part, En effet, consi-
dérons l'expression QMB\

f" KE) ! \ '{/I'/l%\

=5 (&0)], iy AR e

On définitles polynfmes &, H ~f3 de la variable ws 27
par ' v Ay
Pla)z 27 ) How)= o o)L, W bW 440/

On a (9:?(% & g}{"i%' ,D H(w? ggﬁej%




- U6

Soit F](W) la fonetion def‘inie par

\3 T H(w) .
Pl @ J W) G0 (144)

%"53 ) Gw)
On a j‘ } U%@
Y. E;Qf-% il VV W< A1,
T‘(W ( ! gm e EL
Lrexpre581on : () H(WJ

G 4+¥0”}
peut se développer suivant

Hw) H(W)Efl;—f(\f\’}+f£{w)+“” LN fi (w;+ J {443,

b ————

& (W) |
qui converge au voisinage de 1'origine. On a, en effet, en
supposant |W|<4

DT

Lo i N N
~r"lz f.(’l e __“_3.‘
[0l ML L, 4Ly s S VLI R e L

La quantité entre crochet est bornée puisque ¢'est une oxpres-
sion trigonométrique en w58 et SwO s bar un certain nombre

M , quelque soit 84l81,193
%L %+ V;thé+,””.¥féo§ e %qﬁusﬁckhfﬁ}ﬁle
LTS ~ .
et : :

ol <iwh e DEEh
quelques sol&nt €L;€k?93 . 81 on choisit lVVI<}9 avec
h$?454 le développement £445) converge absolument et unifor-
mément par rapport aux @; ;3 on peut donc 1'intégrer par
rapport & ces variablep : . , ad

oy . = N
Fi{w)= ::—“‘) n mik‘f;czegeae =) W) )
56' (e J.J G(wj b =T _

ol
e 1] Fertm 05

Le calcul de @ﬂ5) ne présente aucune difficulté de principe
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puisqu'il s'agit d'intégrer un polynfme trigonométrique en
ws@,qﬁagumay,_ﬁ-Le terme de plus bas degré de ﬁlﬁﬁ) est un
terme en le“ 3 dans ces conditions la somme deg n premiers
termes de W) , solt "

. R /?:»sa

permet, en vertu de U#l} , de calculer les n preniers

‘moments pairs
Bo, Mejtly - o

Cette méthode & 1'avantage, sur la méthode de Montroll, de ne

nécessiter que 1'évaluation de la puissance M-Ame du
polyndme _ﬁCW) et non celle de la puissance M-A2ML d'une

matrice,
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CHAPTTRE VITI

METHODE des FONCTIONS CONJUGUEES D HILBERT

TR R LS e e e v i s e M b vy e e s e ik e

: Rappel concernant la théorie des conjuguées 4! Hllbert
(29). soit Wiz) une fonotion de &  complexe; telle que
a) ‘] < l quand 2 —seo ;
b) Y& n'a aucune singularité dans le demi-plan suw

périeur,
On pose : | .
U (2)- M(‘rwwt\f(x Yl 2=Taiy Uat)
e oA r+w_ﬂ£&§x (A4 a)
Mg, 0= “E ‘*‘k_m %
el ) o alx0) A )
[; ¢ 1% Ck%fc’,\: -—-_—r—[E @j % de @4} )

M0} et V{%,0) sont des conjuguées d'Hilbert, Soit ; ﬁ*‘?
du demi-plan supérieur /m gﬁhs 7%3). On a _

un point
400
X 4y
Jt,u(}éﬂ))' = :}* _-*“"'“:LE“"“‘;“"“”V(?G, Ojcx:)c @8a;
—_ 0 Cx:g) -+ q}
+oP
wi%?%}:“{i{j 26~#%—7mm(% 0)dx (ash)
{ o
T | “+er
; wiz m)= L % Mig;ﬂdx. “494)
w5917 5 /oo (25t "]b -
. T 0O S ] ‘
A %MWﬁw~ver)dx Qﬂkﬁb)

(%) T, L




-'“'9

Enfin, si on considére la fonction :

-u*(r 0) o ¢(s0)
% )= _,_j i dxe |

oll 5 l%4*¢] est un point du demi- plan supérieur, on peut
démontrer qu'en vertu de Kd#@é) et (449}, on a :

(;) = ”%/ | 51)

c'est A dire : )

golution de 1'équation intégrale ,("M-H L'équation
452) est & comparer & 1 équation a4 ;

(x) “12)
&(2)= e g ~ dx
L po

La fonection 9?0(%) satisfait aux deux conditions a) et b) du
paragraphe précédent, En effet, quand =z -»oo , on peut
trouver un nombre A indépendant des & , tel que

ey y .

lf&k A sl 2 |2

P (x) | 12l '
soit )

£ Vo r%) Ad@d@&g A A

:2:] i {\ ,,,,,,,,,,,, sy

D'autre part, Qyﬁf)est analytjque en 2; si Tm 2>0 . on
peut done poser :

I A
Y(2)= J')
La solution de {MH  est alors

%(?C) . ﬁ:qy(:r o) %_- r“\jrn 8" (,’JC-!—LO)
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- En définitive, la solution de l’éqLation intégrale @4%} g'derit

Cg}(ﬁc) - *-” - Fzsi0) (53]

o ENZE Y, ()
Frare A (A jﬂ 52 g 464,
LT G \-"ﬁ'ﬁ‘/ A f}i) f‘%\ ‘

En principe, 1a fonctton éﬁ{Q} est connue, puisque o
les polyndiies: T, (2) et (%) Te’ sont la fovmulejﬁontlent(ﬁ531
d@nc la solutlon generale du probléme du speotre de frequenoe
d un reseau orlstallin.

En partlculler, on voit sur la formule p4553 que :
Ey! et éFf ont les mémes points singuliers et se comportent
de la méme facon au voisingge de ces points". Cette relation
sers précisée au chapiltre 3,

Utlllsatlon d une proprlete remarguable des fonotlons
de_Legendre (5C3) 801t Tyﬁn)etdaﬁﬁﬁ)le N - L@Wwﬂpolynome de
Legendre et la fn-L&me. fonction de Legendre de seconde espeoe;
pour cette dernitre, l'argument & est astreint 5 &trpe dif-
férent de tout nombre du segment £44}44:} » Les fonctions de
Legendre satisfont & une formule dfe & Neumann :

: +4 .
R, (2)= M)‘ c:n) Usu)
31 on suppose que
9(:::)«« > a, o (x] 4s5)
Les coefficients GQL sont entlérement déterminés par la relst”
= OO
Fa)= 02 a,Q,(2) Us6)
n=0

En effet, de éﬂS%J on tire o 8l Mmekn

Q i VDA \—_——* ‘ @5—7‘)
ﬁi‘é)ﬁ L(’h-\(%) Q‘n[%’ { A % m=h
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Soit

Pratiquement le calcal des Clh, s'effectue en comparant le
développement, de Sﬂ(%‘;} en A/2Z  qui converge quand |21>4 avec
‘.celu,i du. seeond- membre- de I\AS'EJ ,' compte-teni du dé\fe‘loppe-
ment des fonctlons de Legendre de séconde espéce

oy A (maa) ;._i‘,._.._rﬂf,s & 2 4
Qh("%}"‘ Qm“r‘(l‘hka’/?" o MY k'—' g }T%+4 {n*z‘ 3 3 (454')

o F‘ est’ la série hypergeomebrlque de Gauss. i
~ La formule (454 ) permet de préeciser comment se comporte

cg“{{-%) guand 2 - X1ALO (—t<x <+4}. En effet, on sait

que

Q, @)= g R@In 5 W (a) 160)

o WV («%&)est un polyn@me en 2
. M-t - my. .
*‘ {“ A i-%) ,5’::...,; i Hﬂ“"c )’Ffi-—’m,( . ‘
. : LSS : ’ ’ .
Quand % = du demi-plen supérieur, tend vers un point
de 1'axe fée’l compris entre ~4 et 44 4§ le logarithme de
la formule 460) tend vers :

i — Iy = o~ AT ~I<r<’-r
‘"'Y) % ,o\ '.f' ‘ N A=

/P[%;et “\i\{ IL% étant des polyndmes, tendent respectivement
vers P{-x) etwh‘l \. On peut donc écrire

3
AL wr b Lo P ey (6,
1% "%mq(x’f -5 LTC,a ) \_. /

&mﬂ ﬂ ('% éA?ﬁ’t)u%
& CHO o
So:Lt, en posant par’ deflnlt_lon : Qém .
@ ) = i};"\?(x) BT W () ikx<td 462,
(&

L 5
y o A . K63
F%_”Qimo&ifco &, (&) “‘-me + E”ma’( ) /




D'aprés Q&ﬁé}_ s F}(W@ est une fonction paire de W jgjxj
dtant paire en X, on peut écrire :
44 S ared
Tu)= ]r %‘(f\.} dx e,
“i & < 4 J} Wy 03 3(2)
T1 existe une suite de fonctions palres et orthomormeeﬁwtelles
(e9)

que ' 34 55{
'Ia
| b = ALY
—4 ’3"'
on peut Trouver des coef-

En effet, %ﬂﬁ}l étant inférieur a 1,

ficlents 10, tels que :
: oz Oa’\ 2 3 P Y
v way=t  E _tm tm S5t (2} (u/ A
tﬁ*ﬂt%rj = L ﬁ = L ”%%fm‘wa S An 4 7o)
) Mh=zO - 'T\’\]\’\ f=x+]
3i on pose d'autre part : - o
) 2 \) ()} (we0,4,2 )

(% () = o Payion =l
=0

1! équﬁtlon<ﬁ69/s ecrlt

oy - -2
7 ,z'aom‘mx fn P = Am Jgrhlr

soit en notation vectorielle _
Z (A7)

—3
j)sm = Am 5%
= .
ol =N o pour composantes Dmm‘xml*f)" N =Y j) est la
matrice d'éléments 'j)wrm’ L equatlon.ﬁ?%ijmontre gue les
i
5 sont les vecteurs propres et les ng les valeurs pro-

prég.de 'j) , ce qul détermine entitrement le gystéeme de
fonctions ‘3 (l} et les constantes '%“b ; d'autre part,

"D étant une matrice symétrique (4'apres @49}’Rm=7hmmq ),
les 2&wv sont tous réels et les vecteurs propres orthogonaux

entre eux. Il en résulte que :
QSM S (x}é‘o{%}c%x =0 S omEp 72,

Enfin . on peut nor%er les ﬁ%b de facgon gue
433

44 1
‘£| [f&@dj dr = 4
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’ ’ V . ) N o - N . P )
Cecl étant posé, si on développe f;tﬁ;} et‘@{igﬁ en serie
i &

. - D
de fonctions_S HE =1 [y My
: n T, {L"};: :?r ,D,%S’n‘g}*’ o)
ho e ’
- ' ! '} ) {‘Mml :J‘- [ }
E} {'x} = fj A f‘\)q-, U : T
Tes coeffiecients sont liés simplement par la relation :
’ \ . B! - 7 b
Of}‘!: /i,na’hJ fj”;}é,
. s . ! p
qui permet de calculer &Wb , connalssant D, donnés par.:
44
| HE Yoo
— | 17 {
th" ) T4 [é“m{é“' Gy
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CHAPITRE IX

ETUDE des POINTS SINGULIERS, QUESTION RELATIVE

—-.-u-g--—_—--.-n—-.—-n.m__..—-.....———.-——————————_——_——..—

a da matuie de 1a FONCTION- éﬁﬂi, .

—— g o gk e m e e W mm M e e b e i

- f,
Localisation des points critiques. La fonction &(z)

dérinie par 1'équation  (M5)

)= L _i:i_m}%jf A 46,46, s)
(8= 55 ) fp ey K
est analytique eniguand est situé en dehors du
segment &”‘y*4} , puisgue dans ce cas T, (2} ne s'annule

pour aucune valeur des 6, 6,, 9 . Quand 2  est sur le
segment =4, 44] | ,4’ég1 ﬂ'annule;'pOQf une valeur donnée
de {94,9¢,65] aux raoines<kﬁ 8 Qy de (ﬁ . Quand éﬁ}@bf@g
varient les racines se déplacent ; en général A2, est du
premier ordre en éﬁ4 A8 eﬁQg} sauf aux points ol les &
sont stationnaires par rapport aux %c_ en ces pointsg il y a
accumulation des zéros de T et & [2) v est 31ngu1iére,

Ces points seront appelés points critiques de é% fg)- ils sont

donnés par
?,‘{%KF:O

ce guli equivaut a :
r\? 7oA _ }?f“ 3’17 Ent :3?4: @
P2 = 35,7 56, © 96
Quand on se borne & étudier les réseaux 31 Tﬂ est un
polyndme parwrépport aux variables C, = C£ﬁ39K 3 dans ce cag la
localisation des points critiques est plus aiség, puisque le
systeme {133} s'éerit

¥ . - i . ___’- Ly L g S 6 .
P*i{'%hic‘j,vc C.'S;,_ 5“\1’\94_ 361“ SL"!SL . 3
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On a alors A& étudier un systéme purement algébrique.
Une telle étude & été faibe par Rosenstock (34) pour les réseaux
cubiques avec interaction entre premiers et seconds voisins.
Les équations {433} sont identiques aux équations
(%U qui définissent les points critiques dans la théorie de
van Hove,

Comportement de éﬁf&} au volsinage d'un point eritique.

Soit (QC]QMJGR}EQCJ un systeéme de valeurs, solution de
AF3) définissant un certain point critique c. On
pose : .? g §
' 940 £ )
QD 5 92.& ﬂ%g/’
f L 0g-8,
(i oh ~
Au voisinage du point critique 4 et —gg“ posse-

dent un développemeﬁt de Taylor

o (DT VA O o)
LI P A ) BV SNCIENCCIER
!419:1 §\G£" ?/ (fa?—;)c’ t}F-J\(P
ALY F3PA krﬁl? (,.#-,\!4_\;, {—LZ\_; o (6 b,
vt oo e S N ;, S 7 ¥
02 D%, ‘7 2%, + L (@ )+ 5 g
~ 1 i ;’ s Lo S @ @
ou LJI Log | b4, sont des formes linealres et s A
- w tnr
des formes quadratiques du vecteur & . On suppose
i

gu'au voisinage du point critique étudié

"F’

c'est & dire que ce n'est pas le p01nt de contact de deux
branches, On pose

”3‘:?’4 |
\ra "'*'(L; e

B

A un coefficient prés c}(ﬁu Yéorit
p 2~LB§+L ,4,21_*{- (—944 -%

“P r C __________________________
éyt%}:.ﬁfi@x A2+ 4D +ﬁhr+Q+ '
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On choisit h? gsuffisamment petit pour que

| A | N%0)
3) «5 ¢
ce qui est possible puisque A . On a .
87‘)" p AABEEL 3L+ Oy __~> ”5 (,M ) ALA+BY 4 Lyt 3k 6] dp
Njfj 3(;\-4-1;'“@4 5+ @(A»%L”"
on choisit le domaLne d'intégration :i au voisinage de ¢
sufflsamment petlt pour que
.
| (p) <= A
C A+l .
Dans ces conditions LA”*w; peut se déveleopper suivant

A

3 o f ¥ *4 - H

4

: gk
En se limitant aux termes du second ordre en %* s On a @

o, R
gl [ A+ A% 3
I - J Z 4 ATQ(G) 3

A

A cause de {A%o0)
.ﬁ_ﬁ ~ O
A

11 reste done

.é}“{__ﬁ_ gf{tﬂ_}gﬂu)il gi 3)

ou & om f\( )(JQO
) & 43 /”ﬂ ©,
E;:w) r r-‘— d(lﬂ {1{4 LBC(FJ C{CF - .

L O A0S A o
DIty J :df(J) %+ Q) )7 =) J J 2)

S8i on cheisit un domaine d'intégration symétrique par
rapport & llorigine: &FNW:CN . D'autre part, éPa) ne
contribue pas & la singularité ; en effet, si on y fait ¢ =0
on obtient une intégrale finie ; pour ¥ L 3O c'est une fonc-
tion continue et analytique de EE R En définitive le com-

portement de gﬁ(i‘ au point e est déerit par 1'expression :
5 Sf e T 4z

S f-fA Qfﬁ, Uy

%

El

£




Il est essentiel de remarquer que %; est eomplexe,(ﬁgig
n'étant pas définie de facon unifue si ‘§ est réel., Bnfin
-
un'-changement d'axe permet de ramener A'%Q{@) 3 la forme dia-
P t

gonale : ' e :
) ‘ & . @ E =4 4 a>0 \ %5/;
Iy

—

=
. .
L'étude de 1'intégrale (1B, pour une deux et trois dimensions
donne les résultats suivants
Réseau 1D. ' '

_:—21 i
On pose . On trouve
A Y, ]
8“ = :\— ?- D ,m;'(i
| ‘ a5, L ¥y, é
ol Mo représente la détermination réelle et on K1}Y£ }F
7
sont des fonctions de \§0 définies par la figure.
Quand 2% tend vers zéro IV, tend versA oFY s +17 on
v ¢
peut derire _
,\_‘9 e A R - )
LKk e - “35)
a“’/‘h - .

cas m : de la méme fagon on trouve

G AT =L

- - h|
< g 436/
I \ d
Réseau 2D - (5]
Jp= T "a:
\r‘b Vﬂ.f
7
0 | R




casy; | (jf Jifw_Nd%A@tmmmmw_

SWLQL.'{'HP&)
On c¢holsit pour éﬁﬁ‘ le cercle
0,2 ipof}sﬁ‘ .Q_FL“FSH’IQ' 0594{ i Qge K

oh trouve

t"

ol LYV représente la determlnatlon réelle et Y, AP gont
¢
définig dans la figure, avece
e 2
G _
_ = A
Quand 2 ténd vers zéro 0 ‘WJ )V}vaQ et
- <]
N ; TS 3 <O
}t ""’? ’ 4 ]
v Lo s« Ri3>0
Solt r i
@‘?:‘Z{‘an 1+°'*‘ v fa <o &)
f TYF“ X Ko 2 >0
gs e L.. ' ] S“L 7
Cas m. On trouve de memo
T T a.IY 5 SO -
G lCELLhF?\ ;"::%'*li Sy Q’LL} ées )
gle Tl r® S aam | s fl g 0
= a | 2 -
i
Cas S. On a = éF uf~ dW!d?E;w“,Mm
S R
"¥' al (R‘!»SD&;‘
On choisit pour g@f le cercle precedent On trouve
""""""""" 1
FH@ = 2 L[ wﬂww (‘“‘J | 0T
Quand Y; tend vers zéro :
. f o L “9o)
17 oy /= ’
. . T : :




Réseau 5D.

Cag M, On a :

g j j _deadeoes
“24¢“¢“@+%J

& est 1a sphére :

. . . . ) Ty ( o
Pympoinblose | GepaindSing , (o0wsB ; 0cpsdT) At ocp LR
| ' \

) v,
g 4
'R? .
31
?:" “’"% ) Iz, 0
on a )
' c@y 4R ')-Hl:% A L ,.__LJL[)/,, Ja )] @9{)
= a B CL u@% )
Quand k% tend vers zéro 31/V3 tend vers 1 et;&iy&
vers 4T et _ Al

o -
G- ¥R g T Usz)
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Cas . On trouve de méme

5 34,&
- m -}-ATff—-ﬂ-—g/T-“ (495)
| =T @ a’*

dvfa ‘& I
5 11y atpn

(1,:,2 <

- On ch0151t pour le domalne oyllndrlque t

%, = Yeosep @y = SN P3=2

O Spgm o re® —ff'a.;ié*rr
Quand h% tend vers zéro ona :
(9:?: —EL”Nhfﬂ 'T ATl -2 4TYT+2LW\/:“ 1 {194’}
Q_ﬁ_;ég_ On trouve de méme : —_—
& :_{wm (R¥TY) - 4TLn'T~,2mT+MI@“ J o Uss)
En rétablissant la variable 2 » on peut résumer les formules

précédentes dans le tableau T1, ol WI(R) représente une
fonction holomorphe de 2 au voilsinage du point critique et
K une constante,

Comportement de ¥ (*) au voisinage d'un point oritique,

On le déduilt immédiatement du fableau T1 , gréce A 'la relation
fondamentale  ¢153)

A 9‘*@“,{@)
(o) = — o oMy
g}( ! T

On retrouve alorg exactement les résultats du chapitre IV, for-

mules @5} A titre d'exemple, considérons le réseau 2D,

Cas M, On & : 1
4ﬂtﬂﬁrh‘~wvz%“{ﬂy(2 *”‘if“( @, Tk o |




[ B + P2 3 A T
Loy (TeE e migt AL () ¢
A
r : D 1
Y B R 2 N I ey b
BN < (.hn_.wgldhad,_vﬁuwb‘,ﬂﬂﬁwﬂ -
v
2., e .. iMM' oo
ol BE) i Yo - (') b
i
e —~TZ ..ﬂfmmln‘l. 1[]...:!.6 ey A .
wpt T T Sy T W @
~{% .T,)o CESAY Ly y ﬁ...u‘\mw yd ‘
[ 2o Craleny E +{72-2) Wy riE) D G
1)
-Gz v s -mh W

v
m RB)WTiT = h W Tz

A S
(z-"2)oMuz Wi
j—— )
Cz-w0 My iw
— )/ AL (Eh W Ty
mﬁ% gy _ . sabip {7} npasey
i _qg..om_‘ NP 2ANEN. np U SUL U,
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a) quand 32 tend vers l'axe réel A droite d& 2,
soit T2, s le second logarithme est réel et ne eontribge
pas a %(m) ; d'autre part, ,.%\JWV#J%) tend vers une
constante C @

411‘2‘%('1:) ~ C x> 2,
b)) quand 2 tend vers l'axe réel a gauche de 2,
soit L<2e , le second logarithme tend vers

e 2-2e
AT 4 Lk J“‘*&:"

et T

bt (x) ~ ¢+ =

Cas m., Conclusions inversées,

. T o]
LiRav/@-3,)-Ra")

Cas 3,

ey (e = —T%Jm{wti)%%}}%(gmiq)wk}m

Quand % tend vers ﬁk de fagon quelegonque
e 0 (2~ 2

Re Ln (2-2.)=Ln|2-%
He Ln [vLR?’q, Hz-2) Rt —> ©

g e T N

v’iHrLgP(?C) = - ;g-{zi_w(wz,@{ T3 2,

Résultats gui sont bien conformes aux formules (85).
Avantages gui résultent de la considération de la fonc-

tion (2] au 1ieu de (r) . si 1'utilisation de la fonction
éﬁ(%) permettait seulement de retrouver les résultats (%5 ),

1'intérét de celle-ci serait assez restreint, En réalité il n'en
est rien.

Premigrement, cette fonction de la variable complexe
est définie de fagon unique dans le volsinage oomplet d'un point
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critique, alors que la fonction CE, doit &%re décrite de fagon
différente suivant que 'f:>£. ou que X L2, 3 en quelque sorte

é?%&) se comporte de fagon plus simple que ‘9@98ux points
critiques. '

Deuxiémement, le tableau TI1 montre gue la nature
des singularités de @) ne dépend exclusivement que du
nombre de dimensions et non de 1'indice du point eritique :

- pour un régeau 1D la singularité est du type C3 2.) 4AL

- pour un réseau 2D la singularité est du type 5Y\(2 Eh)

- pour un réseau 3D la singularité est du type ‘*~3¢)

A comparer a ce qul se passe pour %&x} « qui par exemple pour

le réseau 2D présente deux types de singularités suivant qu'il
s'agit d'un maximum (ou minimum) ou d'un col

- pour M et m {x)  donne lieu & la discontinuité +ég

- pour S <}ﬁ£i donne lieu & une singularité logarithmique

Tr0131emement 1'égude loealéY£%5v0151nage d'un point
critique montre que éﬂ(%J est une fonction multiforme de 2 »
ayant précisément les points critiques pour points de ramificatlon
Cette remargue pose évidemment la question du prolongement analy-
tique de 1la fonctionéyy%) . En effet, la fonctionéﬁfﬁ?dOit Etre
considérée comme définie par la formule QMS? gans le demi-plan
supérieur ; si on peut prolonger O(2) & travers le scgment
{vﬂ}—¥41 ,» sauf aux points eritiques, ce prolongement n‘est'plﬁs
identique & (A45) qui ne réprésente qu'une branche de la fonc-
tion, aseocide & un certain feuillet de Riemann, se raccordant
aux autres le long des segments délimités sur le ségmentE4)+4J
par les points critiques.

Quatriémement, 1'étude locale de ng) au volsinage des
points eritigues montre gue pour les réseaux 1D et 3D, la fonc-
tion poszméde deux déterminations par points criftigues gul sont
des points critiques algébriques+ . Deg points de ramification
de ce type se présentent dans 1'étude des fonctions algébriques++
Cscl nous améne donc naturellement 4 nous demander si Sﬁ{%)est
une foncetion algébrique. Si cetie conjecture étalt exacte, la
guestion du calecul numérique du spectre de fréquence prendrait
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un aspect tout a fait nouveau, puisque pour chaque valsur de

= ,@V&)serait 1'une des racines d'un polyndme dont les
coefficients dépendent rationnellement de & %(Zl:} se

déduisant de &) par 453} .
Ie conjecture a ¢té vérifiée dans le cas d'un réseau
1D {32, ). On a montré que
1°)£¥ 2] posséde un prolongement analytigue a travers
le segmentr—d +4] sauf aux points critiques.
2°) que ce prolongement est une fonction multiforme de
& , ayant 2, déterminations, JP étant le nombre de
points critiques ; que les seuls points de ramification gsont les
points crlthueo.
i@jﬂj 3%) que ce prolongement n'admet que des singulérités du
typey ¢ est a dire, pour utiliser la nomenclature relative aux
fonetions multiformes (33 ), de pdles simples ; ces singularités
gont les points critiques.
Nous allons montrer gque ces résultats mathématiques
permettent de calculeré}y%q done %Ct) , Supposons gue Lf(f/

n'a que trols points critiques notés 4,6, €, , On pose
. ) "~///f2‘ . )
VK; Qg%ek; k=427%

Un raisonnement gui généralise la démonstration d'un théoréme
classique des fonetions algébriques (3% ), montre qu'une déter-
mination de JUZ) s'éerit

Qﬂw A +AVy *AV*A YA +A%%V*4%ﬂ@4+éma4a @%Q

otl tes A  sont des fonetions rationnelles de 2 .

Tes seuls pBles possibles & distance finie pour les
A sont les &, . 81 on se reporte au travail cité (32 ) dont
nous adopterons les notations, la partie ginguliere degﬁEW en
bk ne comporte, en général que le terme :

done les A n'admettent pas les &, comme pSles : ce sont donc
des polynbmes en % . '
D'autre part, guand 3 ftend vers 1'infini, 1'équation

an ’2/_";
=Q

[

Q2,79




-~ g g

tend vers

21, (5h3)-0 @)

=,

) : ~ - — _.,1]
ol L., €8st un polynome de degré ol en ¢ +3§ .
gue oL racines du polyndme @&  tendent vers 1‘infini)

bf

71 en résulte

comme 24ﬁi , les autres tendant vers zéro ; le numérateur de

la fraction rationnelle @QC&~7) tend vers 1l'infini comme 2 2

m-A
(resp. Fa }, tandis que son dénominateur  tend vers 1'infini

Qei-t
comme 2. 3 o (riﬁp. 2" )gQSe comporte comme

Al
‘ 3 2
RA2,3) ~ = _A
(resp. 2 )

) h!
gi ch=A (?(25 tend vers une constante (resp. 0) ; si 6474,
(}l%7$\tend vers zéro. Donc le point & Y'infini 2 =0 n'est

pas singulier pour aucune des branches de éﬁ(ﬁ) . On en déduit

que tous les termes de Q496) restent finis guand 2 tend
vers 1'infini, c¢'est a dire

Ay A Ay, Ay sont des constantes

Ay, AlaAM Ajqn SODL des fonctions

A,‘.?_H a % ]j 2 P e"{”(‘..,‘

Ia fonctien éﬁt%)ne sontient que A%, constantes qgue
1'on peut déterminer de diverses fagons.

.. .Ce qui préckde monbre tout 1'intérét qu'il y aurait 2
vérifier pour les réseaux 3D s1 la conjecture énoncée plus haut
est exacte. Malheurgusement la généralisation de la méthode de
démonstretion utilisde pour les rdésesux 1D s¢ heurte b de sdviey-
ses diffieultds (utilisabtlon de la thdéorie des fonetions de plu-
sisurs variables complexes),
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On part de 1'hamiltonien (50] en éorivant?y la

place du couple ‘d@'indice (3,¥}

.
g@_ﬁ ; jb(qn_g)_%dﬁ_zdaj\[%t(mz)q‘(n’n'l?)q(fm ) .
m\‘!:
Les egquations é Hamzlton sont
O](rm )* lfm"t /P”’”T) )
5 (7 - —-——~ : - m T fm 1 (fm T
Bl gq{m a:EA( LRILICY
En introduisant les vecteurs (3](”’) etf:;(fm) doht les

T - LQ/YYLO,S composantes sont respectivement (‘l m T et}i){/m’c)
an 4

e P ‘ o
C}’{_"Yﬂ}:: J}O(m; R | (g}
M = > Py [fy’]
Pi)= - Z B9
et mar le changement (’543 : e TR
%(&1 =0y F=TEL %7 bl
¥ > - > S0 . (k@ (R
318 -c®R® P (k= - CRIR
identique & (8%} . Au lieu d'éliminer P(R) entre ces équa-
tions on peut considérer dans 1'espace EGD_, les vecteurs
. e v
dont les 3¢ premiéres composantes sont celles de(?(k) et
les 56 autres celles de ?P({’q) :
S N
P N . -} (ng}
G@ - (ak; Pl

le systéme )  s'éerit

& o PRI ©)
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