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INTRODUCTION GENERALE







Cette thése est consacrée 3 1'étude de quelques aspects du
probléme de la propagation d'une particule quantique, ou d'une onde
dans un milieu désordonné. Le phénoméne le plus spectaculaire, mainte-
nant bien mis en évidence théoriquement et expérimentalement, est la
locatisation par le désordre des états propras associés a une éguation
linéaire de type Schrddinger. Ce phénomeéne apparait pour toutes valeurs
de 1'@nergie pour une chaine unidimensionnelle infinie, et en dimension
d > 2, un seuil de mobilité séparant des é&tats localisé@s d basse
énergie et des états étendus a plus haute &nergie est prédit. La loca-
Tisation apparait comme intrinsé&quement Tie aux interférences entre
Tes ondes partielles émises lors de la diffusion multiple de 1'onde
incidente sur le systéme des défauts. Nous nous sommes intéressés a
trois mécanismes susceptibles de perturber cette figure d'interférence

a) le champ magnétique qui agit en premier lieu sur Tes phases relatives
des différents chemins contribuant 4 1'interférence ;

b} une petite variation de 1'énergie incidente, qui produit & Tongue
distance une certaine décorrélation entre les ondes transmises pour
deux valeurs Tégérement différentes de 1'énergie ;

¢) la non-linéarité du milieu. Dans ce cas, le principe de superposition,
qui est l1e pilier de la physique linéaire ne s'applique plus, et it
est intéressant de comprendre comment non-linéarité et désordre vont
interagir.

Cette thése comprend guatre chapitres.

. Dans le premier chapitre, nous abordons Te probléme de 1a
magnétorésistance d'un réseau de fils conducteurs faiblement désor-
donnés. Expérimentalement, de tels réseaux ont révélé une dscillation
de la résistance, & trés basse température, en fonctien du champ
magnétique appliqué normalement au plan du réseau.la période de ces
oscillations correspond & un flux par boucle &lémentaire du réseau




€égal au quantum de flux supraconducteur : %% . Cette péricdicité est

ta moitié de cellie que 1'on observe dans des métaux extr@mement purs
{1ibre parcours moyen élastique plus grand que le périmétre des

boucles du réseau : effet Aharonov-Bohm}. Nous nous trouvons donc devant
un phénoméne intrinséque 4 la physigue du désordre, montrant de maniére
non équivoque la présence d'effets cohérents dans ces systémes. L'expli-
cation de cet effet (effet Sharvin-Sharvin) a fait appel & la théorie

de 1a localisation faible, théorie qui calcule Tes premiéres corrections
quantiques a 1a conductivité (moyennée sur les réalisations du désordre)
d'un métal désordonné. Dans ce chapitre, nous développons une méthode
systématique de calcul de cette correction de Tocalisation faible dans
une géométrie de réseau, en faisant 1'approximation de négliger les
degrés de iiberté transverses du "Cooperon" dans Tes brins du réseau.
Nous soulignons dans Te cas d'un réseau régulier le lien existant entre
la correction de Tocalisation faible et Ta fanction de Green d'un hamil-
tonien de liaisons fortes associé au réseau. Des illustrations de Ta
méthode sont données dans différentes géométries : systémes de boucles
connectées, échelles, colliers, réseaux carrz et nid d'abeilles infinis,
tamis de Sierpinski. Ces calcuis permettent une description quantitative
trés précise des expériences r8alisées sur des réseaux. Nous précisons
notamment les effets de 1'interaction spin-orbite et de la largeur

finie des fils. En particulier, 1a magnétorésistance d'un réseay fractal
fournit la premiére mise en Bvidence expérimentale des corrections
périodiques universelles aux lois d'échelle. La Tocalisation faible se
trouve bien décrire ces détails de Ta courbe de magnétorésistance.

. Dans le second chapitre, nous envisagecons ce probléme d'un
autre point de vue. RBcemment, des expériences faites sur des anneaux
désordonnés de taille inférieure au micren ont montré une superposition
d'oscillations & % et a-%% . L'interprétation donnée par différents
auteurs consiste d dire gue la distribution de probabilité compléte
oscille avec la période g%—, mais que les fluctuations d'&chantilion
d échantillon jouent un rBle essentiel et raménent la périodicité pour

un seul &chantillon a 2—.

Nous &tudions la distribution de probabilité de Ta résistance

pour différents modéles quasi unidimensionnels : boucle désordonnée,



chaine de boucles, échelie.Dans Te cas de 1'échelle, i1 s'agit d'un
systéme & deux canaux de propagation. Nous calculons les deux longueurs
de localisation dans la limite de faibie désordre en 1'absence de champ,
et pour un flux par boucle &lémentaire égal 4 %%—. Nos calculs soulignent
1'importance de la structure de bande sous-jacente qui posséde ta

%% sur la distributicn de
probabilitd, i1 faut que le champ magnétique n'‘agisse que sur les

périodicité {;-. Pour observer la période

phases des propagateurs dans le milieu désordonné. Ceci exige que
1'échelle de Tongueur caractéristique du désordre (iibre parcours) soit
plus petite que 1'&chelle de longueur associée au champ magnétique. Ces
calculs sur la chaine de boucle montrent &galement le rdle différent
que jouent la concentration des impuretés et 1'amplitude des marches de
potentiel: Contrairement & 1'hypothése sur laquelie repose la théorie
d'échelle de 1a localisation en 1'absence de champ magnétique, la
nature microscopique du désordre joue un grand r@le sur la distribytion
de probabilité de 7a résistance, au point de provoguer un changement de
Ta périodicité.

. Lé troisigéme chapitre est consacré a 1'2tude des corréiateurs
entre les deux valeurs de la résistance, de son logarithme, et du
coafficient de transmission d'une chatne unidimensionnelle désordonnée
pour deux valeurs peu différentes de 1'énergie. La différence d'énergie
atant fixée, ces corrélations diminuent lTorsque Ta longueur de la chafne
augmente, et nous caiculons la Tongueur caract@ristique associée & la
perte de ces corrélations. Nous trouvons que la longueur dépend de la
grandeur étudiée, ce qui manifeste une nouvelle fois le caractére trés
pathologigue des distributions de probabilité rencontrées dans ces
probiémes unidimensionnels.

. Le dernier chapitre traite de la transmission d'une onde
décrite par une équation de Schridinger non iinéaire en présence de
désordre. Le désordre envisagé est introduit soit sous la forme d'un
potentiel aléatoire, scit sous la forme d'un bruit couplé multiplicati-
vement au terme non linéaire. La méthode employé@e consiste d généraliser
1'idée de "7'invariant imbedding", au cas od le coefficient de réflexion
dépend de 1'intensité de 1'onde. On obtient alors une adguation aux
dérivées partielles stochastique et non linéaire pour le coefficient de
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réflexion en fonction de la longueur de Ta chafne et de 1'intensitéd de
I'onde.La méthode des caractéristiques permet de sz ramener & un ensemble
d'équations différentieliles ordinaires, correspondant @ un probléme ol
T'on fixe T1'intensité de 1'onde sortante. Pour ce probléme, nous montrons
que la non-linéarité domine & Tongue distance. On a alors T'image d'un
systéme dynamique Té&gé&rement perturbé par le désordre. Dans ce cas, on
peut &crire une équation de Fokker Planck pour 1'@volution de Ta distri-
butign de probabilité du coefficient de réflexion en fonction de la
Tongueur. Un comportement d'atténuation en loi de puissance du coeffi-
cient de transmission apparaTt. Le probléme & intensité incidente fixée
fait intervenir le systéme compiet des caractéristiques, et présente
ainsi de ta bistabilité. A Tongue distance, 1'intensité de 1'onde
décroit, et Te régime asymptotique est dominé par le désordre : on
retrouve une Tocalisation exponentielle., Enfin,dans Te cas d'un bruit
coupié de maniére multiplicative @ Ta non-Tin&arité, 1'onde est expulsée
du milieu : les moments de la distribution de probabilité de 1a résis-
tance divergent au bout d'une Tongueur finie. Cette &tude nous suggére
qufune trés grande diversité de comportements peut &tre attendue lorsque
1'on couple non-linéarité et désordre...
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CHAPITRE I

OSCILLATIONS DE MAGNETORESISTANCE DANS DES RESEAUX DE FILS
CONDUCTEURS NORMAUX i ETUDE DANS LE REGIME DE LOCALISATION
FALBLE







_12_

I - INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré d 1'Etude des corrections quantiques &
la conductivité €lectrique de réseaux plans de fils conducteurs placés
dans un champ magnétique. Las phénoménes &tudiés sont une manifestation
spectaculaire de 1'existence d'effets cohérents lors de ia diffusion
des &lectrons de conduction sur Tes impuretés présentes dans le métal.
[t faut tout de suite noter que Tes mécanismes mis en jey sont intrinsée-
gues d la propagation d'une particule quantique {ou d'une onde plus
généralement) dans un milieu désordonné&. Ainsi Ta période des oscilla-
tions de résistance en fonction du champ magnétique appliquéd différera
d'un facteur 2 par rapport d& la situation d'un métal parfaitement pur
(effet Anarcnov-Bohm).

Le probléme de Ta propagation d'une onde dans un milieu Tingaire
désordonné a été T'objet de beaucoup de travaux, théorigues et expéri-
mentaux. Toutes ces &tudes ont mis en évidence un phé&noméne tréds général

1)

décrite d'abord comme 1'absence de diffusion d'une particule sur un

11& au désordre : Ta Tocalisation. Historiquement, P.W. Anderson( 1'a
réseau avec des énergies aléatoires en chaque site. L'absence de diffu-
sion peut se voir &galement comme 1'annulation de la conductivité sta-
tique, et par conséguent, en utilisant 1'approche de Landauer(z) pour
Ta conductivité d'un systéme unidimensionnel, comme la décroissance
exponentielle du coefficient de transmission d'une chaine désordonnée
en fonction de sa longueur. Le terme lui-méme de localisation Bvoque

la nature des modes propres d'un tel systéme : 1'amplitude de la fonc-
tion d'onde est significative seulement dans une petite régiecn de
T'espace et décroTt avec une enveloppe exponentielle lorsque 1'on
s'é@loigne du coeur de 1a fonction d'onde.

Bien des fagons d'aborder le probléme ont &té proposées et nous
ne saurions les décrire toutes. Nous voudrions juste bri&vement ean
présenter guelques aspects qui sont pius directement 1iés au sujet de
cette thése.




.-']3_.

A. La theorie d'échelle de 1a localisation

Une approche trés suggestive de Ta localisation a &té proposée
(3)
. Is

ont propos@ une théorie d'échelle & un param@tre qui est la conductance

par Abrahams, Anderson, Licciardello et Ramakrishnan en 1979

typique g d'un hypercube de ¢8té L d'un métal désordonné. Le choix de la
conductance repose sur un argument dd & Thouless qui identifie 1a
conductance g{(L} au rapport V(L)/W{L) ol V(L) est Ta variation d'énergie
d'un état propre 4 1'intérieur de 1'hypercube a Ta suite d'un changement
des conditions aux Timites {périodiques - antipériodiques) et W(L) est
1'aspacement entre les niveaux d'énergie 4 1'intérieur du bloc. lLorsque
plusieurs blocs de tajlle L sont couplés pour former un hypercube de
taille nL, le rapport V(L)/W(L) joue le rBle d'un paramétre couplage/
désordre pour le systéme renormalisé, tes cubes de taille L devenant des
sites. L'effet d'un changement de taille L est résumé dans Ta fonction
8(g) = %%%%LEL, qui d'aprés 1'hypothése d'échelle ne dépend pas de L.
L'ailure de B(g) proposée par la "bande des quatre" est la

suivante :
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Ad=<2,p(g) est toujours strictement négative, par suite lorsque L
devient infinie, g tend vers zéro, et 1'on a une Jocalisation compléte
de tous les é&tats propres. A d > 2, dans la Timite g trés grand, g(g)
tend vers la valeur d-2 qui résulte de Ta loi d'Ohm classique g = L~
Cette valeur est donc positive. A g trés faible (3 trés fort désordre),
on s'attend & une localisation compléte et g{g) est négative. Par
continuité, A(g) s'annule en un point g = 9 qui représente donc un seuil
de mobilité. Les fléches sur la figure indiguent le flot au cours de la
renormalisation {lorsque L augmente). La région des g grands représente
un régime de faible désordre, dans laquelle Tes &carts d la théorie
classigue du transport sont petits. Dans cette région, un calcul pertur-
batif est envisageablie. On part en général de la formule de Kubo pour la
ccndugtivité.il est possible alors de faire un développement diagrammati-
que de la valeur moyenne de Ta conductivité, pour un systéme d'@lectrons

4) (5)

ont évalué les premiéres corrections quantiques 4 Ta conductivité, et ont

libres dans un potentiel a1éat01re( . Gorkov, Larkin et Khmelnitskii
montré que celles-ci correspondaient d la forme asymptotique
Blo) = d - 2 - 2+ 0 (5 g grand. |
g
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons & ce régime appelé
régime de localisation faible. Le critére de faible localisation est

donné par le paramétre de Ioffe-Regel : kFE ol k- est ie vecteur d'onde

de Fermi et 4 le 1ibre parcours moyen é]astique.FDans le régime de
faible Tocalisation sz > 1. Ce régime de localisation faible a une
importance toute particuliére 3 deux dimensions. En effet, & une dimen-
sion, tous les états sont localisés avec une longueur caractéristique
i]oc qui & un facteur numérique prés se confond avec Te Tibre parcours
moyen &. Par conséquent, 1'extension spatiale de la région ol B(g) a

sa forme asymptotique (B(g) - -1) est trés limitée. Par contre, & deux
dimensions, & cause de B{g} » O Torsque g »= %, = £ exp(kFi). Le
domaine de longueur f<L < Qioc peut donc &tre trés grand. Il correspond
d un comportement diffusif d ces &chelies, et Tes corrections guantigues

Tiées au désordre sont bien décrites par les calculs perturbatifs.

De nombreuses expérisnces ont &té ainsi réalisées sur des films
métalliques, réalisant ainsi des conducteurs quasi bidimensionnels.On

(6)

pourra se reporter d la revue récente de Lee et Ramakrishnan pour
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trouver une description compléte d'un grand nombre de résultats expé-
rimentaux.

Dans ce genre d'expériences, on peut effectivement sonder le
régime de localisation faible & deux dimensions car,en général, la
renormalisation s'arréte a& une longueur de coupure inférieure & L296c"
Cette longueur de coupure peut &tre Ta taille de 1'échantillon, dans
le cas de systémes trés petits (& 1'échelle du micron). Mais plus géné-
ralement, c'est la Tongueur Lw d partir de laquelle la particule {Jes
@lectrons dans Te cas d'un métal) perd sa cchérence de phase par suite
d'interactions inélastiques avec des excitations du milieu présentes
& température finie. Ainsi pour les électrons, les mécanismes d'inter-
action &lectron-&lectron et &lectron-phonon contribuent & Ta perte de
la cohérence de phase. En général Hp augmente lorsque la températura
diminue, ce qui par exemple provoque & deux dimensions une remontée
logarithmique de Ta résistance &lectrique lorsque T + 0. Actuellement
ce reégime de localisation faible semble bien compris au point de
devenir un outil précieux d'é&tude de certaines propriétés de conducteurs

()

€lectron-phonon par exemple).

d basse température temps d'interactions &lectron-électron et

B. Image physique de Ta localisation - Effet d'un champ magnétigue

Pour un systéme unidimensionnel, on a le résultat Suivant(g)
en présence de désordre, 4 toute énergie de la particule incidente,
Te coefficient de transmission, moyenné sur toutes les réalisations du
désordre, décroft exponentiellement avec la longueur du systéme.
L'origine de ce phénoméne réside dans un mécanisme qui fait interférer
de maniére censtructive Tes ondas partielles ré&fléchies vers 1'arriére
au cours de la diffusion multiple de'T'onde incidente sur les impuretés
de la chatne. Pour le montrer, isolons deux impuret&s A et B sur une
telle chaine

"]
B
o
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Considérons 1'amplitude de transmission de ¢ en 0'. Isolons les
deux séquences 0-A-B-0' et 0-B-A-0'.

La premiére contribue pour :

Tl X g% A
Ff e ATO ik

3
0ABO' alksk) e glkokle

ik |xp-%, 1 Tk X =%2 |
B "A Volk.k 0

Le second trajet,lui, a Ta contribution :

TkixXg-%nq| ik |[xp=x, | ik[xA=%, |
B "0 A
St oBa0" = © pl-kke B Ay ke O

Faisons pour simplifier 1'hypothése d'une diffusion &lastique isotirope :

V(kl,kz) =V g + V8§

k ,kz kl‘_kz

1

Dans ce cas

-2 eik[{XA-x01+]xB-xA|+1xé-xBI]= Vzeiklxé-x0|

0ABO¢ 51 Xg > Xp

# AL [&B-x0[+§xA—xB|+[x6-xAi]

2. . K[ [xg-xp [+2]xg-x, |]
_ OBAD' €

s x8> Xp

Si la position relative de A et de B varie, la phase relative de ces
deux amplitudes de diffusion varie de maniére uniforme et en moyenne
ces deux ségquences n'interférent pas. Par contre, si on regarde 1'in-
tensité réfléchie

A - eik]xA—xO{ y e1‘k|xB—xAl y eik[xB-xO]

k| Xp=Xq | ik|xg=Xg ] Tk|xa=Xg]
ﬁOBAO=e 370!, AT, 0T

Les deux amplitudes sont toujours égales, quelle gue soit Ta configu-
ration des impuret&s. On a donc une amplification systématique de la
rétrodiffusion par un processus d'interf&rences. En fait, une telle
interprétation se généralise en dimension supériesure. Les premiéres
corrections quantiques au transport dans le régime de Tocalisation
faible proviennent des diagrammes croisés mis en &vidence par Langer
et Neal en 1966(9).
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4 N

Ce diagramme est exactement 7'interférence entre la séquence ;
D, p+k1, p+k1+k2, p+kl+k2+k3 et Ta séquence
-p_kl"kz"kSa —p_kl'kzs _p-kl’ -p

o0 T'on a inversé Tes vitesses et 1'ordre dans Tequel les impuretds
sont intervenues.

La localisation faible s'interpréte donc comme e résultat de
cette interférence constructive entre chemins de diffusion de méme

{10). Ceci

support géométrique, mais parcourus dans des sens différents
permet une évaluation quantitative de la correction a4 la conductivité
dans le régime de localisation faible : elle est proportionnelle & Ta
probabilité que Ta particule diffusant dans le milieu retourne au
voisinage de sa position initiale (avec une précision de ﬁL-= AF}, caci
dans un temps n'excédant pas le temps T de cohérence de pﬁase. Soit,

en dimension d :

..  (d-1)

g
5 TR (1)

Cette évaluation donne Ta dé&pendance en Tw de la correction gquantique 8a.

IT est trés important de noter que ce mécanisme d'interférences
entre chemins fermés parcourus dans des sens opposés n'opére que lorsque
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Ta dynamique est invariante par renversement du temps. En présence de
champ magnétique, ce n'est plus le cas. Pour deux trajets fermés jden-
tiques effectuds en sens inverse dans un champ magnétique :

B

A
® H

T'ampTitude du chemin A acquiert un facteur de phase exp [i %-¢], o ¢
est Te flux magnétique a travers la boucle, et celie du chemin B un
facteur exp[ - 1 % $1.

Le déphasage relatif entre A at B est donc 27w %—-oa ¢O = %% .
Le flux ¢O = %% a5t caractéristique de la Tocalisation #8ible. Dans le
cas d'un systéme pur {quantification sur un chemin fermé&), Ta périodi-
cité sous-jacente asit %, qui correspond 3 un changement de phase de 2w

de 1a fonction d'onde sur un chemin fermé(ll’lz).

L'effet d'un champ magnétique faible {c'est-3-dire dont 1'effet
consiste simplement & modifier la phase des fonctions d'onde, sans
entrainer de mouvement cyclotron classigue : w.T « 1) est donc de
détruire 1'interférence constructive qui est 4 1'origine de Ta locali-
sation. Expérimentalement, cela se traduit par une magnétorésistance
négative & faible champ.

L"8valuation (1) peut se généraliser en présence d'un champ

magnétique, en introduisant Te facteur de déphasage : cosl 4“EHDt I.

Soit

(2}

To 47eHDt)
s6(H) - s0(H=0) _ J v Hl-cos(—p—1 Ap dt
o T (Dt)

On s'est placé ici 4 deux dimensions.

L'effet du champ magnétique pour un systéme homogéne s'évalue
en comparant le flux dans une boucle de taille kp avec le flux typique g.
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On a alors deux régimes :

a} HL2 «:g—: champ faible. La magnétorésistance ast en H2 comme le montre
la formule (2) dans Taquelle on peut développer le cosinus.

b) Hgi Svg : champ fort. §g (M) est alors en an H.

C. Calcul des corrections & la conductivita.

L'image physigque précédente a suggéré Te lien existant entre
tes corrections guantiques au transport dans le régime de localisation
faibie et la diffusion classique, ainsi que le rdle d'un champ magnétique.
Ces deux ingrédients apparaissent naturellement dans le calcul de la

correction &8g. En fait(lo) la correction d la conductivité Sgir) est
donnée par
. .28
Solr} = - =5 Clr.r) (3)

of C(r,r) est la fonction de Green définie par :

[(-17 - 8 0% + S1c(e,r') = (r-r) (4)
L
5 ¥
Dans ces formules 3D, %r-a la dimension d'une conductance, et C{r,r')
ceile de 1'inverse d'une ?Gngueur On remarque que C{r,r) est bien
invariant de jauge. Le terme en —?- denne Ta coupure & longue distance
et Te facteur 2 devant h A (A estwle potentiel vecteur du champ magné-
tique appliqué) traduit Tes considérations du paragraphe précaddent. Les
gquations (3) et (4) proviennent des diagrammes croisés introduits plus
haut, et Teur contenu physique est identique & 1'image donnde précédem-

ment .
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0. GEométries multiconnexes - réseauyx.

L'intérét d'un réseau bidimensionnel régulier est que tous les
chemins fermés qu'una particule &voluant sur ce réseau peut décrire
déTimitent une surface dont 1'aire est un multiple de 1'aire d'une
cellule &lémentaire du réseau. En conséquence, si ce réseau est ceonstitué
de fils métalliques quasi unidimensionnels et 1&g&rement désordonnés,
1'effet d'un champ magnétique sur la résistance, dans le régime de loca-
lisation faible, fera apparaitre comme grandeur fondamentale le flux
magnétique ¢ 4 travers une cellule Eiémentaire, Si ¢ est un multiple
entier de‘%%, toutes les bouclTes existant sur le réseau ne présenteront
pas de déphasage entre les deux sens de parcours possibles, et la
résistance sera la méme qu'en champ nul. Par conséquent, Ta magnétoré-
sistance doit &tre une fonction périodique en ¢ , de période ¢0 = %% .
Cette période de %% peut s'observer effectivement, si ona : 2 <L < %p
ol & est le libre parcours moyen @lastique, et L est le périmétre de la
cellule &lémentaire. Dans le cas L < & ({systéme trés pur) la période

(11)

contre, lorsque & < kp < L, toute oscillation disparait, car la cohé-

rence de phase ne s'étend pas sur toute une cellule &lémentaire. Pour

cbserver des oscillations avec la période ¢o = §%~, il faut donc tra-

devient-g, comme 1'ont noté Dingle et Aharonov et Bohm(lz). Par

vailler avec des conducteurs suffisamment désordonnés (2 « L), mais
pas trop car Lé = DT@ at & o donné, Hp diminue si le coefficient de
diffusion diminue. On a intérét & se placer & trés basse température
peur augmenter %p' Les contraintes précédentes imposent &galement une
eéchelle pour la taille de Ta cellule &lémentaire, de 1'ordre du micron.

La premiére expérience o0 la période %%-a 8t& mise en évidence
ast celle de Sharvin et Sharvin (1981)(13)

cylindres. Depuis,(d'autres expériences ont ey lieu, sur des cylindres
15,18)

, gui ont ftravaill@ sur des

(14)

et sur des réseaux . Toutes ces expériences donnent une période de

%% . Toutefois, récemment, des expériences faites sur de simples anneaux
- . 7 . L . . -

ont montré soit 2 (1 ), soit une superposition d'une osciliation a 2
. . . h (18

avec une importante harmonique 3 %e (18)

a montrer que les petits systémes en questicn sont mal décrits par la

. De telles observations tendent

moyenne d’'ensemble sur le désordre. La théorie moyennée de T1a localisa-

tion faible a donc un sens pour des réseaux ou des systémes suffisamment
grands (cylindres) pour gque la moyenne d'ensemble refléte les propriétés
d'un seul échantillon. Nous reviendrons sur ces questions au chapitre II.
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[T - LOCALISATION FAIBLE SUR UN RESEAU

Notre €tude a &€té motivée par plusieurs considérations diffé-

rentes

- les premiéres expériences de Sharvin et Sharvin ont donné Tieu i un
remarquable accord quantitatif entre les résultats expérimentaux et les
prédictions de ia localisation faible. Seulement,i] n'existait pas de
calcul pour une géométrie multiconnexe autre que celle du cylindre. Or
Te calecul dans une géométrie de réseau présente 1'intérét de pouvoir
&tudier les effats d'interactions entre différentes boucles, effets
qui doivent devenir importants lorsque kp devient grande devant Ta
taille des boucles.

- 1'analogie avec le probiéme des réseaux supraconducteurs(lg). L'équation

du Cooperon (4) est formellement &guivalente & 1'équation de Ginzburg-

Landau 1inBarisée pour le paramétre d'ordre

(1-17-2 a2 2) pr) =0

g

La ligne critique H (T) est déterminée par la plus petite valeur propre

de 1'opérateur [-iV - E%A]Z. Pour un réseau carré, cette ligne critique

est donc semblable au bord du spectre calculé par Hofstader, ce qui a

 été confirmé expérimentalement(zo’ZI)_
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FIG. 1, Spectrum I[nside
a uait cell, € is the hori-
zontal variable, ranging
between +4 and -- 4, and
p={a} is the vertical vari-
able, rangiog from 0 to 1.

Exbuad de fo
ReF. 20

IT était intéressant de savoir si les fines structures visibles

sur le bord du spectre allaient correspondre d des détails de la courbe

de Ta magnétorésistance.

rormalisme des réseaux

Considérons un réseau de fils conducteurs :

| I

:

}

I

[

l

_l
=
=
::1
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fa correction de jocalisation faible & la conductivité est
donnée par les équations (3) et (4) qui sont tridimensionnelles. Pour
un réseau, les &quations (3) et (4) ont un sens lorsque le libre parcours
moyen &lastigue est petit devant les dimensicns transverses des fils.
Lorsque cette condition n'est pas vérifiée, la structure microscopique
des fils (modes propres, nature du déscrdre) commence d jouer un réle
essentiel. Dans Ta limite ol les dimensions transverses des fils sont
petites devant la longueur de cohérence de phase L@ , Te Cooperon C{r,r')
ne va pas beaucoup varier Torsque r se déplace sur Ta section d'un fil.

Dans cette limite, on peut donc négliger les degrés de liberté trans-
2e

verses du Coopéron en remplagant l'oRérateur -iv - " A par sa projec-
tion le Tong des fiis : - i %E" 2e —%— ol s désigne 1'abscisse curvi-

ligne le long d'un fil et At est Ja composante tangentielle du potentiel
vecteur. On remplace ainsi (4) par des équations différentielles
ordinaires Te long des fils. Une fois que 1'on a fix& Te point r' ol
I'on veut calculer 8o, il suffit de connattre C{r,r') pour r situé aux
emplacements des noeuds du réseau, les équations &tant du Zéme ordre.

En chague noeud, on peut écrire une Zquation de conservation

L ligs+gAl Clr,r') =0

On finit ainsi par se ramener a un systéme lin€aire associ2 aux noeuds
du réseau. Pour 1'instant, le point r' ol T'on calcule la correction &
la conductivité joue le rdle d'un noeud supplémentaire. I1 est alors
possible d'exprimer C(r',r') uniguement & T'aide de 1'inverse d'un
opérateur défini sur Tes noeuds du réseau initial. De maniére pius

explicite
X yop(topX
L Sh(r)Sh(“E )
Clrtort) = gpg —— g
sh(fqﬁ)
v
+ 2 ———l————{T shz(iaB'x) T sh2(31J+2Re(T e-iru%sh(iijsh(gas"x
hOS 5 & g, o HP 23 L Ba L¢
sh°({%) ?




[ci S désigne 1'aire de Ta section des fils et T est un opérateur, associé
aux noeuds du réseau, qui est 1'inverse de 1’'opérateur M d&fini comme
suit

L,
. Mum = § coth (Egi) {on somme sur les noeuds y reliés d o ).
Y iy v
o aB
Mg T TR
sh(r)
0

Tog est le facteur de jauge 1ié & Ta présence du champ magnétique.

= EE-S k.43 , 1'intégrale étant prise le long du brin a3.
. _ h

ici ¢’O—E‘

L'opérateur M ainsi défini est hermitien, et ses valeurs propres
sont strictement positives car [T | > = ITuBI‘ IT a la méme structure
que 1'opérateur hamiltonien dans un mgégle de 1iaisons fortes décrivant
la propagation d'une particule de charge 2e sur 1'ensemble des sites du
réseau.

La formule précédente montre que la correction 4 ia conductivité
varie d'un point a 1'autre du réseau. En général, cette correction est
plus faible au voisinage des noeuds, ce qui est conforme & 1'image
physigue : au voisinage des noeuds, la probabilité de retour & 1'origine
tors d'une diffusion classique est plus petite. Dans une expérience,
avec des cellules de la taille du micron, on & surtout accds d la résis-
tance globale du réseau. Celle-ci dépend en principe de 1'crientation du
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e

réseau par rapport au courant le traversant, et plus généralement, de
1a carte des courants. Nous avons fait 1'hypothé&se gue Ta variation
relative de résistance du réseau par suite des corrections guantiques
s'obtient en moyennant avec un poids &gal la correction en chaque point.
Cette procédure, exacte pour une géométrie simple comme un parallélé-
pipéde ne doit pas introduire trop d'erreur pour un réseau guelcongue.
Cette moyenne S C{r',r'}dr' de la correction sur le réseau s'exprime

d 1'aide de 1a fonction de Green complé&te T. Seulement, dans le cas ol
tous Tes brins ont Ta m@me Tongueur a, cette moyenne ne fait intervenir
quela fonction de Green diagonale Taa . Enfin, dans le cas o0 le nombre
de coordination Z est constant on a

ToEOERT - g Tl
i=1

Ici, N est Tle nombre de noeuds du réseau, les Ki sont Jes valeurs propres

de M, n = fi-et K = %%EE§ s &tant la conductivité moyenne d'un brin.

La correctifn de localisation faible & !a conductivité est donc reliée

d la fonction de Green & A?I . C'est une information globale sur le

spectre de 1'hamiltonien M associé,d la différencede Ta ligne critique

HC(T) d'un réseau supra qui est reli@e au bord de ce spectre.

Le formalisme ainsi décrit a €té appliqué & 1'étude de diffé-
rentes géométries {boucles coupiées, rubans, colliers, réseau carré,
réseau en nid d'abeilles et tamis de Sierpinski). Cette &tude est
1'objet des trois articies qui suivent. Nous d&taillerons ensuite la
fagon dont ces calculs peuvent s'appliquer & 1'expérience, et permettent
par exemple una détermination précise de Ta longueur de cohérence de
phase L¢ et de sa dépendance en température.



- 26 -

ITT - ARTICLES

1) Quantum Oscillations in Normal metal networks.

2) Interference effects and magnetoresistance oscillations in normal-

metal networks : weak-localization approach.

3) First observation of the universal periodic corrections to scaling

magnetoresistance of normal-metal networks,




_2?_

VOLUME 55, NUMBER 10

PHYSICAL REVIEW LETTERS

2 SEPTEMBER 1985
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A general formalism is outlined for the calculation of the transport coefficients of a normai-metal
network in the weak-localization regime. Simple circuits such as loops and ladders are used to illus-
trate cur appreach. A closed expression for the magnetoresistance of an iafinite regular network is
derived. We find that, in contrast with superconducting networks, no fine structure due to interfer-
ence effects between adjacent loops is expected. Our results agrez very well with the recently ob-

served oscillations in normal-metal networks.

PACS numbers: 71.50.+1, 71.55.1v, 72.15.Gd

Since the prediction! of a Bohm-Aharonov-type ef-
fect in disordered metals, with half-quantum flux
do=hc/2e, only two groups were able to observe
clearly this effect in the following new multiconnected
geometries: regular networks® and ladders.? The ori-
ginal experiment, performed con a hollow cylinder, has
been repeated by several groups.* The magnetoresis-
tance (MR) oscillations chserved in these experiments
are actually the manifestation of a specific and new
phenomenon in disordered materials. The physical ex-
planation in terms of coherent backscattering has been
advanced® in the case of electronic transport. Howev-
er, the interference effect, obtained originally through
an expiicit diagram caiculation, is really a very general
phenomenon in systems with gquenched disorder.
Indeed, the basic origin must be traced to the amplifi-
cation of the backscattering during the propagation of
waves in randomly inhomogeneous media, whers mul-
tiple scattering dominates. As long as A << { (X is the
wave length and / is the mean free path), the first in-
terference corrections to the wave-field energy-
transport equation are controlled by the so-called fan
diagrams. This is actually the case in the weak-
localization regime. The presence of a magnetic fieid,
which couples to the phase of a wave function, is
therefore the most direct method to reveal the in-
terference effects,

Given the fundamental aspect of the interference
phenomena in disordered metals, it is natural to look
at the corresponding corractions in new geometries,
like networks, where the recent experiments were per-
formed. The magnitude of the MR oscillations has
been caiculated oniy for the hollow-cylinder geometry,
and there is no squivalent expression for the general
situation. In addition to the relevance of such a calcu-
lation for the experimental investigations, there are at
least two additional motivations for our study. Firstly,
how is the amplitude of the MR oscillation influenced
by the experimental setup? Secondly, are there new
features of the MR curve in the case of an extended
network? Actually, such effects wiil be produced by
interferences between adjacent loops in the network.

For instance, in superconducting networks, such ef-
fects were predicted and observed® on the fine struc-
ture of the upper critical line. Is there a counterpart in
the case of normal networks?

In this Letter, we report on a general formalism for
the calculation of transport coefficients for a normal-
metal network of arbitrary shape. Qur formulation, ii-
lustrated below on some esxampies, permits us to
answer the above guestions and provides explicit ex-
pressions for the MR oscillations for an arbitrary net-
work. In the following, we will limit our exposition to
localization corrections in the weak-localization re-
gime. Note, however, that co-rections due to
electron-electron interaction can also be cajculated in
the framework of the present formuiation. A more
detailed exposition will be given eisewhere.’

The {ocalization correction to the conductivity in the
weak-localization regime (kg/ >> 1) is given in gen-
eral by the following expression®:

Ao(r)=—{(2/nv)YoyC{r, ), (1)

where o is the bulk conductivity of the sample, given
by Drude’s formula, and v is the density of states at
the Fermi level. The equation for the Cooperon?
C{r,r') in the presence of a magnetic field (vector pG-
tential A) is

[=iV =~ Qn/d) AP+ L;72C (e, 1)
={1/kD)s(t—r). (2)

Here D denotes the electron diffusion coefficient and
Lo=(Dr¢)"? is the length over which dephasing of
the electron wave function results from inelastic
processes or of spin-spin scattering from paramagnetic
centers. Equation {2) must be supplied by a boundary
condition on the surface of a given sample. In the fol-
lowing, we shall confine ourselves to the free boun-
dary conditions. It is importarit to notice that Egs. (1)
and (2) correspond actually to a self-averaged theory,
where all traces of randomness are summarized in L@‘
As can be seen from Eq. (1), the correction to the
conductivity depends on the coordinates. However,

1148 © 1985 The American Physical Society
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since Ao (r) is a small correction (o the total conduc-
tivity, the total correction to the measured resisiance,
for instance, is obtaim’;d by integrating Ao {r) over the
volume of the systern.

In order to calculate Ag(r) in a multiply connected
geometry, Eq. (2) leads to formidabie caiculations, al-
ready in the case of simple circuits such as the holiow
cylinder or single rings.! The situation becomes very
simple in the thin-wire approximation used here,
Indeed, we shall investigate networks made of thin
wires, having a thickness much smaller than Lp. This
corresponds to wires of effective dimensionality one,

Efcothliﬂ
8 Ly
In this basic equation, !aﬂ refers to the length of the
strand (af) between nodes o and 8 of the network,
and yug= (2W/¢O)J':A'a'l denotes the circulation of
the vector potential A along this strand. The sums in
Eq. {3) are taken over nodes 8 connected to node «,
and S is the cross-sectional area of the wires. In this
equation, the point r', where the correction to the con-
ductivity is calculated, acts as an additional node. This
remark, as well as other cbservations,’ shows the basic
differences between Eq. (3) and the similar one
derived for superconducting networks.!! Starting from
Eq. (3), one can check that we recover the known!
result for a single loop in a normal magnetic field,

l: ) e"h’uﬁ
L P

AR Trsinh(L/Lgp)
R cosh{L/Lg) ~cos(2md/dy)

where «= (2¢?/wfog)Lg/S. Here L denotes the
length of the loop, and ¢ the magnetic flux through its
surface.

Note that Eq. (3) can also be used in the case of a
thin wire with dangling side branches.” In this
geometry, the local character of Ao (1) is well iliustrat-
ed where a nonmonotonic behavior of Ao (s} is ob-
tained.

In general, for a networ« of arbitrary shape, a com-
pact expression for AR/R can be derived, if we take
into account the linearity of Eq. (3). For this, we shall
introduce the following ¥ XN Hermitean matrix A,
where & is the number of nodes in the network:

{4)

; l, cos(2m g )/
My=2 cothl=£[ -2 3 “HM (5a)
P P loops SINH(4/ Lep)
g Tas
M g= ES (5b)

" sinh (/L)

In Eq. (5a), the first sum is taken over nodes 8 con-
nected to node « by a strand of length {ag. The second
sum is taken over elementary ioops of length / con-
taining the node « and defining a magnetic flux &,.

C(p )=

and this condition is actually fulfilled in the experi-
ments done on networks.? The finite width of wires
can, however, be taken into account, and this results
in a renormalization of L(p which becomes a function
of the magnetic field (see below). This formalism
breaks down in very small systems!® where there is a
lack of self-averaging. If we assume that C (¢, o) is
known at two adjacent nodes of the network, it is
straightforward to deduce C (1, r) for any point r on
the strand (a8). This remark permits us to write
down a set of Kirchoff-type equations, leading to the
following network equations;

Ly
‘ﬁﬁh o {3)

With use of the matrix M, the correction to the total
resistance can be written for a network of arbitrary
shape. In particular, for a regular network, such as the
square lattice (see below), made of identical strands
with [,p=a, the correction of the total resistance is
given by’ (n#a/ch)

. N
ncoshv?—51nhv] +_2_ E A1
7 Sinhm N,

AR k. _2

(6)

Here z denotes the coordination number of the lattice,
and A; = 0 denotes an eiganvalue of the matrix AL,

In the following we shall iliustrate the above equa-
tions in three particular cases.

(1) Ladders.—We have studied different networks
where two or many loops are connected through arms
or contact points. In general, the presence of arms
damps out the MR oscillations. Furthermore, for a set
of two loops, with a common node or a common edge,
regular oscillations with a periodic behavior of MR is
obtained for rational values of the flux ratio ¢,/¢,.
However, for two identical square loops with a com-
mon edge, no secondary maxima (i.e., at D12 o= —5—)
are obtained, in contrast with an intuitive expectation.
This behavior is well illustrated in Fig. 1 for a simple
strip (ladder) made of identical square loops of side a
each. The absence of new features of the MR persists
on a multistrip of arbitrary width.

(i) Infinite square lattice.—This case can be studied
either directly or as a limit (M =) of a multistrip of
width M. Both approaches lead to the same results,
Let us describe the direct approach based on Egq. (6),
where z =4. For a magnetic field &, normal to the
planar network, one can take for convenience the Lan-
dau gauge, 4, = — Hy, A, =0, and use the transiation
symmetry in direction x. The esigenvalue problem can

1149
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be written as a Harper’s equation!?;

Ewm=wm—l+¢m+I+2COS(m7+9)d’m’ (7

where e=4coshn— Asinhm, n=a/Lg, v=2mw¢d/d,
and 8 denotes a Floquet factor (0 =< 9= 27). Here, g

d/do=p/q (p.¢ integers and prime to® each other),
With use of Bloch’s theorem, the secular squation,
giving the cigenvalues ¢, can be cast as a polynomial
equation: P,,(e) — W =0, where P, . (e) is a polyno-
mial of degree ¢ in ¢, and W denotes a parameter in
the interval [—4, +4]. For more details, we direct
the reader to Refs. 7 and 12, and Wannier, Obermair,
and Ray."” Here we quote just the final result for the
localization correction to the total resistance

refers to the side of elementary plaquettes and
¢ = Ha’. Equation {7) can be solved for rational
ﬁ=_'i. 7 coshn — sinhm 8 sinhy Pp’.q(q' coshn) 4
R 4 v coshm wq  P,,(4coshn) P, (4 coshn)

Here P'(x) denotes the derivative of the polynomiai
P, , taken at x = 4 coshy and X (x) refers to the ellip-
tic integral of first kind,

wf2
K (x)=f0 dt/(1—x2sin? )2,

In Fig. 1, we have shown Eq. (8) as a function of the
reduced flux p/q for values of ¢ up to ¢ =50. As can
be seen, AR/ R exhibits actually a periodicity at integer
values of ¢/¢g only, as was anticipated before. The
whole curve is a smooth one and indeed analytical.” In
fact, despite the rich structure of the spectrum’! asso-
ciated with Eq. (7}, AR/R is given by a regularizing
sum [Bq. (6)] over the subbands of this spectrum,

AR/R_

Q.5

o] 1
0 0.5

3/ %o L

FIG. 1, AR/R as a function of the reduced flux ¢/¢q
shown for three networks (a/L =0.2): curve a, single
square loop of perimeter L =4a [Eq. {4)]; curve &, simple
ladder made of identical square loops; and curve ¢, infinite
regular network made of identical square loops [Eq. {8)].
For convenience, AR /R has been normalized to its value at
zero field in each case. Triangles, corresponding to case c,
are calculated for rational ¢/¢o=p/q, p =g, and ¢ = 59, ac-
cording to Eq. (8) (see text).
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weighted by the density of states, where logarithmic
singularities cccur. However, Eq. (8) is analytic, be-
cause 4 coshy lies outside the spectrum |e| = 4 of Eq.
{7). This result is to be compared with the singular
behavior of the edge of this spectrum, measurad in su-
perconducting networks.’

It is interesting to look at various limits of Eq. (8).
Let us consider first the case of zero magnetic field.
For m—0, ie, a << Ly, one gets AR/R = (x/
21’!‘)(G/L(p) In(Lgy/a). This resuit reproduces the
bulk expression® AR = (e¥/7%)RJ In{Ly/1) with a,
instead of /, as a cutoff at short length scales. Note
that our formalism makes sense only for a > /, and it
is natural to recover this result in the continuum limit.
In the limit of small but finite magnetic field, the con-
tinuum results® for the magnetoresistance are also
recovered: AR(H)~H? at  ¢/pg<<n’. and
AR (H) ~In{H/7n*Y at ¢/ py >> 72

Let us conclude with two coraments relative to Fig.
1, where AR/R oscillation is shown for three
geometries. Firstly, the absence of new interference
effects {e.g., secondary maxima at rational /¢y in
the ladder, as well as in the infinite network, comes
from the expression of AR/R itself. It is actually a
whole integral information over the spectrum of ma-
trix M, and the period of MR oscillation is the same.
Secondly, the ampiitude of the oscillations is strongly
influenced by the geomeiry of the considered network.,
This is clear at n << 1, where [or noninteger vaiues of
#/bg, AR/R ~ m in both cases. However, for integer
&/, AR/R is of order p~!, 7° and mln(i/n),
respectively, in the single loop, ladder, and infinite
network.

(iif} Honeycomb lattice.—The same calcuiations have
been performed’ on honeycomb lattices where MR os-
cillations have been measured.? In order to make a
close contact with experiments, the width of the wires
must be taken into zccount. This results in a renor-
malization of the reduced factor n=a/L:

nH{H) = H =0) + 3 (¢/ds)2(w/a)?,
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FIG. 2. Quantitative comparison between the theoretical
results {triangles) and experimental data (solid line), for Cu
at T=133 mK, taken from Ref. 3. The hexagonal elemen-
tary ceils (side @ = 1.5 um) are made of wires of width 0.42
sm. In this fit, we have Lp=1536 and L, =3.12 MHm,
respectively (L., is the spin-orbit length).

where ¢ denotes the magnatic flux through an efe-
mentary hexagonal cell (side ) made of wires of
width w. This low-field approximation breaks down at
Haw 2 ¢y. The renormalization of 7 becomes impor-
tant at large A and is actually responsible for the
damping of oscillations. Qur results are illustrated in
Fig. 2 where spin-orbit scattering has been taken into
account. Clearly, there is a fairly good agreement
between theory and experimental,

The authors would like to thank Dr. I. C. Angles
d’Auriac and B. Pannetier for friendly and usefu) dis-
cussions.

IB. L. Altshuler, A. G. Aronov, and B. Z. Soivak, Pis’ma
Zh, Eksp. Teor. Fiz. 33, 101 (1981 [JETP Lett. 33, 94
(198121,

!B. Pannetier, J. Chaussy, R. Rammai, and P. Gandit,
Phys. Rev. Latt. 53, 718 (1984), and Phys. Rev. B 31, 3209
{1985). ‘

3D. 1. Biship, J. €. Licini, and G. J. Deolan, Appl. Phys.
Lett. 46, 1000 (1983),

*For a recent review, see Y. V. Sharvin, Physica (Amster-
dam) 126B&C, 288 {1984), and references cited thersin,

See D. E. Khmelnitskii, Physica (Amsterdam) 126B&C,
235 (1984),

8B. Pannetier, I. Chaussy, R. Rammal, and J. Villegier,
Phys. Rev. Lett. 53, {845 (1984).

7B. Doucot and R, Rammal, to be published.

®B. L. Altshuler, A. G. Aronov, D, E. Khmelnitskii, and
A. L Larkin, in Quantum Theory of Solids, edited by 1. M.
Lifshits (Izdatelstvo Mir, Moscow, 1982), p. 130. See also
G. Bergmann, Phys. Rep. 107, 11 (1984). -

9The first quantum correction to the conductivity is given
by a series of diagrams which closely resemble the Cooper-
pair diagrams of superconductivity theory and are called
Cooperons. See P. W, Anderson, Physica (Amsterdam)
117&1188B, 30 (1983).

For recent theorctical work on small systems, see
M. Buttiker, Y. Imry, R. Landauer, and S, Pinhas, Phys.
Rev. B 31, 6207 (1985), and references therein. Recent ex-
perimental work may be found in R. A. Webb, §. Washburn,
C. P. Umbach, and R. B. Laibowitz, Phys. Rev. Lett. 54,
2696 (1983).

115, Alexander, Phys. Rev. B 27, 1541 (1983}; R. Rammal,
T. C. Lubensky, and G, Toulouse, Phys. Rev. B 27, 2820
{1983).

2D. R. Hofstadter, Phys. Rev. B 14, 2239 (1976), and
references therein. :

UG, H. Wannier, G. M. Obermair, and R. Ray, Phys.
Status Solidi {b) 93, 337 (1979).

1151




. Physiqie 47 {1986) 973-999

Classification
Physies Abstracts
71.50 — 71.555 — 72

JTUIN 1986, PaGE 973

Interference effects and magnetoresistance oscillations
in normal-metal networks : 1-weak localization approach

B. Doucot and R, Rammal

Centre de Recherches sur les Trés Basses Températures, CNRS, B.P. 166 X, 38042 Grenoble Cedex, France

(Requ le 22 octobre 1985, accepté sous forme définitive le 20 février 1986)

Résumé, - Nous présentons un formalisme général pour calouler les coefficients de transport dans ua réseau de
métal normal en régime de localisation faible. Notre approche est iflustrée d'abord sur des circuits simples : boucles,
échelles, ete. Des expressions compactes de [a magnétorésistance d'un réseau régulier infini (catré, nid d'abeilles, ...)
sont obtenues, Le cas d'un réseau fractal infini (tamis de Sierpinski) st aussi étudié. On montre que dans le cas
général. la correction de localisation faible a la magnétorésistance est donnée par une somme pondérée sur les
valeurs propres du probiéme linéaire sous-jacent. En particulier, on montre 'absence d’une structure fine due
aux efiets d'inferférence entre boucles adjacentes, et ceci par opposition avec les réseaux supraconducteurs. Nos
résultats sont en parfait accord avec les mesures récentes de ['oscillation de la magnétorésistance d’un réseau de
métal normal.

Abstract. — A general formalism is outlined for the calculation of the transport coefficients of a hormal-metal
network in the weak-localization regime, Simple circuits such as loops and ladders are used to illustrate our
approach. Closed expressions for the magnetoresistance of infinite regular networks (square, honeycomb, ...} are
derived. The case of an infinite fractal network (Sierpinski gasket) is also investigated. We show that the localization
correction to the magnetoresistance AR/ R is given in general by a weighted sum over the eigenvalues of the under-
lying linear problem. We find in particular that, in contrast with superconducting networks, no fine structure due
to interference effects between adjacent loops is expected. The obtained results are shown to agres very well with

recent experimental results on the magnetoresistance oscillations in normal-metal networks.

1. Introduction.

Since the prediction [I] of a Bohm-Aharonov-type
effect {2] in disordered metals, with half-quantum flux
o = hef2 e, only three groups were able to observe
clearly this effect in the following new multiconnected
gecmetries : regular networks [3], ladders and neckla-
ces [4] and more recently in single ring geometry [3].
The original experiment [6], performed on a hollow
cylinder, has been repeated by several groups [7].
The magnetoresistance (MR) oscillations observed
in these experiments are actually the manifestation of
a specific and new interference phenomenon in
disordered materials. Indeed, the flux periodicity
2ty = hefe of Aharonov-Bohm resistance oscillations
have been reported [8] on very pure single-crystal
cylinders with long mean free paths. The observation
of these interference effects with the period ¢, (super-
conducting quantum flux} is therefore as fundamental
as the Little-Parks experiment [9] on superconductors.
The physical explanation for the factor of two in the

flux period has been given in reference [10] ; the inter-
ference effect is due to two counterpropagating elec-
tron waves, each of which travels fully around the
ring. However, this interference effect, obtained ori-
ginally through an explicit diagram calculation, is
really a very general phenomencn in systems with
quenched disorder. Indeed, the basic origin must be
traced to the enhancement of backscattering during
the propagation of waves in randomly inhomogeneous
media, where multiple scattering dominates. As long
as A < /(A is the wave length and / is the mean free
path), the first interference corrections to the wave-
field energy-transport equation are controlled by the
so-called fan diagrams. This is actually the case of
the weak localization regime. The presence of a
magnetic field, which couples to the phase of a wave
function, is therefore the most natural method to
reveal this interference effect,

Given the fundamental aspect of the interference
phenomena in disordered systems, it is naturai to
look at the corresponding corrections in new geome-
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tries, like networks, where the recent experiments
were performed. The magnitude of the MR oscillations
has been calculated only for the hollow cylinder geo-
metry {i] and, to our knowledge, there is no equivalent
expression for the general sitvation. In addition to
the relevance of such a calculation for the experimental
investigntions [3-5), there are at least two additional
motivations for our study. First, how is the amplitude
of the MR oscillations influenced by the experimental
set up 7 Second, are there new features of the MR curve
in the case of an extended network ? Actually, these
effects will be produced by interferences between adja-
cent loops in the network. For instance, in supercon-
ducting networks, such effects were predicted {1 1] and
observed [12] on the fine structure of the upper critical
line. Is there a counterpart in the case of normal net-
works ? In this paper, the first in a series, we report
on a general formalism for the calculation of transport
coefficients for a normal-metal network of arbitrary
shape. Our formulation, illustrated below explicitly
on different examples, permits us to answer the above
questions and provides explicit expressions for the
MR oscillations for an arbitrary network. In the
following, we will limit our exposition to localization
corrections in the weak-localization regime. Note,
however, that corrections due to eleciron-electron
interaction can also be calculated in the framework
of the present formulation. A more detailed exposition
will be given elsewhere [13].

A short summary of this paper has been presented
in reference [14]. Our aim is to present detailed calcu-
[ations of the MR oscillations using the Cooperon
approach [13]. In section 2, we present the basic equa-
tions for the localization correction to the conductivity
in network peometry. The network equations thus
obtained are illustrated in simple cases : loops with
or without arms. In particular, the influence of arms
and of contact geometry on the MR oscillations is
discussed in this section. Similarly, the interference
effects in the case of two adjacent loops are explicitly
discussed. Section 3 is devoted to the calculation of
AR/R in extended geometries : open or closed ladders,
neckiaces, ..., ete. Infinite regular networks and
fractal networks are worked out in section 4, where
simple expressions for AR/ R are derived for each case.
In order to make contact with experiment, the finite
width effect of wires and the spin-orbit scattering
contribution are investigated in section 5. An explicit
comparison with the available experimental results is
illustrated at the end of this section. Our results are
discussed in section 6, where contact with other
approaches is made. Some technical details are given
in Appendices A, B and C.

2. Wenk Jocalization corrections to the conductivity
in network geometry.

The localization correction to the conductivity in the
weak-localization regime (ke /, » 1) is given in general
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by the following expression [16] :
Ao(t) = — (2/nv) g, Clr, 1) ()

where g, is the bulk conductivity of the sample, given
by Drude’s formula, and v is the density of states at
the Fermi level. The equation for the Cooperon [15],
Clr, r) in the presence of a magnetic field {vector
potential A) is

{[— iv, - 2—EA(r):|2 + L2 } Clr, ) =
—(I/AD)&r — 1), ()

Here D denotes the electron diffusion coefficient and
L, =(Dr,)'"* is the length over which dephasing of
the electron wave function results from inelastic pro-
cesses. In equation (2), L, appears as the fundamental
length scale in the problem, and has the same status
as the coherence length scale ¢, in Ginzburg-Landau
equations [11, §2] for superconductors. In general,
equation (2) must be supplied by boundary conditions
on the surface of a given sample. In what follows, we
shalt limit ourselves to the following free boundary
condition :

a 2
($_ 2ra- n) Clr, ¢y = 0 3

where n is the normal unit vector to the sample sur-
face,

It is important to notice that equations (1) and (2)
actually rorrespond te a self-averaged theory, where
all trares of randomness are summarized in L, (see
section 6 for further discussions). In principle, equa-
tions (2), {3} can be used to calculate the local correc-
tion Ao{r) in an arbitrary geometry. This program has
been carried out for bulk systems{16](1, 2 and 3 Dimen-
sions), as well as for semi-infinite geometries {17}
In the general case, we need the expression of the off-
diagonal Green function Clr, r') giving the response
at point r to a source term located at point r'. However,
in the case of multiconnected geometries, equations (2),
(3) can lead to heavy calculations, already in the case
of simple circuits such as the hollow cylinder or single
rings [1]. In order to go beyond these simple cases, a
simplified formalism is of order. This is the object of
this section. As will be shown below, the new formu-
lation allows us to follow the influence of multicon-
nectedness on Ag(r) and particularly in the presence
of an applied magnetic field.

2.1 WIRE APPROXIMATION AND NETWORK EQUATIONS.
— In the following, we will consider networks made
of metallic wires, of width and thickness smaller than
L,. In this limit, the transverse modes of the Cooperon
can be neglected, and one recovers a 1 D problem on
each wire. Note that the weak-localization approach
used here makes sense only if the transverse dimen-
sions of wires are greater than the elastic mean free
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path /. These two conditions are actually fulfilled
in the experiments done on networks [3-5]. The finite
width of wires can, however, be taken into account,
and this results in a renormalization of L, which beco-
mes a function of the magnetic fleld (see Sect. 3).
Note further that this formalism may break down
in very small systems [18] where there is a lack of
sell-averaging of the theory.

Assume, in equation (1), thai the position of the
source r' is given and let us denote by C(r) = C(r, 1)
the corresponding solution of equations (1), (2)
Using the notations of figure 1a, C(r) can be written as

M
() = g(s) exp(f?f A dl) @)

G

where the circulation of the vector potential A is taken
along the strand, and g(s) is an unknown function.
In the framework of the wire approximation

£ (_ v, - 2% A(r)) oy =
V]

d M
= — = gexp( nj A-dl) (5
Do Jq

and then equation (1) reduces to

d?%g -
Tt

29 =0, ®)
This gives, for points M between two given points «
and 8, the following solution

g(s) = g, cosh (s/L,) + (g; — g, cosh (/,5/L,)) x
x sinh (s/L )/sinh (/L ). (7)

Here /,; denotes the length of the strand between o
and B.

The complete solution of equations (1), (2) in a
network geometry can then be deduced from the
expressions of g.’s at nodes. In this respect, equation(7)
must be supplemented by a Kirchoff-type equation
at nodes. Such an equation is implied by the continuity
conditions of C’s at nodes (i.e, current conservation
law) and can be written as

Z(~ zai) g = (i{/ADS) 5., (8)

8

Here, the sum is taken over nodes § connected to a
given node a and the derivative is taken along the
corresponding strand {§ denotes the cross-section of
wires). Note that the boundary condition of equation
{3} is nothing else than equation (8), taken at the free
end of a strand. In this respect, equation (8) holds in
general, without reference to equation (3). Note also
that equation (3) can be replaced by other boundary
conditions, such as perfect contact {C{r, ') = 0} poinis.
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(a) {b)
Fig. 1. —(a) A single strand of cross section S, in 4 normal
network. Here s denotes the curvilinear coordinate of point
M on the wire : OM = r and OM = 5. The unit vector t
refers o the tangential vector at point M along the wire,
{b) Junction at node « of different strands {¢f) in a part of
the network.

It appears from equation (8), that the source point ¢/
can be considered as an additional node in the network
and cquations (7), (8) iead to the following network
equations

€, Yeoth(f,/L,) ~ ¥ €, x
2 g

x e”/sinh (Ly/L,) = (L /ADS) 5, . (9)

2w
bo J,
lation of the vector potential A along ithe strand «f,
of length /,;, between two nodes « and § (Fig. 1b).
Furthermore, the source term at r', where Ac is
calculated, acts as an additional node, This remark, as
well as other observations, shows the basic differences
between equation {9) and the similar one derived for
superconducting networks [11].

In principle, equation (9) provides the basic equa-
tion for the calculation of Ag{r’) at any point ¥’ and for
an arbitrary geomeiry. In what foliows, we shall
iHustrate these calculations for simple geometries.

In equation(9), y,5 = A - dl, refers to the circu-

2.2 EXaMPLES.

2.2.1 Single wire (Fig 2). — Coasider a single wire,
of length L, 0 < x < L. In this case, equation (9)
written for the two nodes x = 0, L and for a current
node located in belween, leads to a system of three
linear equations :

C(x} [coth (x/L,) + coth (L — x)/L,)] —

— C(0)/sinh (x/L,)
— C(L)/sinh (L T ”‘) =(L,/ADS) (10a)
C(x)fsinh (x/L,) — C(0).coth(x/L,) = 0 (10b)
C(x)/sinh (LL" x) _ oW - coth L; X 20, (100)
o ,
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3 - equations (11), (13) give
K
= P I, AR/R = 3 [coth (L/L,) + Lq,/L] {14)
(&)
. where we have introduced the dimensionless factor k :

0 - . N N
0 X L
Fig. 2. — Spatial variation of the local localization correc-
tion Clx. x) ~ Ag{x) to the conductivity of a single wire

of length L, equation (12), for L/L, = 0.4, 1, 2, Sand 10 res-
pectively. C(x) increases as L, /L increases, for ixed L.

One deduce [rom equations {10) the following solution

L X L —x
. -
Clx) = (ﬁDS) cosh Lm cosh T

shown in figure 2. C(x) assumes its minimal value at
the mid-point x = L/2, and takes its maximal value
at the ends of the wire (x = 0, L). Such a behaviour is
actually a very general one ; the backscattering correc-
tions to o are, in general, depressed at points of high
coordination number (eg. x = L/2). This remark
becomes clearer on the next examples.

Note that the expression (Eg. (11)) found for C(x)
is modified when other boundary conditions are used.
For instance, if the contact points at the ends are
petfect : C(0).= C(L) = 0, equations (10} yield :

Clx) = (%’S-) sinh (E‘-) sinh (L - x)/sinh (LL)
{12)

instead of equation (11). In the following, we shall limit
our investigation to free boundary conditions (Eq. (3))-
In particular, from equation (11), one deduces the
integrated correction AR to the total resistance of the
wITe

/ sinh (L/L,) (11)

@

1 L
AR = = j dx M1/ o(x)) .

(13
§ 0

Here Aa{x) is the local correction given by equation(1).
In general Ag{x) € g, is a small correction, and

2
2¢ Lq,

i EnfmoS

(15)

(R =1L/o, S)

Equation (14) exhibits the two interesting limits of
the wire. The first corresponds to L/L, €1,
ARIR ~ L,JL where AR is independent of the wire
length L : zero effective dimensionality. The second
one is the classical Ohm’s law : AR/R ~ x/2, recovered
at L/L, » L

Note that for L € L, our resuit differs from the

k (9] : ARIR = %[ cotn (2} - Ze) n
nown one {19] : AR/ =z |coth{—J— 1} e

@

net difference comes from the boundary conditions.
Indeed, using equation (12), instead of equation (11),
one gets the usual result.

2.2.2 Single wire with dangling side branches (Fig. 3a).
— The local character of A o(x) is clearly visible in the
case of a single wire, when N dangling side branches
are attached to it. The compact expression of Ao(x)
for this geometry is given in Appendix A, In figure 3b,
the spatial variations of C(x, x) along the strand are
shown, for typical values of /L, and b/L,, and for
N = 12, For non vanishing values of b, the localization
correction is modulated with a net depression of
C(x, x) at junctions. Two general features are to be
noticed, regarding the shape and the amplitude of the
modulation. Side branches are responsible for the
strong modifications of C(x, x) in the limit a/L, > 1,
whereas the zero dimension behaviour af/L, <€ 1 is
slightly affected. In both cases, the net effect of arms
saturates at b» L. Therefore, starting from the
single wire behaviour at 4 = 0 (Fig. 2), small and
smooth modulations appear near the middle of the
wire. Increasing b gives rise to sharper and sharper
oscillations of C(x, x) over the whole range of the wire.
The magnitude of oscillations increase monotonically
with the ratio 5/L._,

2.2.3 Single loop in a normal magnetic fleld(Fig. 4). —
In this geometry, the source position ' is arbitrary, and
equation (9) reduces to

l:— 2 coth (L/L,) + 2 cos (2 n:g- sinh (L/Lq,)] x
0

x Clr', ) = — L/ADS. (16)

Here L denotes the length of the loop and ¢ i3 the
magnetic flux through its surface. Equation (16) leads
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0

0 5 10 X

Fig. 3. — (a) A single wire geometry with dandling side
branches. {b) The dimensionless local correction to the
conductivity as a function of x along the wire. The modula-
tion of ({x) along the wire corresponds to the attenuation
of backscattering corrections at junctions of large coordina-

tion rumber (z = 3. Here N = 12, aflL, = 0.5 and
biL, = 0.05 and [0 respectively. C(x) decreases as b increa-
ses,

1o

A, r') = 5o sinh (L/L )Y

2 TDS
[cosh (L/L.} — cos (2 np/de)] (17)

reproducing the result of reference [1] in a somewhat
elementary way. From equation (17), it is easy to
deduce the following expression for the resistance
correction AR/ R, between two opposite points on the
loop :

ARIR = -z’fsinh (L/L,)/[cosh (L/L,) — cos (2 ng/y)].

(18)

As expected, AR/R exhibits a periodic behaviour in the
reduced flux ¢/, The amplitude of oscillation is
~ l/sinh(L/L_} and then exponentially damped at
L'» L, In the limit L/, = n < 1, one obtains :
AR/R = k/n at zero field and the width of the maxima
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5 "

05 BB !
Fig. 4.— Variation of the relative correction AR/R measured
in unit of x (Eq. (15)) between two opposite points A and B
on a single ring of circumference L, as a function of the
reduced flux f = #/d, {n = L/L, = 0.2, 0.5 and 0.8 res-
pectively). The maximum of AR/R at integer values of f
becomes sharper for smaller 4.

at integer ¢/¢, is of order of y (sharp maxima). On the
other hand, for ¢/d, = 1/2 one obtains AR/R ~ 1,
which appears to be quite general : ail the networks
we studied actually show this behaviour. Note however
that at small ¢ /¢, the single loop exhibits the sharpest
behaviour among all networks. Indeed, in more com-
plex geometries {loop with arms, strips, etc.) AR/R
at zero field increases more slowly than 1/4 as n goes
to zero and the width of the maxima is actually greater
than n. The origin of this behaviour must be found in
the exponential damping of the Cooperon C(r, 1),
equation (7), over the length scale L. In this respect,
the single loop geometry is a useful reference for
further comparisons.

2.3 EFFECT OF ARMS ON THE RESISTANCE OSCILLATIONS.
—- Usually the resistance of a ring is measured through
two arms attached to it [5]. In the following we shall
investigate the influence of such arms on the localiza-
tion correction to the measured resistance.

2.3.1 Single ring with one arm (Fig. 5a). — Using
equation (9), it is not difficuit to obtain the following
expressions for the Cooperon C(x) according to the
position of the source node. For M located on the
arm, one finds

L, x b—x
Cix) = DS D 3 [sxnh I cosh z; cosh I, +
L ] b—-x
+ 2(cosh - —Cc0os2 rr—-—) cosh smh :]/A
Lv ¢0 w I"¢

(19
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Simitarly, for M’ on the loop, one finds

vy = % [sinh L% sinh E‘; sinh £ L{p" +
' & ., L
(a) {(b) + cosh ' sinh —L—J/A . 20
Fig. 5. — (a) A single ring geometry with one arm, AR is ? ’
measured between A and B. (b) A single ring geometry with
two arms,
Note that C(x), as given by equation (19), assumes its
maximal value at x = 0, i.e, at the free end of the arm
where ' {point A in Fig 5a). Similarly, C{x’ = ) is smaller
than C{x' = L{2) corresponding to point B. This
A4 = sinh b sinh L 4+ result agrees with our previous remarks on the depres-
L, Ly sion of C at junction nodes of large coordination num-

bers. Using eguations (19){20), it is not difficult to
deduce the integrated correction to the resistance Ry,

b L é
+ 2 cosh 4~ (COSh I - eosin _) measured between points A and B. One gets

L Lrp ¢D

]

!

AR/ Rpw = K 57—

o

+ Lcosh bsinh L. + %—sinh (L cosh L. — sinh L) }/d . 20

{(b cosh & 4 sinh &) sinh L + 2 bsinh b(cosh L —cos2nr —d)—> +

For convenience, we have replaced b/L_ and L/L, by & and L respectively (b = arm length, L = loop length).
The previously obtained results (Eqs. (14), (18)) are recovered for L = ( and & = 0 respectively. Furthermore,
AR, 5/ Ryp exhibits the expected oscillations as for the single loop. However the magnitude of the oscillations is
affected by the presence of the arm. Indeed, for L ~ b < L, the correction along the arm (Eq. (19)) and that
along the loop (Eq. {20)) become comparable. More precisely, il # denotes the smallest ratio b/L, ot L/L,,
then C(x} ~ /5 at $/py ~ 0 and C(x} ~ 7 elsewhere, and this either on the arm ot on the loop. In this limit,
the maximal correction AR, takes place at ¢ <€ ¢4, with a width of order ».

The presence of the arm becomes more and more interesting in the limit L < L, < &. In such a case the
oscillations are still present because of L < L . However, from equation (20), C{x) becomes independent of n
at small y = L/L_for ¢/py ~ 0 but C(x) ~ » for ¢/, = #n'/% This new behaviour contrasts sharply with
the #7! regime found in the absence of the arm. This leads to a damping of the resistance oscillation, when
compared with the b = 0 case. Furthermore, the sharp maxima at integer values of ¢/, are broadened by the
presence of the arm,

2.3.2 Single ring with two arms (Fig, 5b). — The same calculations can be carried out in the case of two arms
attached to the loop, as shown in figure 5b. The expression of AR, /R, is given by

AR/ Ray = —'— 1 (b + tanh b) { 2 cosh £ + sinh = tanh 6 ) sinh = +
L 2 2 p)
4h+ =
2
+ b tanth hl:sinh Ltanh b + 2(cosh L —cos?2 ng-)]
0
" ;[L sinh L + (L cosh L — sinh L) tank b + (‘% cosh = — sinh %) sinh = tanh? b} }/A L@
Here, A is given by
A =cosh L — cos 2 ni + sinh L tanh & + lsinhz L tanh? b, (23)

to 2 2
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The variations of AR/R as functions of the reduced flux ¢/¢, for different values of h/L, and L/L are shown
in figure 6. The qualitative resnlts found above for one arm, hold also in the present case,

2.3.3 Two-loop geometries. — Given the oscillations of the resistance with magnetic field, it is natural to ask
for interference effects for two adjacent loops enclosing different magnetic fluxes. For this, it is useful to consider
the simple geometries shown in figure 7,

2.3.3.1 Two articulated loops {Fig 7a). — Using equation (9), it is not difficuft to calculate the Cooperon at
point x, as shown in figure 7a :

L _ , P .
| . -] ’P s At f—
C{x) = SFB3 [smh L sinh L, + 2(cosh L, ~cos2= qﬁo) sinh x sinh (L, x)]/zj . (24)

Here, the denominator 4 is given by
4 = sinh L,.(cosh L, — cos 2 ne,/¢,) + sinh L,(cosh L, — cos 2 ngp,/¢p,) . (25

Inequations (24),(25), L, and ¢, (i = 1, 2) denote respectively the length {divided by L,) and the enclosed magne-
tic flux associated to the loop i The corresponding integrated correction to the resistance between A and B,
can be written as

ARp/Ryp = % 11:_—),42[(1’4l + L,)sinh L, sinh L, + (L cosh L, — sinh L,) (cosh L, —cos2 Tc%) +

+ (L, cosh L, — sinh L,) (cosh L, —cos2x %)J/A . (26}

As it should be, the single loop result (Eq. (18)) is recovered for L, = 0 and ¢; = 0(7 = 1 or2). In general, equa-
tion (26) shows the presence of two periodic contributions. For rational ¢,/¢,, a periodic behaviour is obtained
(Fig. 8a). The resulting period is fixed by the smallest flux. On the contrary, for irrational ¢/, no strictly periodic
behaviour is observed, but some sharp maxima can appear in the limit where both /by and ¢, /¢, are very
close to integer values. This resonance-like behaviour is illustrated in figure 8b.

L

h Lz al %] t2
3 °
2
{a) e)

() €

4
m - . v
} Fig. 7. — Different ways of counecting two loops. {a) two
= articulated toops; (b) two adjacent loops; (c) two rings with

3 one arm. Here the resistance is measured between points A

and B and ¢, and L, correspond to loop i (i = 1, 2),
2

It is important to notice that, for two identical loops
{¢p; = ¢, = ¢), no secondary maxima at ¢/, = 1/2
are obtained. The corresponding behaviour is depicted
in figure 9. At first sight this result may appear to be
: - paradoxical. Indeed, on the basis of a naive intuitive

0 0.5 2/ 1 argument, new features of AR/R can be expected to

oceur because of interference effects between adjacent

Fig 6 -— AR, 4/ R,p in unit of i as a function of the reduced loops. The al?semc of a new period in th_e present case

Tux f/ghs. The length of the foop is kept fixed at LjL, = 9.2,  ™Must be attributed to the « weak coupling » between

The length of the arms is gradually increased : b/L, = 0; the two loops. As will be shown below, a new structure

0.5:2.0 and this leads to a nct damping of the resistance -of AR/R may be found in the « strong-coupling »
osciltations. limit,
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AR/R

05 @1/®0 1

¢y /% 2

Fig. & — {a) AR, 5/ R.p in units of « for the system shown
on Rgure 7a. as a function of reduced flux through the
smallest [oop. which contrel the period of oscillations. Here
L L, =04 and L,/L, = 0.8 {b) The same plot as in
fiaure & but with L,/L, = 0.4 and Ly/L, = (I + /)2
the gelden mean. The non periodic behaviour is due to the
ion commensurability of the length ratio L /L.

Note that in the zero dimension limit L € L,
equation (26) reduces to the expression corresponding
to two identical loops :

ARjg/Rap = 5 sinh (L/L,}/

K
3
fcosh (L/L,)) — cos (2 /)]

which is exactly equation (18) divided by a factor of 2.

Ne g

0 0.5 6/ %o 1

Fig. 9. — AR/R for two identical articulated loops (the
lower curve). The upper curve is the result for a single loop
of the same size. Note the decrease in the magnitude of the
correction when two loops are tied together, as well as the
absence of secondary maxima for ¢/d, = 1/2. Here ¢
denotes the magnetic flux through each of the two loops.

This is actually a general property of zero dimensional
systems (AR is independent of the system size), given
the used boundary conditions.

2.3.3.2 Two adjacent loops (Fig. 7b). — A new fea-
ture appears in this case, particularly for L » Ly, L,
which can be considered as a strong coupling limit
between the two adjacent loops. As shown in figure 10,
new maxima appear at ¢/¢p, = /2 in the case of two
identical loops. This new behaviour, which is absent
in the limit L ~ L,-~ L,, must be traced to the
reduction of the network into a single loop. In fact,
because of the strong coupling, the backscattering is
inhibited in the fong common strand and this holds
for arbitrary values of L,

2.3.3.3 Two rings with arms {Fig 7¢). — Inaddition
to the main leatures found above, an interesting
situation appears for two identical loops (L, =L, =L,
¢, = ¢, = ¢) in the zero dimensionality limit L < L.
In this case, the local correction is minimal at the
middle of the arm (point 0), and this for small values
of the reduced flux ¢/¢,. This is reminiscent to the
case of a single wire (Fig. 2), and the presence of loops
does not noticeably alter the spatial variation of the
local correction on the armt. However, at /¢, ~ 1/2,
a kind of antibackscattering takes place in the loops,
leading to a maximal correction at point 0. This
inversion phenomenon can be viewed, in comparison
with the single wire case, as an effective modification
of the boundary conditions : for small ¢/¢,, the
two loops act as free ends, whereas at half flux, they
behave as perfect point contacts.
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We have studied other simple geometries, following

the same lines of ideas. Some relevant results are
summarized in Appendix B. Let us close this section
with a few general remarks, which are specific to
L Ly th.e backscattering phenomenon in network geome-
tries.
0.5 ! First, the magnitude of the local correction to
conductivity, at a given node of the network, decreases
when its coordination number increases, This is a very
general feature due to the diffusive character of the
Cooperon.

Second, the resistance oscillations under an applied
magnetic field are damped in the presence of arms.
This is also a general feature arising from the inertia
of the arms which act as mass terms in the network
equations.

Finally, for identical adjacent loops, no new periodic
00 : 55 : 1 oscillations, coming from interference eéffects, are

9./ o expected to occur on AR/R The precise origin of
Fig 10. — AR,y Ry, for two adjacent loops in the « strong ‘this somewhat Quzzling result will become transparent
coupling limit » L/L, = L,jL, = 0.2 and L/L, = 10, in the next section.
¢ denotes the magnetic flux across each of the two loops.
In this case, a secondary maximum at ¢/¢, = 1/2 occurs
{compare with Fig. 9),

AR/R

3. General formulation of the magnetaresistance caiculation

3.1 Basic EQuaTioNs. — For a given network, with N nodes, we need for the calculation of the Cooperon
C(r', r) the solution of the (N + 1) x {N + 1) linear system of equation (). Because of the linearity of equa-
tion (9), a somewhat more compact formulation of this problem can be obtained. Let us consider a point r/,
along the strand between two nodes « and f{Fig. 11). According to equation {9), one deduces :

—x/ .y A amirre ainp b = X g
/Smhfv Cla, ¥ e sinh T smhi— +

P ?

L, L
cr', ) = m]:smh L—smh T
@

P

x !
NYa~ e einh — {einh 28
+ C(B, e sinh Lw/smh T, 27

When (27) is used in (9), written for nodes x and j, one obtains :

) laﬁ X
/ L sinh T
Cla, 1) | 3. coth !aé/Lq,) -3 (e'”“/sinh 2 G, ) = ety B 28)
3 Y L‘p ADS . lgﬂ
sinh T

7

Fig. 11, — A strand («f8) on a typical network. ¢’ denotes
the position of the point where Ag is calculated and x is
its curvilinear coordinate from node a along {af).
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as well as a simifar equation, obtained by the substitutions : ¢ — f8. ,,;, — x «» x in equation (28). It is natural to
introduce the following Hermitian ¥ x N matrix M, which is independent of the considered pointr’ :

M, =3 coth(ly/L,) — 2 3 cos(2 np/y)/sinh (/L) (29a)
A !

oaps
M,y = — exp(— iyg)fsinh (Lg/L,),  a# B, (25b)

In equation (29a), the first sum is taken over nodes f connected to the node « by strands of lengths /,; The
second sum is taken over the elementary loops, of length /,, containing the node « and enclosing a magnetic
flux ¢,

According to (28), the expressions of C(f, 1) and C{a, ') can be written down using the matrix elements
T, of T = M~ the inverse of the matrix M. This leads to the following expression for C(r', r'):

L, [ sinh x/L,.sinh (L, — x)/L '
ar, v = { ¢ < L+
r.¥) = %p§ St (/L)
1 gy X 1 . X by —x
+ ————+| T, sinh T + Tpg Sinh? T + 2 Re (T, e™""=*} sinh — sinh T 30
sinh? o » (] LlP P
L

]

and then to the integrated correction along the strand («f3)

- Lol g —_— —ivepy/5i Lo\ [ ap
AR R,z = 3 E[(-L— coshr- - smhL— 1 + 2 Re(Ty, e~ "*#)/sinh -f,; smhz; +

7 [ ?

: Iaﬂ [a,ﬂ [aﬂ LAy ) laﬂ
+ (smhr-coshL— -1 (T, + Tgp)fsinh .| (3t)

[ [ P

Depending on the specific configuration, used in the measurement of the resistance, the different AR, will
be weighted differently, in the calculation of the overall resistance correction AR. In what follows, we will choose
a uniform weight, which corresponds to the integration of C(r', r') over the whole network. The main physical
resuits are not very sensitive to this choice of weights.

3.2 REGULAR NETWORKS. — Assume that all the Ny strands of a regular network have the same lengtha. The N
nodes are assumed to have the same coordination number Z. For such a regular network, one obtains :

AR x| . Thee ™o + Ty et

# sinh n &
4 Tﬂﬂ + Tﬂﬂ
+ (sinh 7 cosh 1 — #) (;} (—ﬂ—-—u—-smh ; )] (32)

In equation (32), the sums are taken over the N, = % ZN strands of the network (n = a/L,). This expression

can be simplified further by noting that M, = Zcoth 4 :

_k[neoshy —sinhn/ 2 2 &
AR/R = -[ (E 7) +7 X T:I (33)

2 7 sinh #

Furthermore, Af is Hermitian, of positive eigenvalues A (because of M,, > Z | M,y I). Therefore, the
plEa)

final result becomes

AR _ x| ncosh # — sinh g 2 20,

This equation shows that the calculation of the magnetoresistance (MR} reduces finally to a trace over the spec-
trum of the operator M. The result thus obtained can be generalized trivially to the case of node-dependent
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coordination numbers Z, :

AR x| ncosh y — sinh g N ]
= - —— z,
R 2[ 7 sinh 7 b-m )t 2 % T | (35)
3.3 EXAMPLES : NECKLACES AND LADDERS, .
3.3.1 Open necklace of loops (Fig. 12). — Following the notations of figure 12, the non-vanishing elements of
the(N + 1) x (N + 1) matrix M. are given by (5 = afL,) :
[Wl.l = 2 coth ., MN+1.N+1 =2COthY]
M,, =dcothy, l<a<N+1) (36)
M, .o = — 2 cos{ng/p,)/sinh #, (igagN)

and M, = MgE. .
The explicit expression of AR/R is obtained by following the same procedure used as that in Appendix A,

_k]ncoshy—~siphy N-1 | 2sinh
AR/R_Z{ 1 sinh # IN TIN Z'ZZCoshq—(V,‘“[+VN_k+1)cosn¢/¢o +
| sinh 5
™ N Tosh n — Vy cos nd/d, } - OD
In equation (37), the sequence { ¥, } is defined recursively by
Vi = cos(nd/dy)/sinh g (38a)
¥ = cos (7 Ml 2cosh n — V.cosni .
k+1 ¢/¢0 /( ’7 k ¢0) (38b)

In the limit N = o, ¥, can be replaced by its limiting value :

1/2
vV, = [cosh 1 - (cosh2 # — cos? n%) ]/cos iy,
2
and equation (37} reduces to

_kfncoshy —sinhpg . ) 2 e PN
AR/IR = 4{ TSk + sinh (cosh 7 - cos Tzaro) . {39)

The effect of the increasing of N is illustrated in figure 13. Note the absence of fine structure of AR/R in this
geometry.

In the case L, < a, one would expect that AR/R is the same as for a single loop. Actually it is not true,
because a given ring inside the necklace is not described by the same boundary conditions as the single ring
considered in section 2.2, Indeed. the whole structure has an influence similar to arms on a given ring, and then
a damping of the magnitude of the MR oscillations is actually expected a.: the number of connected rings increases.
This phenomenon can be illustrated by considering the first harmonic of the MR curve, in the n=allL,> 1
limit. Indeed, for
a single loop :

=k E:Xp(-— LA) cos 2 ng/dy,

]

I

™=

two articulated loops :

exp(— IL;) cos 2 /g,

three articulated loops :

S FRE |
Sl e

K exp(_ —LLL) cos 2w/,

a Fig 12 — An open necklace made of N identical loops,
with N + | nodes. The length of the wire between two
nodes is a which is half the length of 2 loop. Weset # = afL,
and ¢ is the magnetic lux through an elementary loop.

z
+
e Y
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Fig 13.— AR/R for the necklace of figure 12, in units of x.
The parameters are : a/L, = 0.2 and N = 5; 10; 50 res-
0 . pectively, Note that AR/R decreases as N increases as well
0 0.5 #/ 0o i as the absence of fine structure.

AR « L
= =7 exp(— Z;) cos 2 nd/dg .

an infinite open necklace :
Here L(= 2 a) denotes the length of elementary loops.

As 5 » 1, the first harmonic becomes predominant because the backscattering selects only the smallest
available loops: then, the functional dependence in $/¢,, is the same for any size of the necklace. However the

prefactor decreases as N increases, showing a non-trivial collective effect the MR oscillations of a given ring
are very sensitive to its coupling to the external world, even when L, becomes much smaller than its size.

3.3.2 Closed necklace (Fig, 142). — This geometry is worth studying because it will help us to understand the
behaviour of a single ring, with finite width. Let us denote ¢ the magnetic flux through each of the N loops and

1
Q.3
x N=20
£
[+
<3
0.2
04
¢ 0.5 8o !

Fig t4b. — AR/R for a closed necklace of N = 20 elemen-
tary loops. The elementary foops are located on the circum-
ference of a large ring. Within the main period 0 € ¢/dy < 1,

Fig. 14a. — A closed Necklace. y, (resp. ¥,) denotes the
phase factor along an external {resp. internal) strand of
length a.  denotes the magnetic Aux through the whole

. 11
structure defined by taking the mean value 3 3N (y, + 72}

there are new oscillations due to the presence of the large
ring, This system can be viewed as a large ring with a small
width simulated by elementary loops. This width is respon-
sible for the attenuation of the osciilations corresponding
to the large ring
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the total average flux across the whole network. More precisely

Y1 — Y1 =2 ndfey,
l!, - %('}’ext + llblnt)‘

and

N?I = 2 K,I!’jexl/qbo *

Ny, =2 middo

Due to the rotation symmetry, the eigenvalues 4, in equation (34) can be easily obtained from the eigenvalue

equations :

4cosh 1.C,y — (™™ +&77).C,_, — (7" + &™) C,, | = A sinh 7

C, can be taken as C, = «, exp(2 inkn/N) and then

Je = 4[cosh n = cos w2 cos 2Tk + f) |[sint

Pg
Equation (34) leads to

<k N-1. {40)

- : N-1 -1
AR _ -K-[" cosh i — sinh + sinh 4 % Y (cosh n — cos ni cosi—;(k + i)) j,
k=1

R 4 n sinh n

which can be written as :

R ) sinh

Here

172
7, , = cosh 5 i'(cos}ﬁ n — cos? ng-) \

Il'the curvature of the ring, in the neighbourhood of an
2
elementary loop, is neglected, one gets 1 ~ % .

Two limiting procedures are actually of order.

First, one can keep the size of the loops fixed
(1 fixed) and lock at AR/R as a function of ¢/¢,. In
this case, a quasi-periodic modulation is obtained, at

2

Pl = n%% {n = integer). Such an interference

effect disappears at Na » L, as one could expect.
The limit N = oo reproduces equation (39) relative
to the open necklace network. An important difference
with the single loop case (parameter 2 ) appears,
however .in this limit. In fact, for ¢/¢p; ~ 0 and
1 < 1. AR/R i3 no longer of order »~ ', but reduces to
11", whereas the width of the maxima remains of order
of n as for the single loop case.

Second. one can keep the network size yN fixed.
In the limit N = o, we recover the expression AR/R
for a single ring with parameter nN, at least for
¢/py < 1. For finite N, the oscillations characterized
by ¥/, = integer are modulated. The envelope and
the damping (as ¢ increases) are actually caused by
the « penetration » of a non-zero flux ¢ into the ele-
mentary loops; leading to a decreasing backscattering
in the whole structure. This qualitative picture

Po

0

bo

x (2"1‘ + 2~ 2(003 n%)N cos 2 n-rg%)]. (4

— s iz
AR _ _4;5 l:fr cosh # — sinh ¢ + (2 — 2 sinh r;/(coshz 3 - cos? ni’b-) %

(42)

¢

remains true for a real ring of finite width : the non-
zero width is modelled here by the presence of a large
number of elementary loops, which take into account
the large number of diffusion paths within the width.

3.3.3 Open ladder (Fig, 15). — Let ¢ = Ha? be the
magnetic flux through each of the N elementary
square loops, as shown in figure 15, The inversion of
the matrix M can be carried out, following the same
iterative procedure described above, where the running
variable is now a 2 x 2 matrix. For this; it is useful
to define the following matrices :

E=[3coshr]——l 0 ]

0 Jcoshn +1
cds # —sinf
F = = .
@ [sin 8 cosf :l 0 = 7d/¢0)
0 1 2 & N
a ®
0 1 2 oL N

Fig 15. — A simple open ladder with N clementary loops
of side a each {n = afL,).
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Two sequences U, and ¥, 0f 2 x 2 matrices are defined
recursively by :

Uy = (F = F(= dfdo) Vi) Fldido),
I<i<N
(43)

Vi = (- Fp/do) VH[)_I F(— @ido),
0gigs N -1

with

0

[cos #/2 cosha—1)

: —sin /(2 cosha—1) (4d)
sin /i2 cosha+ 1)

cos /(2 cosh a+1)

and ¥V, is obtained from U, by replacing B = np/dq
by — 0 (here a refers to a/L,). Using these notations,
the expressions of T,,’s to be used in equation (35) are
given by

T i =%sinh n.Trace [E — F{—= ) Uyey =
—FO) Ve ] @43
This expression holds also for a = 0 or N, using the
convention U_, =0, Fy,, =0 and replacing, in
equation (45), £ by E’ defined by
B o= 2cosh n — 1 0
B 0 2coshy + 1]
The final result is
x| ycosh g — sinh y N -1 2
ARfR‘z[ nsahn 3N +1 3N+ 1

N—-1
(2 Too +2Tyn +3 Yy T)] (46)
a=1

The variations of AR/B? as a function of the reduced
Nux /¢, are shown in figure 16.

3.3.4 Closed ladder (Fig. 17). — For this geometry,
in addition to the principal period, corresponding to
B/, integer, secondary oscillations appear at low

[et us
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No 6
0.4
(e
=
« Nz 5
0.3 0
5C
0.2
0.
a . :
Q 0.5 ¢/¢°

Fig. 16. -— AR/R lor the open ladder of figure 15, Here
5 = 0.2and N is set equal to 5, 10, 50 respectively. The qua-
litative features are the same as in the open necklace case
{Fig. 13}

$/d, The number of these oscillations, which are
due to the two enclosed fluxes ¢, and ¢, by the
internal and external major loops, increases for
increasing N, but their magnitude decreases.

4, Infinite regolar networks,

In order to study the case of an infinite network, two
approaches can be used. The first one is based on
equation (34) and the second one is the multistrip
approach.

4.1 MULTISTRIP GEOMETRIES (Fig. 18). — In addition
to their own interest, multiple strip networks can be
used to investigate two limiting problems. The first
is the 1D-2D crossover of the magnetoresistance,
obtained by increasing the width M of the strip. The
second one is the strict fimit M = N = oo of the
infinite network.

denote by ¢ the magnetic flux through the elementary square loop. Using the radial gauge,

A = % H x r, the circulation of the vector potential A is given by ¥, = %J— + 2m{m — 1)} @/, at level m.

Here N denotes the number of loops in each of the M shells. The solution of equation (35) leads to the following

result ( = a/l.)

_ x| noosh n —sinhy M — 1 sinh 7 "' X 4—3,1— nu
ARIR = 2[ TSnh oy 2M =1 N@M - 1) L Y Em e Do wmm D P
Here,
Em) = 4cosh 5 — 2cos(y, + 2mk/N), 2gms M~ 1 (49)

= 3cosh 4 — 2 cos(y, + 2mk/N),

m=1 or M
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1

Fig 18 -~ A multiple strip geometry. Here ¢ denotes the

magnetie flux across an elementary loop and 7y, is the

cells. dephasing factor along a strand in a radial gauge. a is the
side of an elementary loop. 7 = a/L,,

Fig. 17, - A closed ladder geometry with N elementary

and

r{l) = 1/E(1}, vlm) = L{E(m) — v (m — B)

(49)
(M) = IJE(M), wim) = I{E(m) — wim + 1)).

Qualitatively. the behaviour of AR/R is identical to that of the single strip network. Let us just discuss the
limit of large N and 3/, For the sake of clarity. we shall only consider the limit of zero magnetic field H = 0.
In this case, for finite N, the sequences r,(m) and w(m) converge rapidly to their common limit v, (c0) as M — co.
In this limit. equation (47) becomes

n cosh n — sinh n
ARIR = 4[ Sk + sinh "N Z E = 2Uk(oo):| (50)
where £ denotes the common value of E(m} at zero field, related to p{o0) by B, — (E2 — 912 = 2 y(c0).
Taking now the limit N = oo, one obtains
Zr
# cosh 7 — sinh ny 2. dx
ARIR = - ginh . 51

/ 4[ n sinh +psmna o Ldcosh n — 2cos x)* — 4]i72 (51

The integration in equation {51} can easily be performed, and leads to

i cash 7 — sinh y

- AR/R = 4[ pReai + = tanh #.1K(1/cosh :1)] {52}

12
where I<{ }denotes the complete elliptic integrai of first kind K(k) = Jﬂ dx(1 — &? sin® x)™ /2, The continuum
o

limit of equation (52), given by n = afL, < |, reproduces the 2D bulk behaviour, as it should be. Indeed, for
g € 1, K(ljcosh ) = In(4/tank y) and equation (52) yields

kK a L,
ARIR =5 - In (_a-) | (53)

2¢2 L,
(we recall that ¥k = ?zfr_ao —S-)
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The final expression, equation (53) corresponds {o
the known one [16] :

3
e

AR =5 R0

2 In(L,/0) (54)

where, instead of the elastic mean free path [ the
lattice spacing « appears in the network result. The
occurrence of @ as a short tength scale cutoff is actually
not surprising. The conlinuwm limit of the network
calculation is actually valid up to @ = / For a [attice
spacing a < /, the wire approximation breaks down
because o, cannot be defined property in this limit.

4.2 INFINITE SQUARE NETWORK. — The calculation of
AR/R can be performed directly, using the result of
equation {34} :

: 5 4]

(35

1 17 cosh i — sinh n .
AR/R ~:1:2 # sinh 7

where A; are the (positive) eigenvalues of the N7 x N2
matrix M. Here N ? is the number of elementary square
loops in the network. For large N and finite L,
boundary effects can be neglected and one recovers
the calculation of the spectrum of matrix M. For conve-
nience, it is useful to take a Landau gauge : 4, = — Hy,

A, = 0and 4, = 0. Let us denote by y,, = 2 rrgl m
o]

the dephasing factor between nodes {(m, m)and {m,n—1)
(for the notation, see Fig. 19). The cigenvalue problem,
associated to the matrix A4, can be written (y = a/L,):

eihlm Cm‘nfl +
+ " Cppry + Cocin + Gt

(4 cosh n — Asinh ) C,., =
(56}

(A refers in Eq. (36) to the eigenvatues of A).

Using the translation symmetry in x direction, one
can find the solutions of equation (56}, as plane waves
in x direction : € e*, 0 < k < 2nfa. Therefore,
equation (56) reduces to Harper's well-known equa-
tion :

(4 cosh 4y — Asinh ) C,, =
=2cos(y, +ka)C, + Co_y + Cpriy B

sinh 5
2 n? q

1 cosh 5 — sinh .,
2 psinh n

AR/R =3 [

where ¢, gy refersto the g(l < i

2n 2
J‘ de j du
v} Q i

q) subbands and i = gf. Note that 4 cosh 1 =

JOURNAL DE PHYSIQUE * Ne 6
mal, n
y
m,n - m,n m, N+}
x .
m-1,n

Fig. 19. — Notations for the infinite square network geo-
metry. The side of a loop is denoted by a and n = afL,,

which can also be cast as
E]r[]m = !nl’m*l + lllm+1 +

+ 2 cos 21r-¢-m+
Po

where 6 =dcoshnp — Asinh g and @ =ka is a
factor of Floquet.

The spectrum of equation (58) has been previously
worked out by various authors [20, 21}, The explicit
calculation of the eigenvalues ¢ can be carried out for
rational flux ¢/¢, = p/g. For these values of the flux,

6) b (59)

the solution 3, can be chosenasy, = exp(:' n_; cp). s

where ¢ denotes a phase factor. Due to the g-periodi-
city in m direction, one can limit the search for sotu-
tions to those such that »,,, = v, In this way, the
eigenvalues e are given by the solutions of a secufar
equation : det D = 0, where D is a ¢ x g Hermitian
matrix, of non-vanishing elements :

Dy, =2cos(2n%-l+9).. 1<l<q
Dijyy = Dppyy=1, lgligg-1
D!‘q = D;"l = exp(— ig).

The secular equation actually assumes a very simple
form [21] :

P,e) =2cos¢p + 2cosgfl = W (59
where P, (&) = & + - is a polynomial of degree q
in ¢ and W is a current variable, — 4 € W < 4,

In general, there are g subbands in the spectrum of
equation (58), contained in the interval |z]| < 4,
the subband edges are given by : P, (¢) = + 4.
Therefore, equation (55) becomes

“Mn

(4 cosh # — &g, W)~ ] (60

= 4lies outside the spectrum
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I &£] < 4 and the sum in equation (60) is very well behaved. The above result can be simplified further, by per-
forming the sum over the g subbands, Indeed, from equation (59), one deduces

K

i | ~ P, (4cosh n) 61)
st 4coshn —elo, ) P, (4cosh i) — Wip, p)
Furthermore. the integration is quite trivial and leads to the final result
necosh n —sinh 4 8sinh n P, (4 cosh y) K 4 62)
y sinh g nq P, (4 cosh 1) P, f4cosh m /| (

ARJR = Z[

I equations (61) and (62), P, . refers to the derivative
of the polynomial P, (r), defined by equation (59),
and taken at & = 4cosh n. Note that, becanse
4cosh iy > 4. the argument k = 4/P, (4 cosh #) of
the complete elliptic integral, lies inside the interval
(0. 1} and equation (62) is well defined for all p, g
and ». This rather simple and compact expression
(Eq. (62)) can then be used to caleulate AR/R for
arbitrary » and every rational fux p/q. Indeed, one
has just to calculate the polynomial P, () and there is
no need for further information such as the eigenvalues,
the density of states or the ordering of the subbands.
Let us mention that in supercondtucting networks [11-
{2], it is tha edge of the spectrum which is involved.
Here, AR/R gives additional spectral information,
taking into account the whole structure of the spec-
trum. This remark is at the origin of the difference
between these two problems, although very close to
each other. Furthermore, the absence of fine structure
in the AR/R curve, has its origin on the expression
equalion (62) s obtained. In fact, despite the rich
structure of the spectrum associated with equation (58),
AR/R is given by a regularizing sum (Eq. {55)) over the
subbands of this spectrum, weighted by the density of
states. Furthermore, equation (62) is analytic, because
4 cosh 57 lies outside the spectrum | e[| < 4 of equa-
tion (55),

Before discussing the numerical results, it is useful to
discuss the hehaviour of AR/R in some limiting cases.

4.2.1 Zero field limit. — For ¢y/p, = 0, one can take
g =1 and P(z) = e The eigenvalues are given by
c=2cos ¢ +2 cos g and the multistrip result (Eq. (52))
is simply recovered. In this limit as well as for integer
/. one obtains : AR/R ~ ninl/nai g € 1. to be
compared with the single loop behaviour : AR/ R~ ™!
and the simple ladder one ; AR/R ~ 5° Therefore,
by increasing the effective dimensionality of the
network (¢ = 0, | and 2), AR/R decreases at zero field
and small # = a/L,. On the contrary, for non integer
values of b/, AR/R ~ 5 in the three cases. A direct
comparison is shown in figure 20.

4.2.2 Small field limit, — In the limit of vanishing
magnetic field, the width of subbands becomes smaller
and smaller, giving rise to Landau levels. For instance,

AR/R

0.5

0 I l 0.5 9/ Bo 1

Fig. 20, — AR/R as a function of the reduced flux ¢/g,
shown for three networks (a/l, = 0.2} : curve a, single
square loop of perimeter L = 4 a (Eq. (18)); curve b, simple
ladder made of identical square loops, of side 2; and curve ¢,
infinite regular network made of identical square loops
{Eq. (62)). For convenience, AR/R has been normalized to
its value at zero field in each case. Triangles, corresponding
to case c. are calculated for rational ¢/, = pfq, p < g < 50,
according to equation (62). Note the absence of fine structure
as well as the broadening of the maxima as the effective
dimensionality of the network increases,

at ¢/d, = l/g, one obtains, close to the lower edge
(e = —4):

—-4+(l+n)ﬁ,
2 q

In this case, the band structure can be well approxi-
mated by a central subband | e | < ¢* and a discrete
set of Landau levels, with n < »n* and n* ~ q. Here
¢* and #* are chosen such as to secure the normaliza-
tion of the total density of states. Using this approxi-

g =

n = integer .
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mation, one obtains :

AR AR K

4

8 cosh n

Nole that the integrand in equation {63) has a
width ~ »* at y ~ 0 and & < 4. In order to discuss
the Timiting behavicurs of equalion (63), it is useful to
introdtuce the magnetic length /. defined by @ fy =
a(po/P)'2, and giving the spatial extension, in units
of a, of a region enclosing one quantum flux ¢,.

ay Case-fy » L, In this case. n* > ¢/, and the
differencebetween the discrete sum and the integral
in equation (63) behavesas g~ 2, e, /7% as expected [16].

h) Case 4, < L, : The discrete sum is a poor
approximation and this particutarly near & = 4. This
is due mainly to the discreteness of the Landau levels,
where their relative separation is very large compared
to the width ~ #* of the integrand. In this case, the
leading contribution is controlled by the singularity
at ¢ = 4 and then

A_Ifm — 0 A_]f(n) ~in(l + LYB) ~InH.

Therefore, in both limits, the continuum results [16]
for a 2D bulk system are recovered from the network
_caleufations. In figure 20, some results for the infinite
square lattice network are shown together with the
single loop and the simple Indder results. Here ¢/, =
plg. with p < g < 50 have been used in the numerical
caleulation. As was anticipated before, the variation of
AR/R as a function of the reduced flux dees not
exhibit any singularity or fine structure. Only the usual
logarithmic singularity arises in the limit of small
ficlds ¢ » 1 and  ~ 0. Therefore the results for the
infinite network geometry confirm all the characte-
ristic features exhibited by finite networks.

4.3 INFINITE HONEYCOMB NETWORK (Fig. 21). — In
principle other infinite regular networks can be
studied as above, The main features, found for the
square network remain present on the other networks
(triangufar, honeycornb) : a proper continuum limit,
absence of fine structure, etc. In what follows, we shall
derive the analogous of equation (62), but for the
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*

3

4 8 cosh

47 12
0 2, 4= =
16 cosh® 7 (4 7 (n + 2))

Fig. 21. — A honeycomb network geometry. Here a denotes
the length of a strand and ¢ the magnetic flux through a
hexagonal elemeniary cell. # = afL,.

honeycomb networks where experimental results are
available [3]. In this case, the spectrum is also given by
a dispersion equation which has the same structure as
equation (59). Actually, we have [22] a similar polyno-
mial equation :

Ppfe* = 3) + W(By, 0,) =0 (64)

where
wia,, 8,) =(— 2y cos g8, +
+(— 1" Y2 cos gf, + 2(— 1) cos g(8; + 6,)).
(63)

For more details, we direct the reader to refe-
rence [22]. Note, however that the polynomial in
equation (64) is not identical to that used in the square
network case. The sum over the spectrum (Eq. (34))
can be cast in the following simple form !

43 — )

for 4 < 0, and

n sinh n ;r_é

ARIR ==

J({ 1 cosh 5 — sinh g B 36 sinh 1 cosh . P, (9 cosh® n — 3)
[47 — 12 + 8(3 — A)H2]Y?

(A7~ 12 +803 - A)m]m)}

) nsinh n g

for4 > 0.

JC{ i cosh # — sinh # N t8 sinh # cosh 4. P, (9 cosh? 4 — 3) K 4 — (u—
g (1w)'1*

2N 12
)

4wy
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Here 4 = P, (9 cosh? i1 - 3)and for 4 > 0. uand v are defined by

n ::Jl_(Az A4 A — 2

] =%(A2 444y

This expression for AR/R has been used in reference {14] and compared with the experimental data [3]. The agree-
ment was excellent and this will be discussed in section 5.

4.4 INFINITE SELF-SIMTLAR NETWORKS (Fig. 22). — It
appears now that the magnetoresistance does not
exhibit any fine structure it an infinite network
geometry. It is then natural to ask whether such a fine
structure exists in a seif-similar network such as the
Sierpinski gasket. In fact, for such a network a whole
hierarchy of loops, at all length scales, is present and
may favour the appearance of an infinitely countable
set of singularities at small magnetic field.

As was shown previously, AR/R is directly related
to the tight-binding Hamiltonian, on the underlying
network, under an applied magnetic field. This pro-
blem has been studied recently by different authors
[I'l. 23, 24]. but a compact solution is not yet available.
However, the scale invariance of this network allows
a recursive calculation of AR/R, using equation (34),
Actually, the sum in equation (34) is taken at an energy
lying outside the spectrum and then AR/R can be
obtained numerically after a few iterations. Details
are given in Appendix C. Here we shall discuss some
limiting cases. ‘

Z ¢) w
> > c
B g« v /\
Fig. 22. — A Sierpinski gaskct geometry and the corres-

ponding decimation procedure. At a given step, the renor-
malized magnetic flux is denoted by ¢. the flux through a
corner trinngle and ¢, the Aux through a central (riangle,
Any choive of dephasing factors a, .y, oo, 2 compatible
with b and ¢ can be used. One must imagine that the fractal
is infinile. with a finite lowest length scale,

4.4.1 Zero field limit, — The expected scaling law
for AR/R as a function of the phase breaking time 1,
is obtained through an argument, similar to that of
reference {25, One gets :

AR/R ~ 12792 (F < 2) 67)
where d denotes the spectral dimensionality of the
structure {26, 27]. However, because of the anomalous
diffusion on fractal structure, the definition of the phase
coherence length has to be modified. If L, denotes
the « bare » phase coherence length L, = (Dt )'?,
then the true phase coherence length £, must be
defined by
£ofa = (L,/ay" (68)
(d = fractal dimensionality).
From equations (67), (68), one deduces the foilowing
result
AR[R ~ LE~d ot (69).
where — B, = (2 — A d/d denotes the localization
exponent of the {ractal structure. Note that this result
agrees with the prediction of reference [27], obtained
through a different argument. In figure 23 are shown
some numerical results : AR/R vs. n = afL at zero
magnetic {ield. Clearly, the scaling behaviour {Eq. (69))
is well obeyed,

4.4.2 Finite magnetic field — Following the scaling
arguments of reference [25], one expects two different
regimes

weak fields (HtZ < ¢,)

AR/R(H = 0) — AR/RUH) ~ H  (70)
typical fields (712 > ¢,) :
AR/R(H) ~ H*"/2 (7h

Note that equations (70), (71} dre simply the extension
to fractals, of the known results on Euclidean networks
(atd =2, f; = 0 and one gets the usual logarithmic
regime). This behaviout is actually well observed on
the numerical results shown in figure 24. The slope of
AR[R vs. @/p, in a log-log plot is given.by B,/2.



_50_

992

la AR/R

JOURNAL DE PHYSIQUE

2 . in 7

Fig. 23 — [n1'AR/R as a function of In 4 for the Sierpinski
aasket, The expression of AR/ R (Eq. (C . 1)) has been divided
by 5 in order to take into accoant the L, dependence of the
factor k. ¥For comparison. a dashed line of slope
d—12 = 2|Il1n53 - 2 =~ 0.6348 is drawn. The scaling beha-
viour, equation (69) is well obeyed.

However, the power law {Eq. {71)) so obtained is
actually modulated by a small periodic function. The
period of this oscillation is In 4, ie. the ratio of the
arcas of two consecutive triangles on the gasket. The
physical origin of this phenomenon is the following.
As was shown in Appendix C, the gasket breaks down
into independent pieces after m* iterations of the renor-
malization procedure, This gives rise to equation (69)
in zero magnetic field. The magnetic field / countrols
actually this [ong range cut-off. Decreasing the magne-
tic field by a factor of four corresponds to an increase
by a factor of two of the long range cut-off and this is
equivalent to iterating one more step. Therefore, the
obtained modulations are the consequence of the
dilation invariance of the gasket only under a dis-
crete subgroup of the dilation group. Therefore, we
expect that this ine structure will disappear in random
fractal structures such as the percolation ctusters.

. The scaling behaviour of equations (70), (71) can be
derived in the present case using the formulation of
Appendix C. Indeed, in strong field regime the long
range cut-off is no longer given by . We can then set
p~ Lasiff, =co, and then obtain : ‘

" LAY
Dol Pamo = 4 (4 + 13(56) )/;7.

The maximal modulations of AR/R are obtained for
¢y corresponding to integer values of the renorma-
lized fluxes ¢ and ¢. According to equation (72), ¢, is
the same for : (n » 1) (4. m) and (¢/4, n + 1). This

(72)

No 6

£~

in AR/R

(]

Ln iy
| N -
20 ST -0 ]

i

Fig 24, — Log-log plot of AR/ R as a function of the reduced
Mux ¢/p, through the elementary triangular cell of the
Sierpinski gasket, for § = 1075 10" % and 10~ ? respectively.
The figure shows clearly the crossover between weak and
large field regimes. The crossover field increases when L
decreases. In addition to the main power-like behaviour
predicted by equation (71}, one observes modulations of
AR/R, with a period of In 4. The dashed line of slope
— B2 = d(2 — )2 d ~ 0.36848 has been drawn for com-
parison.

explains quantitatively the « period » In 4 of the modu-
lation.

At low magnetic fields, AR/R as given by equa-
tion (34), is controlled by the spectrum of the tight-
binding model on the gasket. This problem, with
obvious notations, can be written as

4 x, — z e” x, = o’ x
J

(73

w? is actually an eigenvalue of equation (73). There-

fore, equation (34) impiies :

AR/R ~ T 1

“ d{cosh n — 1) + w? a9

where 1 = a/L,, As was shown for the square network
case, AR/R is dominated by the low energy modes in
the spectrum, Let us denote by w (H) the lower edge
spectrum, and assume a power law form : o, (H) ~ H®
as for Euclidean networks. In the limit n = a/L, < 1,
equation (74) reduces to

()
%(H: 0) — é;(H) ~ r do o?" 12 1 + o)
0
(75)
and then

AR/R(H = 0) — AR/R(H) ~ Const. — H*@=D_ (76)
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However, in the regime where HUZ » I, the long
range cut-off length is given by A and then AR/R(H)
is only a function of H. Therefore, we obtain -

ARJR(H) ~ H" 2 (77)

The comparison with equation (71) leads to :

s=d2d. (78)

For the Sierpinski gasket, d = In3/In2 and @ =
Z]?n—sz == ().580. This detailed
analysis of the gasket confirms the expected scaling
laws for the weak-localization corrections in non
Euclidean structures. These results are relevant for
the experiments done on metal-insulator mixtures,
close to the percolation threshold [28, 291.

21n 3/in 5, leadingtos =

5. Comparison with experimental data.

Presently, a certain number of experiments have been
performed on multiconnected networks {3-5). In order
to make a close comparison with the weak-localization
theory predictions, we should take into account three
effects. which have been neglected in the previous
sections.

The first one is the finite width of wires, which is
responsible for the damping of the MR oscillations
at large field : the backscattering loops are no longer
around a very well defined flux.

The second one is the spin-orbit and spin-flip
seatterings which are responsible for a change in both
the sign and the magnitude of the MR oscillations [16].
The third effect is given by electron-electron inter-
actions. Indeed. the mutual influence between impurity
scattering and screened Coulomb interactions of
efectrons is known [30, 31] to give important correc-
tions to the conductivity at low temperatures. In the
multiconnected networks considered here, the inter-
action effects on the Cooper channel have to be taken
into account, at least for high enough perpendicular
magnetic fields @ eff > k, T/D. However in the
available experiments, Ly = (iD/k, T)'/? is very small
when compared to [, This allows a good distinction
between weak localization effects at small fields and
interaction effect at large fields [31]. Therefore, we will
assume that Ly < L, and then neglect here the inter-
action effects.

S.1 FiNrTE wiDTH OF wires. — The finite width of
wires can be taken into account, through a simple
renormalization of the phase coherence length, which
becomes a quadratic function of the applied magnetic
field [32] :

2 Hywl 27— 172
LY = L (i = 0) [1 + %( ;;U “‘) J .79

Here w denotes the finite width of wires. The original
calculation, leading to equation (79) has been per-
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formed for a single wire, in the limit of small enough
magnetic fields. However, equation (79) is no longer
valid when the magnetic flux through the area of a
network node (~ w?) becomes of order ~ ¢, :
there the MR becomes sensitive to the detailed shape
of the nodes and our approach cannot be used. But,
this occurs at very high fields and equation (79)
breaks down before such fields are reached. Actually
equation (79) is a good approximation as long as :
HwL, /¢y S 1. We have checked numerically the
renormalization of L, by comparing the multistrip
expression (Eq. (47)) with the single loop result after
the renormalization of L, The obtained resuits
are very satisfactory, supporting the validity of
equation {79}, in the field interval of interest.

5.2 SPIN-ORBIT AND SPIN-FLIP SCATTERING, — The
presence of these processes can be taken into account
by separating the singlet and triplet contributions to
the Cooperon [16]. The spin-orbit interaction affects
only the triplet one. Formally, L has to be replaced by
a combination [10] of L, L,, and L, :

_ 4 _ 2, e
Llriptu = I:an 2 + 3’ Lgoz + "j Ls 2J
Linge = [L72 + 21772 (80)
The resulting Cooperon is then given by [16] :
1 3
C=- '2" Csing!ct + _2' Czriplct (81)

where C,,., and C,,,,., are obtained as before by
replacing L, by Ly, and Ly, respectively.

A quantitative comparison between the theoretical -
results and experimental data is shown in figure 25.
The solid line corresponds to Cu, at T = {33 mK, in

a honeycomb network geometry. Here the spin-orbit

105« ARIR
N )

o

'
E
a

H{Ce)

-18 -10 -5 o] S 10 ]

Fig 25— Quantitative comparison between the theoretical
results (triangfes) and experimental! data (solid line), for Cu
at T = 133 mK, taken from reference [3} The hexagonal
elementary cells (side @ = 1.5 um) are made of wires of
width w = 0,42 pm. In this fit, we have L, = 536 pm and
L., = 3.12 pm respectively (L, is the spin-orbit length).
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coupling has been taken into account. In this situation
the field renormalization of # = a/L,, gives

PUN = ifH = 0) ¢ - n($)gol (wfal (8D

where b denotes the magnetic flux through an elemen-
tary hexagonal cell (side 4) made of wires of width w.
This low-ficld approximation breaks down at
Haw = ¢, The renormalization of # becomes impor-
tant at large /7 and is actually responsible for the
damping of oscillations. Other experimental data [3]
obtained for different metals, on square and honey-
comb networks have also been anatysed following the
same scheme, This allowed in particular the calculation
of the temperature variations of L, The observed
deviations, appearing at large H, have also been
investigated. Detailed results will be given eise-
where {33].

Note that the results obtained on necklaces and
ladders [4] also agree with our general results. For
these geometries, a reduction of the MR oscillations
has been found, in comparison with the single ring
behaviour, when L, is large. Furthermote, the MR
curve does not exhibit any fine structure in agreement
with our conclusions.

6. Conclusions.

Owur main results are summarized in the introduction.
Let us conclude this paper with some remarks relative
to our approach, The network formalism used in this
paper assumes the validity of the Cooperon’s equa-
tion (Egs. (1), (2)} for the calculation of the magneto-
resistance AR/R corrections. As can be seen, this
approach gives a set of reliable resuits for extended
networks as well as for the single ring [5] geometries.
In this approach, all traces of randomness are summa-
rized in the phase coherence length L, and the theory
is an avernged one [10]. In this respect, fluctnations
from sample to sample are neglected and Ac(r)
rafers actually to an averaged correction to the condue-
tivity. However recent numerical calculations, done
on 1D tadders [35], suggest the existence of such
ftuctuations on the magnetoresistance behaviour.
This problem of the probability distribution of the
magnetoresistance is still open and some relevant
results will reported in a forthcoming paper {351

In addition to the sell averaging question, the possi-
bility of the coexistence of two harmonics (¢, and

Ne 6

2 ¢,,) has been raised recently [5, 18] on small systems.
For instance. magnetoresistance osciflations with the
expected period ¢, have been observed recently [5] on
thin-film rings (1-2 pm in diameter). This is the first
observation in single rings of oscillations with flux
period ¢, at low fields. Small periodic oscillations
(period 2 ¢,) have also been observed at higher
fields |5, 18] in such small systems. These results
provide strong evidence that these two types of oscil-
lations, seen on the same ring, arise from different inter-
ference mechanisms. Therefore, it is of importance to
nroduce a unified theory for both types of oscillations
using a single theoretical framework.
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Appendix A.

Using the formalism developed in section 3, the
matrix M for the single wire with N side branches,
shown on figure 3a, can be written as

Mg o=My, n+1=coth(a/L,)

M, ;=2 coth(a/L,)+coth(b/L,}, I<i€N

M, . =coth (b/L,), I<iIN

My =1/sinh{a/L,), O<isN
M, . =1/sinh (B/L,}, I<LiEN,

The matrix M is a Jacobi-like one and then can be
inverted recursively, The calculation of the cofactors
T, of M can be done through the definition of the
sequence u; = C,/C; ., giving the ratio of C(x) at two
successive nodes for the homogeneous equation. It is
easy to show the following recursion equation for
u's

uy = l/cosh(a/L,)

-1
Uy = [2 cosh-;— + tanh{isinhLi - u,] .

¢ P L

The coefficients T, can be expressed simply from the
solution {1 } ¢

Too = Tuyiner =sinh (ﬂfLw)/(CUSh (G/‘L@) — iy},

T.; = sinh(a/L,)/[2 cosh(a/L,) + tanh (h/L,) sinh(a/L,) — v, — uy i1, (l<igN)
Tigpr =ty Ty, 0<i<N)
T.r =tanh{b/L) + T,fcosh® (b/L,}, (1<ig<N)
T = Tyfcosh (biL,), (t<i<N)

The local correction to the conductivity is obtained from equation (30) and the above expressions for T,'s.
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In order to calculate the global correction AR/R, only the local correction along the principal axis of the
wire has to be taken into account : current does not flow along the dandling branches. We obtain (n=alL,):

AR [ qcosh iy — sinh 4 2 sinh 5 cosh n — g i T 4
R 2 i1 sinh 1 (N +1) 1 sinh® y e N

2  pcoshy —sinhg &
T .
(N+1) # sinh* p m;o aatt

In the fimit ¥ » 1, it is possible to simplify the result, replacing T, by its limit :

! b . b . 2 112
o= {(2 cosh 7 4 tanh — sinh n) - [(2 cosh n + tanh —- sinh 11> - 4] }
n L, L,

+

(8]

sinh 5
T*f)-:r,- =F7 b 2 1172 *
[(2 cosh » + tanh —— sinh ;1) - 4:’
Lcrr
Then
AR _ ’ 7 cosh y — sinh 5 + 2[(sinht yy cosh 4 — ) + (ncosh n — sinh mu,]

h— . 3 72
R 2 ysinh g [(2 cosh n + tanh Li sinh ’I) - 4:'
»

Note that for & = 0 we have A—-jf = % as is the case for an infinite wire,
Appendix B.

In this Appendix. we shall summarize some results relative to two networks, not discussed in the text, which can
be of some experimental interest,

1} SINGLE RING WITH DANGLING SIDE BRANCHES (Fig. 26). —— Let us denote by ¢ the magnetic flux through
the loop (length = Na) and by b the common length of side branches. Using the notation of figure 26, one finds

L —c
A0 = —;——“’-(sinhLi + tanh—g— sinhrx- sinh 2 T x) . G

[ 9 [ -]

Fig. 26, — A closed ring geometry with dangling side bran-
ches,
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for points x on the loop. and

, L, ox . b—x  sinh’x/L,
Clx) = s AL, smhL—wsmh I + —osh 5L, +
. Lo b—x
x'{L_ sinh
sinh a/L,, | sinh® x'/L, + sink? h-x 3 sinh x'/L, sin T,
sinh b/L,, | cosh? b/L, L, cosh b/L,
on a branch. Here G refers to the sum
IV a 1., a b 2n dNT Y
G == cosh— + = sinh— tanh — — cos —— [ k + — .
2N ,Z'Oi: L, 2 L, L, N ( q&o)]
In practice, it is convenient to use the following compact expression for G :
G={(2-1D""" - ﬁ”)/(oc” + ¥ — 2cos2 nq%)
0
where
_ a 1., a b _ 2 i . TSY
z—coshz;-l-ismhi:tanh]d—@, @ =z + (2 -1 ., == =1 .

Note that C(x' = 0) € C{x' = b) holds in general and the difference C(x' = b) — C(x' = 0) is larger at
dlpy = 1/2 than at ¢/, = 0.

2) Ciiam oF rINGs {Fig. 27). — For N identical rings, of length 2 a each, articulated with identical strands (of
length a cach), the integrated correction to the total resistance R,y is given by

1 cosh » — sinh » 2 sinh
ARA!)/RAB '___g {(N _ 1) Ui 1 i S u

IN + 1 n sinh n cosh 1 — ity 1+

p=

N -1
+ 6sinh 7+ ) [3 cosh  — (”zp—l + 2cosm ¢ . uZ(N’—p)+2)] }
\ b0
Here 5y = afL, and { u, } denotes the sequence, defined recursively by :

T8 = {/cosh n
ty, 2 cos (n/po)/(3 cosh iy — u,,_ )
ty,ey = 1/{3cosh n — 2 cos (nd/dy).uy,)

i

Appendix C, a
In this appendix we shall outline the recursion proce- *——@ O O g O—x
dure. used for the calculation of AR/R on the Sier- A 5 B

pinski gasket. The notations are given in figure 22. 1 N
The length 'Lq, refers to the bare coherence length.  gig 27 . An open chain of rings with arms.
From equation (35), one has

/ JR, J&. of a renormalized operation J® associated
i sinh 7 ' to the renormalized gasket {decimation by a factor 2).
. 1 ) During this renormalization procedure, non diagonal
+ dsinh Z,: T } C D atrix elements {e.a JRp) are introduced. At each step
m of the recursion, AR/R is given as a linear combina-
For convenience, we have replaced M by sinh n.M.  tion of three gauge-invariant terms ;
The idea of the decimation procedure is the follow-
ing. It is actually possible to express Jua. Joan Jans oo 7 | Fm
as functions of the inverse matrix elements J§,, (m) = Ns(m}; by

ARIR =3

JC{ i cosh y — sinh 7 N
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! . om Sitw i) — Siy b2y Ll .
.] l (Hl) [ Z J’l:‘l.l) ,l,s,..] ((‘2) [J“ c ]nMI oy 1 c € (C 3)
Nyl (&,
and
and
J_(m) = J¥m).

Here, N () and Ny (m) are respectively the number of
sites and bonds of the gasket. at step m. The sum in
J . (m) is taken over positively oriented bonds (pev) ;
the orfentation of a bond is defined from that of the
corresponding elementary triangle. The expression of
AR/ R can be wrilten as

AR(R = S[X(m) + Y(m) J(m) +

+ Z(m)J ,(m) + Z¥m) J _(m)]

where X. ¥ and Z are defined recursively {see below),
and

X = “;-(rp cosh i1 — sinh )y sinh n)

Y0y = 2sinh y, Z{0) = 0.

1) RENORMALIZATION OF THE OPERATOR M. — At

step m. the matrix elements of the operator M = M'™
are given by

MM =45, and MU = — g, e
{;r and v connected by a single link). It is actuaily

necessary to distinguish two effective fluxes through :
corner triangles ¢, and central triangle qu The
recursion relations for 4. g, .... etc.. can be written as

. _ 2
Fmrt T +

z~%§1.'~[16,12—

"4+ 4 ipcos 2 g + uf cos 2 m(p + QT)]

2 -
T el — % []6 2ot 4 j_#(elr'ntlds-l—np, *
+2 ezimf») + “2(2 elim.ﬁhﬁ: + edin.y,)]‘

Here A, jin ¢, ¢ refer to f{mv s (f)m‘ (vbm‘ rens
strep m. A is given by

etc., at

4 =643 ~2pPcos2mp — 12 My?.

The phase factor ff is related to the reduced fluxes ¢ and
¢ through :

¢rr1+l = 3¢m + 5;11 - T{} (C4)

Note that ¢, and ¢, arerelated by ¢, + ¢, =2.4" ¢, 0.
The set of equations {C. 3} and (C.4) defines actuaily
the new operator M, on the renormalized gasket,

2) RENORMALIZATION OF THE OPSRATOR J = M ™1,
Using the renormalized operator MF®, cne can write
down the renormalization equations for J(m), J . (m)
and J_(m). Assume that we want to calculate J_, for
instance. J,, is actually equal to x,. where x,, x,,
X.. X4, ... are the solutions of the finear system asso-
ciated to matrix M, the source term being located at
node a. Therefore, in order to calculate J,,, we start
by calculating x,, x, and x, as functions of x,, x, and
xc. The next step would be the calculation of x,, xB
and x¢ in terms of the inverse matrix J® = (M®)™".
Coming back to x,. x,. x.. one can deduce the desired
guantities J,,, Ja,}. ...etc. In order to perform such
calculations, it is useful to introduce the 3 x 3 matrix
D and the vector 4 :

Sl Jom + 1) A(m)
Jomy | =D Jim+ ) | + | A(m)
J_{m) Jo(m+ 1) _{m

The matrix elements of I are given by :

D, x%[! + 2;‘ (2G + He*™ 4 H*e -Zfﬂv’)},
Dlz = % (-;_32_ m[G 4 HEJZM(Z"“’M + 2 H* —Zma’»]
Dy = DY, .
2 2ind Zind — Zinls + B 7 *
D, = ﬁ[EJrFe ]+1A [Ge + He + 2 H*,
e D, =%[E+ F*e Az;mﬁ; +~{#A2[Ge'2f"(2¢*$’ + 2Heﬁfnf¢+$) + H*,
7
in SN 2ine o Jtin2do fy o g o (iew L *
¢?.D,, 341“_0 + F*e ]+3A2[th + He*™ 4+ H*],
Dy, = Dy Dy, = Dy Dy = DYy

JRRNAL BE PHYSIOUE. - T, 47, 2w 6, Juin 986

67
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Here we have used the following notation :

E =162 -

No 6

=4 A+ pt et

G =256 1% + 31t + !62;5 cos 2 mh

H =128 pud® + 48 p? 22 &¥% 4 pi(e

Similarly, the vector elements of 4 are given by

-2Urp _ ) ez.‘m;':) )

Z . 1o, |
A{m) 73—35, A, (m) —3—A~F A_(m) ——AF
Using Lhe above notations, one deduces the recursion relations :

4 _— %* *
Xim+ 1) =X(m) + 5 W A E.¥Y(m) + =— T A F* Z(m) + F Z*(m)

Yim+ 1) Y{m}

Zm+ | ='D|Z(m)

Z¥m + 1) Z*(m)

Here '1? denotes the transpose of the matrix D.

During the iteration, y,, converges very rapidly towards zero. Therefore M can be approximated, after m*

. . ) . . AR
iterations, by a diagonal matrix and this leads to 1 /- =~
I

SLX(*) + YOn*)4 131
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ABSTRACT

In many physical problems where renormalization group
transformations are exact, periodic oscillating corrections to
power law behaviors are usually expected. The magnetoresistance
of a normal-metal self-similar network, which exhibits such
behavior in the weak localization regime, is shown to provide

the first experimental evidence for this phenomenocon.

PACS numbers : 64,60.Ak, 71.55.Jv, 73.60.-n.
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In many physical problems where scaling properties
- play an important role, it 1s now well established that renor-
malization group (RG) transformations are the nmatural tool for
a detailed interpretation of the observed phenomena. In this
context, self similar structures appear as the ideal models
for a simple and transparent illustration of scaling concepts.
The most interesting feature of self-similar structures is
probably the possibility to have exact RG transformations,
which allow for a detailed study of the RG flow. The powerful
method of RG has been extended in recent years, to various
fields including a wide range of physical problems (Condensed
Matter, Statistical and Quantum Mechanics, Fiuid Dynamics,
disordered Systems, etc.). In general, when a RG transforma-
tion holds exactly, there are two basic equation. The first
one gives the transformation law of parameters under a scale
change (length or time scale for instance). The second one is
simply the transformation equation of a given physical quan-
tity (free energy, Green's functiom,...). In order to illusg-
trate the purpose of this letter, let us consider tﬁe case
of one parameter (x) RG and one physical observable F(x).A simple
example of a RG transformation ﬁs provided by the following
functional equation, for F :

pFEE =F [v)] (1)
Here F(x) is assumed to be a very well behaved function and g
denotes a positive real number. The function ¢(x), which

generates the RG flow, is usually used to extract the
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qualitative behavior as well as the stability of fixed points
and critical exponents. For example if x = O denotes a fixed
point (W(0) = 0) and v(x) = Ax + ... is the corresponding linea-
rized transformation, then ®w = fnyu/%a)\ is the critical exponent
describing the power law solution Fo(x) = x" of Eq. 1 near this
fixed point.

Aside from this sort of local analysis of the RG flow
near fixed points, one can be interested by the general solu-
tions of Eq. 1. It appears that there is actually a large
number of simple but non trivial such solutions. Indeed, if we
assume, that FO(K) is a particular solution, then the general
solution F(x) is related to Fo(x) in terms of a periodic fume-
tion p(x), with a period oy, through

F(x) = F (x) . p(2n F_(x)) (2)
Using the Fourier expansion of p(x), and assuming the following

o
expansion for the function Fo(x) : Fo(x) =x% 3 gnin, one ends

n=0
up with the general solution (F real)

F(x) = I F U cosl 27m. ¢nx/gnp + o, n] (3)

m,n
n,m=0 ?

where F
here m,n

and em n denote constant numbers.
b

The occurence of these universal oscillations ig
actuaily a quite general phenomenon related to fumctional equa-
tions like Eq. 1, where v (x) is an analytical function. In

(1)

statistical mechanics' ’, this corresponds to critical "complex

exponents” which are usually rejected for translationally



invariant systems since they imply a length scale, or a finite
size..However, these oscillations, although of a rather small
amplitude, can appear in general when an exact RG transforma-
tion cccurs as is the case of self-similar structures,and this will
be shown below. For a much more rigourous discussion of this
point , we direct the reader to Ref. 2.

In order to highlight these periodic oscillationms,
we have used a regular self similar network made of submicronic

(3,4)

Al wires : the Sierpinski gasket which is a 2D array of
triangles (see Fig. | of Ref. 4) exhibiting a perfect dilation
gymmetry. The gasket structure has been realized by direct
writing of the pattern on PMMA (polymethyl-metacrylate) resist
using an electron beam microfabricator (Cambridge EBMF6),
Then the. Al was deposited in the open lines of PMMA mask by
thermal evaporation followed by a lift off of the resist,The Al
lines are 0.1 um thick and v 0.3 um wide. The elementary
triangles, at the lowest length scale, are isoceles triangles
of equal height and base : 3.2 ym. In order to optimize the
signal to noise ratio in our resistance measurements, the
structure was restricted to b stages of iterations : 0 S n <35
and this correspouds to the basic cell. The measured sample is
a 1attice‘of 1024 basic cells, the overall size of the network
is 3.2 x 3,2 mmz.

The resistance measurements were performed between
the top node of the lattice and the two other nodes. The resis-
tivity ratio of the Al film, between room temperature and 4.2 K

was found to be 6.4, The resistance of the sample above the

superconducting critical temperature (TC = 1.23 Ky was 2.47 Q.




- 52 -

Measurement of the magnetoresistance R{H) were performed at T = 1,30 K
(above TC) with a maximum current of 1 mA, using a four-probe ac
bridge.

In the temperature range of interest, weak locali-
zation effects have been studied recently on ID and 2D clean

A% films by different groups(s)

. Above L the low field
magnetoresistance is governed by both localization effects and
by Maki-Thomson supetrconducting fluctuations. The contribution
of the Maki-Thomson term can be understood by meaﬁs of a simple
temperature dependent parameter B(T/Tc), which is independent

(6)

of the localization dimension . The factor B(T/Tc), which 1is
field independent in the low field regime has no effect on the
fine structure of the magnetoresistance {MR). However, due to
its divergence as TC is approached, B(T/Tc) provides an enhan-
cement factor to the weak localization effect which allows a
large improvement of the experimental accuracy.

Typical magnetic fields range between | mOe and
10 Oe. Within this range, the critical temperature TC(H) of
the network has been found to exhibit a very rich structure,
as shown in the insert of figure 1(7). This curve, which will

(8)

be described elsewhere ', shows five levels of self-similarity
and provides an accurate calibration of the flux quantization(g)
at the different hierarchy stages of the Sierpinski gasket. In
our sample, the magnetic field which corresponds to one super-

conducting flux quantum ¢O = he/2e in the elementary triangles

is 4,4 Ce, and the fine structure was observed dewn to ¢o/512.
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The MR, shown in Fig. 1, was measﬁred at T = 1,30 K
R{(H)-R(0) vs H in a log-log plot. We see that the fine struc-
ture, which was observed on the TC(H) line is no longer present.
Only remain peaks at integer values of ¢/¢O (not shown here),
where ¢ is the magnetic flux through an elementary triangle.
This is the manifestation of Altshuler—-Aronov-Spivak effect,

(10)

observed also on regular Euclidean networks . The limiting
value of the slope of this curve is ﬁwo in the very (Fig. 2)
low field regime, and this agrees with the expected value (see
below). However, close inspection of the MR curve reveals kinks
at precigse values of the magnetic flux. This behavior contrasts

(10)

with the MR behavior on regular Euclidean networks » Where

no structure occurs at ¢ < ¢O. Fig. 2 shows the variation of the
slope i.e. the logarithmic derivative : J2nAR(H)/3%nH. As

the field is lowered, the slope increases up to two but exhibits
periodic oscillations in this log plot : the associated period
of these oscillations is exactly in 4.

The oscillations of the slope of the MR curve are
actually a clear signature of the phenomena discussed in the
intreduction. Furthermore, the experimental data can be ana-
lyzed up to a high level of accuracy using the weak localiza-

(11)

tion theory for normal-metal networks . For a regular
network of identical strands of length a, with a coordination

number z, the integrated correction to the resistance is

given by
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N
_ K _ 2y nchn-shn 2 -1

o=1

/2

In Eq. 4, n = a/yp where L = (qu)l is the length over which

@
dephasing of the electron wave function results from inelastic
processes (D = diffusion constant). The dimensionless factor is
given by « = 2e2Lp/ﬂﬁoOS, where g, is the bulk conductivity of
wires and § is their transverse section area.The sum in Eq. &
is taken over the N eigenvalues Aaof the Hermitian matrix Q,

-iYaB
defined as follows : = z chn and = - @ or
Qs n Qg £

nearest-neighboring nodes o,B on the network whers

it

Yop %fji X.d7 is the magnetic phase factor induced by the
vector potential £.

In the case of the Sierpinski gasket (z = 4), it is
not easy to find a closed expression for the sum involved in
Eq. 4. However, it is possible to write down an exact RG trans-
formation (scaling factor b = 2), which can be used to perform
a numerical calculation of AR/R, up to any desirable precision.
Rather cumbersome algebra is involved in this decimation proce-
dure and the details can be found in Ref. 1I. The results for
the logarithmic derivative of the MR are shown in Fig. 2. The

only adjustable parameter in these calculations is the ratio

n = algp, and a perfect agreement is obtained for

n 0.195 * 0.005. Here we have neglected minor corrections
due to unequal lengths of the sides of the elementary triangle.

We note that the number of maxima on Fig. 2 is very sensitive

te the value of n and this is illustrated in the insert,The
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period of oscillation is equal to %n 4, as expected, and corres-
ponds to the ratio of the enclosed fluxes by elementary cells
at two successive stages,

The main features of the localization corrections to

resistance can be summarized as follows. At zero magnetic field,

(2-d) /2

one has AR/R ~ To (d < 2) in the scaling regime, where

To is the phase coherence breaking time and d is the spectral

(1)

dimensionality of the structure . However because of anoma-

lous diffusion, this tresult can be cast in a more familiar
d/d

form AR/R v des, where £¢/a (Qp/a) is the true phase

coherence length on the gasket and d is the fractal dimensiona-
lity. Here B = 3(5}2)/& denotes the localization exponent, as
defined in Ref. 12. In finite magnetic fields, the MR exhibits
a crossover between a quadratic dependence é% (H) - é%(O) n H2

at low fields (quz « ¢O) and a power law behavior :

B/2

AR/R(H) ~ H at larger fields (H £¢2 > $,). We note that

for Euclidean structure (d = d = d) the known results are

(135

recovered , in particular the logarithmic behavior for

2D films where g = O,

The power law behavior AR/R n HB/Q is actually the
manifestation of the singular shape of the spectrum edge ¢ (H)
of the operator Q, at low magnetic field(s’ll) ¢ (- (@ ~ ﬁa/d,
(e{0) =2 = 4). Such a béhavior is ref lected on the line TC(H)
shown on Fig. 1 (see also Ref. 4). On the other hand, the RG

(I

calculation reproduces this overall behavior, with

d = ¢n3/in2, 5 = 29n3/¢n5 as it should be.Periodic modulations
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are superposed om the power law, with a period Ln4 in a
log~log plet.
The physical origin of the oscillation can be
traced back to the fact that the considered structure exﬁibits
a dilation symmetry only under a discrete subgroup of the dila-
tien group. Indeed, at low fields, the magnetic flux renormalizes

as(ll)

b /b o2 47 4+ 13 (7% M /17 (5)
at stages n of decimation and £¢ = o (scaling regime). The
maximal modulatioms are obtained for reduced fluzes ¢/¢0
corresponding to integer values of the renormalized flux.
According to Eq. 5, ¢n is the same for (¢,n) and (¢/4, n+1) and
this leads to the observed periodof fn 4. Another approach to
this result involves a careful study of the RG flow, which leads

to the following equation for AR/R :

R

Wl
|5

AR _
5 0/8) = 3 B 4/4) (6)

Eq. 6 has the same form as Eq. | and the general solution can

be written as

ad/ P
2 @io = /o™ plan —29 %

where p denotes a periodic function, with period !, Eq. 7
shows that n = a/%p governs just the low field cut off and does

(1)

not play any role in the self-similar regime where the
predicted oscillations are observed. It is important to notice

that in Fig. 2, we have plotted é%(O) - é%—(H) instead of é%—(H).
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We note that this behavior is due again to the singular self~-
similar edge of the spectrum of the operator Q, which reflects
the self-similarity of the structure. Furthermore,there is no
such oscillations at zero magnetic field, as function of tempe-
rature for instance. Of course, the lack of exact éelf—
similarity can lead to the disappearance of the obtained
periodic oscillations.

To summarize,we believe that the periodic corrections
to scaling reported in this letter, are the manifestation of a
very general phenomenon observed here for the first time. Such
corrections are associated in a natural way to an exact RG
transformation, which generate a singular measure. In the pre-
sent case, this can also be seen on the spectral measure as
well as the spectrum {(Cantor-like set) of the operator . The
existence of such a RG transformation depends of course on the
validity of the weak localization bheory. Thus the observation
of both the predicted power law and the periodic correctionms
should be viewed as a strong evidence for weak localizatiom

theory.
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FIGURE CAPTIONS

Figure | : Magnetoresistance {MR) of a Sierpinski gasket of Al
submicronic wires. The insert shows the normal-
superconducting phase boundary Tc(H) of the same
network. The magnetic field scale corresponds to the
range of one superconducting quantum flux ¢O through
the elementary triangular cell. Arrows indicate the

positions of reduced fluxes ¢/¢O = 4-n’ n=1,2,...

Figure 2: Logarithmic derivative 32nl AR(D) -AR(H)]/BRn(¢/¢O)
of the magnetoresistance. The upper part corresponds
to the experimental data, The lower part is the
result of the RG calculation of the same quantity
(n=20.195). On the same plot, these two parts
cannot be distinguished and they are separated for
the sake of clarity. In the insert, the same curve
is reproduced, in reduced scales, with another one
corresponding to a smaller value of 1 = a/yp (n = 0.005)
which leads to more and more periodic oscillations.
Here ¢/¢0 denotes the reduced flux through the

elementary triangular cell.
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IV - APPLICATION DE L'APPROCHE PRECEDENTE AUX EXPERIENCES

L'application de notre formalisme présente queiques difficultés
liges au fait que la largeur des fils constituant les réseaux expérimen-
taux n'est pas complétement négligeable. Le but de ce paragraphe est de
préciser les probiémes qui se posent ainsi que guelgques moyens d'y
rem&dier. Mais tout d'abord nous souhaitons présenter quelques indica-
tions sur le mode de fabrication des réseaux qui ont suscité les calcuis
précédents, afin d'insister sur les possibilités qu'offre maintenant la
physique a4 1'échelle du micron...

A. Fabrication des réseaux conducteurs.

(B. Pannetier, CRTBT, en collaboration avec le CNET, Meylan)

Nous décrivons briévement le procédé dit de "lift-off", qui
consiste-d é&crire directement les motifs sur de la résine &lectrosen-
sible, en envoyant un faisceau d'E&lectrons. La résine ici employée est
du PMMA (polymé&thyTimétacrylate). Le faisceau d'électrons (diamétre
1000 3, pour un courant de 5 nA) est piloté par un ordinateur (masqueur
électronique, Cambridge EBMF6 au CNET & Meylan). La préparation se
déroule en 5 étapes

1°) Dépdt de résine positive, d'épaisseur 0,6 um sur une plaque de
silicium, mise en rotation rapide (4000 tr/mn) ;

2°) Impression de la résine par Te faisceau d'électrons aux emplacements
futurs des fils. En dosant bien 1'exposition, une certaine quantité
d'@lectrons diffuse dans le silicium, si bien que la région exposée

a un profil pyramidal, avec une large base ;
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3°) Développement de la résine : Tes parties exposées sont dissoutes
dans un solvant {par exemple : MIBK : M&thy] isobutyl ketone ou
IPA : isopropyl Alcool). On cbtient des sillons avec Ze'profi1 pyra-

midal requis ;

/N Resine

Siticium

4°) Dépdt du métal par évaporation sous vide sur le substrat de silicium

d travers les ouvertures pratiquées dans la résine.

OO EESS| oo rs Melal
/m\ Res;ne
Silicidm

5°) Lift-off, on dissout le reste de résine (dans dy trichloréthyléne),
et 11 ne reste que les fils sur !a plaque de silicium.

En fait, cette technique n’est pas la seule et nous reprodui-
sons 1a photographie de deux &chantiiions fabriqués auparavant avec

d'autres procédés,
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Pour le réseau hexagonal de la figure, chaque boucle fait
1,5 un de c3té et les fils ont une Targeur de 0,5 um.

B. Effet de la largeur du ruban sur sa magnétorésistance.

Altshuler et Aronov ont calcuTé(41) 1'effet d'un champ magné-
tique faible sur les corrections 4 Ta conductivité dun fil étroit
(dimensions transverses ¢:pp), Leur calcul montre que la magnétorésis-
tance est obtenue en substituant a L@‘dans la formule & une dimension
une Tongueur de cohérence de phase effective dépendant du champ :

27

L

2eH.2 "t . -172
[1 * () 7 |

Lw(H) = Hp
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Cette relation peut 8tre testée numériquement, comme Je
montre la figure 1 ol 1'on compare T'expression de é% d'un ruban obtenue
par intégration numérique de 1'éguation du Coopéron, avec la formule &
une dimension, en tenant compte de Ta substitution (1). Noteons un probléme
important : si T'on traite un ruban de maniére bidimensionnelle,
1'expression de é% diverge en 1'absence de cut-off & courte distance (la
dépendance est logarithmique, en zn(Lw/i) o0 & est ce cut-off microscopi-
que, que 1'on prend en général égal au libre parcours moyen élastique).
Dans un calcul numérique comme celui gue nous présentons, le pas de
discrétisation joue ce rBie d'un cut-off. Une fois celui-ci fixé, a la
1imite kp + o , je Cooperon ne sélectionne qu’un seu!l mode transverse
(au Tieu d'une infinité en 1'absence de cut-off) et 1'expression bidimen-
sionnelle converge vers la formule unidimensionnelle avec la lonqueur

effective donnée par (1).

Dans le cas du réseau, nous avens également repris la
formule {1). Physiquement, Ta substitution L¢+ gp(H) conduit & développer
une appreximation unidimensionnelle plus réaliste, ol au Tieu de supposer
le Cooperon constant dans la direction transverse, on lui permet de
sélectionner le mode transverse de plus grande longueur d'onde.

C. Effet de largeur propre au réseau.

IT existe un autre effet de largeur des fils, qui n'apparaft
que dans un réseau : 1'effet précédent existait &galement pour un simple
fil constituant la structure. La question intéressante est de savoir
si dans la Timite a «:gp, le réseau est équivalent, du point de vue de
sa magnétorésistance, 4 un film bidimensionnel continu.

Considérons pour simplifier la discussion un réseau carré,
constitué de brins métalliques dont Ta largeur est égale & w et 1'épais-
seur 4 LZ. Considérons la limite a ««L@, soit > 0. Dans cette Timite,
la formule générale donnde au début de ce chapitre devient

%L ol Tles A sont les valeurs propres de
-
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1'opérateur de liaisons fortes

M

1]

dehn = 4 + 2a2/L§

CicL
MaB = - 1 a , B proches voisins
TR S S S 2)
Riréseau  whog LW =~ A,

Dans le cas du continuum, nous partons de 1'@quation du Cooperon mise
p q

sous sa forme discréte {(a «:L¢} sur un réseau carré

2
(4 + i—z)w(m,n)'w(m'fl,n}‘lp(m'l:n)'w(m:n+1)“w(m:n-l) = ﬁ_D-lE; 6]-l-"-n'arn‘]' (3)
@

(nous supposons gu'il n'y a pas de champ magnétique pour simplifier).

L'équation (3) fait également intervenir un opérateur de

[iaisons fortes que nous définissons par :

| - 2,2
Mau =4 + 3 /L¢
MuB = -1 a , 8 proches voisins.
On tire de 14
2
AR J2e° 11
Rl continuum = o, Lg < N ? (4)

Considérons le réseau et faisons a = w (remplissage complet).

AR

= & =é&
Cn a : R (réseau, L¢ "y 2

c i m, L
(continuum, L )

Donc pour obtenir la m&me correction 4 la conductivité pour
le rééeau que dans le cas du continuum, Ta longueur de cohérence de
phase doit &tre plus grande sur le réseau. Ceci est d0 au fait que les
chemins de diffusion accessibles sur un griilagé restent de toute facon

limités, méme lorsgue la maille du grillage tend vers zéro.

A
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Cela produit une "renormalisation” de Ta constante de diffusion lorsque
1'on passe d'un continuum (m&me discrétisé) 4 un vrai réseau. Nous avons
pu vérifier (Tes calculs sont un tout petit peu moins simples) que Ta

méme relation subsiste pour un réseau en nid d'abeilles.

[1 devient intéressant de chercher une formule permettant d'in-
terpoler (cas réel) entre un facteur de remplissage nul (vrai réseau) et
un remplissage complet (continuum). Pour cela, i1 faut reprendre la
dérivation des équations de Kirchoff aux noeuds, en tenant compie de la
taille finie de ces noeuds. Considérons toujours un réseau carré et

soit w Ta largeur des brins.

L'équation du Cooperon s'écrit

(-7 + 25)0r,r) = g5 slr-r') (s)
L‘P

En prenant 1'intégrale sur la surface du noeud A dessinée en pointillés,
et en supposant que r' est & T'extérieur de cette surface, on obtient

W .
W é Wy L5 - =z C(A) = 0 (6)

La somme dans 1'@quation (6) porte sur tous Tes courants partant du

noeud A.

Le Tong des brins,

CB-CA Ch(a/L{p)
Cix) = CAch(x/L )+ sh(x/Lw) (7)
v sh(a/L,,)

De 13, on tire Te courant, au point x = (Timite du noeud)

o=
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¢ v shia/l,

(on a développé au premier ordre en w).

l.'@quation {6) devient 1'équation des noeuds (dans la limite

P L\P)

C, =0 (9)

Si 1'on fait w = 1 (remplissage compiet), on retrouve le cas du conti-
nuum. L'équation (9) permet donc une interpolation raisonnable entre
les deux cas limites.

En conclusion, nous avons signalé deux effets dus & la Targeur
non nulle des fils. Le premisr, discuté au paragraphe précédent est 1ié
d ta pénétration d'un certain flux magnétique dans Tes fils. I1 affecte
la propagation du Coopéron le long des fils en modifiant la longueur
d'atténuation. On en tient compte en introduisant Lw{H)' Le second effet
modifie les conditions de raccordement aux noeuds. I1 provogue une
* “renormalisation” de Hp pilotée par le taux de rempiissage w/a. Ces deux
effets peuvent Btre pris en compte simultanément. Le deuxiéme effet est
important si T'on cherche & déterminer de maniére précise la longueur
de cohérence de phase d partir d'un fit des donnfes expérimentales.
Quant au premier, i1 est indispensable pour obtenir un fit sur plusieurs
osciliations.

D. Limite L_~ 0.

En fort champ, QP(H) décroft et peut devenir inférieure 3 la
taille des boucles. Par ailleurs, dans les expériencas de Pannetier et

coll.(ls)

, la Tongueur de cohérence de la partie triplet {associée aux
effets spin-orbite) est de 1'ordre de a. Lw + 0 décrit également 1a
Timite haute température. IT est notamment intéressant de comparer
dans cette limite 1'amplitude des oscilliations résiduelles avec celle

pour une boucle seule de méme périmétre que les bouclies du réseau.
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Pour un réseau régulier

N
AR _ K r_nchn-shn 2,2 -1
R =7 U ehy - (b 7 shn I J (10)

M{m = Zchn Z : nombre de coordination du réseau

(11)

M = @

raches voisins
AR o, B p

Cans 1a limite n » 1, on peut calculer la fonction de Green en pertur-
bation jusqu'd 1'ordre &gal au nombre de cBtés d'une boucle, afin d'avoir
le premier harmonique décrivant les oscillations.

Ce développement donne pour différentes géométries

a) Réseau carré :

AR _ ¥ nchn-sh i 7 l
AR _ K nehn=shn o\ ppo (1 4 + + - cos(2m¢/d )]
R 4 nsm 4Ch2q 64ch¢ﬁ 32¢h™n °

le terme oscillant est de ['ordre de % e'4n cos(2ﬂ¢/¢0).
b) Reseau en nid d'abeilles :
é% =& LDE%%ﬁ%EE + 2thn(l + — 12 + 54 + 16 + 2 z cos(2W¢/¢D))}
3ch™n 27ch’n 9ch™n 283ch™n

Te terme oscillant est de l'ardre de K 2(%-)6e'6n COS(2ﬂ¢/¢O}.



- 81 -

8R - pmehneshn g ppnn v L e S 8 cos(anerg )]

3ch%y  27ch™n  8leh™y

le terme oscillant est de !'ordre de E%%' e'ﬂm cos(2w¢/¢0).

le terme oscillant est de {'ordre de~§ e cos{2mp/o. ).

Comparaison avec la boucle seule :

Pour une boucle de périmétre L :

©shiL/L)

R x
2

ch(L/gp)—coS(2ﬂ¢/¢o)

-L/L
e terme oscillant est de 1'ordre de xe @

cos(2m¢/¢,)

Les expressionsci-dessus montrent toutes une réduction du
pré-facteur dans ce premier harmonique. Cette réduction peut paraftre
a priori surprenante dans la limite Hp -+ 0 oll 1'on s'attendrait 4 ce
que Tes boucles soient découplées. Mais en fait, la présence des noeuds
a tendance a faire diminuer Te Cocpéron & leur emplacement, ce qui
revient & changer de conditions aux limites. C'est ce changement qui est

d T'origine du pré-facteur.

Dans la limite des forts champs magnétiques, le syst@me oublie
pratiquement 1'existence du réseau et la magnétorésistance se raméne

pratiquement & ceile des fils. Toutefois, la discussion ci-dessus nous
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montre qu'il faut faire attention au choix des conditions aux limites
pour les fils. En fait, d T'ordre le plus bas du développement d n grand
de 1'Bquation (10), et en identifiant les expressions de é% d'un fil de
longueur a avec différentes conditions aux limites, on a :

4R (1- £y 4R
R o 7' R

(fil,contact parfait) + 2 LR (fil,conditions
L R
périodiques) (12)

le contact parfait correspond au choix d'annuler le Cooperon aux
extrémités du fil. Cette formule a &té établie dans I'hypothése de fils
sans largeur. On peut cependant supposer qu'elle reste vraie pour des
fils de largeur non nulle. Le é% d'un fil avec différentes conditions
aux 1imites peut s'évaluer an discrétisant les équations du Cocpéron
(cette discrétisation sert de cut-off 3 courte distance)., Les formules

sont les suivantes

2 M-1 N
AR .. . Y 2e 1
— (fil, conductions péricdiques) = = % T
: Mgk Mg pa
1
CLn(k)"un-l(k) Ve (KD
2 M N
AR (e v .28t 1 i
R (fil, contact parfait) = TR T MW ) 5

1 1
- (= + + (k) * )

N (O A o (K)=ur o (k)=vo (k)

ol M et N sont la Tongueur et la largeur du £i1 en unité &gale au pas
de discrétisation a ,
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2

‘ +l 1.
o (k) = & + 25 - 2cos () + 457 (%—)z(n- 1“.2—-)2+4.,T(%,)(n- ST
Lw 0 °
u;(k) est donné par la mé@me expression avec la substitution : E%E'*%ET
- +
ar (k) = a(-k)

Pour k fixé, on dé&finit un(k) et vn(k) par :

.1 Sp—
up (k) = & k=T U tk) = %y pr (KD -u (K
vaylk) = : 1 vtk = 1

& T p- A1 (K)-v (k)

ies suites u:(k), v:(k) sont définies de la méme fagon & partir de
a+(k) at de méme pour u;(k), v;(k) d partir de a (k).

La figure 2 montre le résuitat de calculs numérigues & partir
AR
R
joué par le choix des conditions aux limites.

de ces expressions de et met en évidence e rGle non négligeable

E. Discussion des résultats expérimentaux.
(Pannetier et Collaborateurs, CRTBT)

Dans une expérience, en plus de la longueurde cohérence de
phase LW’ deux autres longueurs interviennent dans la détermination de
la correction de Tocalisation faible 4 Ta conductivité : Ta Tongueur
assocciée au retournement du spin, par diffusion sur des impuretés
magnétiques LS, et Ta Tongueur associ®e au retournement du spin par
effet spin crbite Lso’ effet qui est important pour les métaux lourds.
Le Cooperon est 1a superposition d'une contribution singulet et d'une
contribution tripiet, seule la derniére &tant sensible & 1'interaction

(10).

spin-orbite

triplet
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Ces deux contributions peuvent se calculer en utilisant notre
formalisme, 4 condition de poser :

2 _ 2 d
Nsinguletr - N * 2ng
2 _ 2 . 4 2 L2 2
Ttriplet N 3 M50~ 3 Mg
. g a
ou 7 = — et n =
3 LS 50 Lso
En fait, dans les fits que nous allons montrer, on pose n2 = nz + 2n2
2 2, 4,2 2 © s

et n tripltet o © §(nso R

Dans cette derniére formule, i1 est souvent Tégitime de
négliger Ng devant Nso qui peut &tre assez grand. On absorbe ainsi la
diffusion par Tes impuretés magnétiques dans Ta définition de 1a Tongueur
de cohérence de phase. Pour tenir compte de la Targeur des fils, nous
faisons la substitution {(Eq. (1})

2 2 WZ Haw,?2

noron t Vjﬁs)
La figure 3 présente des données expérimentales pour un réseau nid
d'abeiiles & faible champ et basse température (T = 0,16 K). Les fils
sont en magnésium. Les points représentent la courbe thorigue pour un
réseau en nid d'abeilles, pour des fils sans Targeur (n  indépendant
de H). On d&termine Lw = 13,6 um par un fit sur les données & faible
champ. Mais on ne peut pas rendre compte du reste de la courbe, et
notamment de 1'atténuation des oscillations successives en négligeant
la largeur des fils. Cet effet est pris en compte, avec w/a = (,36
dans la courbe en triangles,

Comme Hp est grand (nU = 0,11), on est tenté d'appliquer la
formule de la magnétorésistance d'un film continu bidimensionnel.
Seulement, comme le suggére la section C. de ce paragraphe, i1 faut

diviser Ta langueur %p précédente par un facteur de 1'ordre de /7.
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En général, les fits obtenus sont trés sensigies a Ta valeyr
de gp, surtout dans I?Ggfgion haute température oQ 1‘'amplitude des
oscillations est en e o (pour le réseau nid d'abeilles). Cependant,
méme si 1z détermination de kp par le fit est précise, 1'interprétation
de ce résultat est moins sOre, d cause de Ta largeur des fils qui
modifie la relation entre Lw et 1'opérateur de liaisons fortes associé.
Toutefois, on obtient un bon ordre de grandeur, et surtout, cela
n'empd&che pas 1'étude de la dépendance de Lw en fonction de la tempé-
rature. La longueur spin-orbite d2terminée pour ce réseau de magnésium
ast petite, correspondant & Nso = 1. Cette détermination repose sur la
partie de la courbe & plus fort champ (régicn ol la résistance est

maximum) .

La figure 4 montre un fit obtenu avec un réseau nid d'abeilles
en cuivre & T = 0,29 K (température des &lectrons, supérieure 3 la
tempé@rature de ['échantilion & la suite d'effets de chauffage). Ici .

a =1,5um et {'on détermine : ny = 0,28 et Ng = 1,05,

Sur la figure 5 se trouvent les résultats pour un réseau nid
d'abeilles en magnésium & haute température T = 5,498 K. On a
a =1,5 um, w/a = 0,36, Ny = 0,88 et Neo = 1.

La figure 6 montre la dépendance en température de kp pour te

réseau en magnésium précédent. En pointillés est tracée la courbe gui
2

résulte d'un ajustement polynomial : L@‘ = (0,0045 + 0,01 T + 1,77 10"3 T

Le terme constant donne 1a quantité LS‘Z, Ta terme en T est susceptible
. - . -2

de représenter un temps électron-&lectron et ie terme en T un

terme &lectron-phonon. fette analyse reste pour 1'instant & 1'étape

préliminaire.

Enfin, la figure 7 présente la d@pendance en température de
Lw pour le réseau de cuivre (triang]es),pohr te réseau d'cr (doubles
triangles) et pour le méme réseau d'or recuit sous oxygéne (carrés).
Le réseau d'or non recuit présente une remontée Togarithmique
impartante de Ta résistivité pour des températures en dessous de 1 K.
Cette remontée est attribuée 3 de 1'effet Kondo, 178 & la présence
d'impuretés de fer (I'amplitude de la remontée logarithmique permet

3

.
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de donner une estimation de Ta concentration de ces impuretés, de
T'ordre de I ppm). Cette interprétation est soutenue par 1'influence du
recuit qui supprime pratiquement cette remontée d basse temprature.Il
ne subsiste que 1'effet de localisation faible, qui est plus dfun ordre

de grandeur en dessous de 1'affet Kondo.

Pour terminer cette discussion sur Tes résultats expérimentaux,
nous mentionnercns le travail de Dolan, Licini et BTShOp(16) qui porte
sur des géométries linGaires (é&chelles, colliers de houcles) avec des
fils de lithium. L'inté&r&t de leurs mesures est de permettre une déter-
mination indépendante de Ta longueur de cohérence de phase LwJ de LS et
Lso' Pour cela un ruban test est déposé sur le méme substrat, 1'analyse
de sa magnétorésistance et de sa dépendance en température donnant
effectivement ces trois Tongueurs caractéristigues. La comparaison avec
nos calculs est plutdt bonne & basse température (longueur de cohérence
de phase un peu plus grande que la taille des boucles). Par contre,
torsque n devient supérieur & 1, iis n'observent pas la réduction
prévue dans un réseau pour la premiére harmonique de 1'gscillation
comparée d celie d'une simple boucle. Cette réduction est un fait
important dans un réseau, résultant du changement de conditions aux
Timites lors de la diffusion autour d'une boucle.lLz non-visibilité ici
mérite certainement considération. Toutefois, d'un point de vue
qualitatif, cet &cart 4 haute température peut &tre absorbé par une
correction modérée (25 % au pire) de L¢. Par contre, nos calculs
rendent compte d'effets d'interférences entre boucles & basse tempéra-
ture, qui ne sont pas décrits par Ta formule de 1'anneau simple, en
particulier la réduction de 1'amplitude des oscillations dans une
géométrie 4 1 ou 2 dimensicns, par rapport au cas & O dimension
{anneau simple).

En conclusion, ce formalisme des réseaux permet une analyse
détaillée de la localisation faible dans ces géométries multiconnexes,
Si Ta longueur de cohérence de phase est un paramétre libre dans le
fit, celui-ci peut 8tre excellent. Des &carts sont obtenus dans Te cas
o la détermination de %p se fait indépendamment, mais de maniére
encourageante, ies phénoménes 1iés d 1'interférence entre boucles
(n < 1) demeurent assez bien décrits. Nous avons montré que cette
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méthode de calcul sera utile en vue d'3tudier de maniére systématique
ta dépendance en température de la Tongueur de cohérence de phase,
information intéressante qui nous renseigne sur Ta nature de la dynami-

que des E&lectrons de conduction & basse température (interaction
électron-&lectron et électron-phonon).
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CHAPITRE T1I

PERIODE DES OSCILLATIONS DE MAGNETORESISTANCE DANS DES
SYSTEMES DESORDONNES QUAST UNIDIMENSIONNELS
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I - INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avens eu 1'occasion de souli-
gner qu'une des signatures &tonnantes du mé&canisme d'interférence entre
les deux sens de parcours d’'un chemin fermé&, mécanisme 4 la base de Ta
Tocalisation, est bien la périodicité en %% des oscillations de résis-
tance en fonction du flux magnd@tique traversant les boucles dfun réseau.
Seulement les prédictions de la Tocalisation faible portent sur la
conductivité moyennée sur toutes les réalisations du désordre. Dans
certains cas, comme celui de trés petits anneaux, et comme les expé-

(17,18)

riences 1'ont montré , 1e comportement d'un échantillon est

différent.

Considérons par exempie une géométrie Aharonov-Bohm : un
faisceau d'électrons se propage dans une région sans champ magnétique,
autour d'un cyiindre a& 1'intérieur duguel régne un champ H.

Evaluons 1'amplitude d'aller de A en B dans 1'hypothése ol seuls deux
chemins sont possibles

‘ﬁAB =¢ﬁ1 “ﬁz

Le potentiel vecteur non nul existant 4 1'extérieur du cylindre agit
sur la phase des amplitudes de probabiiité, de sorte que
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B
0) exp [%f—g R .d3 (l)]

1l

SO A

& .oy =&

At ) 0} exp i%?—g E . d3 (2)]
A

La probabilité de transition est alors

(-1 £ o)
P =|cﬁAB)2 =1<ﬁ1(H=o}[2+1d?2(H=0)|2+ 2Reldt (H=0) A% (s=00 B

¢ est le flux magnétique traversant la boucle d&limitée par les
chemins 1 et 2. Soit 5 la différence de phase entre JH(H=O} et:ﬂ%(H=O).
on 2 Pyp = [ (H=0) [P, (4=0) |42 b (=0 )i, (H=0) |cos (5- 2 ).
Imaginons que 1'on puisse modéliser une sorte de désordre en donnant

d 6 une distribution de probabilité uniforme. Pour un &chantillon

donné (& donné) Pag Oscille avec Ta période 2»de i'effet Aharonov-Bohm.
La phase 4 I'erigine de ces oscillations est uniformément répartie.

Par contre, si on prend la moyanne d'ensemble < PAB >on a :

< Pap > = [ (H#=0)1%+fy(H=0} | independant de H. Ici donc, 1a
moyenne d'ensemble ne décrit pas le comportement ¢'un &chantillon. De
plus, celle-ci n'a pas vraiment paur période %%- (elle est constante

en H), ce qui n'est pas surprenant puisque ce modéie trop simple ne
permet pas aux &lectrons de parcourir des boucles fermées.

Imaginons maintenant N systémes statistiquement identiques au
précédent connectés en sé@rie. L'amplitude totale de transmission, si on
fait 1'approximation brutale de ne garder que les chemins de lTongueur N,
est le produit des amplitudes de transmission de chacun des systémes.

Le Togarithme du coefficient de transmission global est une somme de
variables aléatoires indépendantes et de méme ioi, par conséguent
lorsque N -+ =, il ob&it 4 une distribution centrale Timitae. Pour le
modéie ici envisagé anT(N,H) est donc bien décrit par Ta moyenne
d'ensemble < gn T(N,H) > qui sera indépendante de K. Pour un échantil-
Ton & N grand gn T(H) sera indépendant de H, avec toutefois des

2 ,1/2

fluctuations de l'ordre de 1'écart type [ <{%n T(N))2 > -<gn T(N) 57 ]
la variation relative s'éteignant en N'l/2 Torsque N devient grand.
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fes considérations simples nous conduisent d poser deux questions
qui feront 1'objet de ce chapitre

a) Pour un modéle donné de systéme désordonné, présentant des
boucles ol régne un champ magnétique, quelle est la période des oscilla-
tions de la distribution de probabilité des coefficients de transmission
de ce systéme, en fonction du flux traversant les boucles ? Dans quelles
conditions retrouve-t-on la période caractéristique de Ta Tocalisation
faible (g ?

b) Pour un modéle donné, quelle est 1'importance des fluctua-
tions d'échantillon & &chantillon ? Dans quelle mesure las propriétés
de la distribution de probabilité comme la périodicité se reflétent-

elies sur le comportement d'un échantillon ?

De telles fluctuations d'échantillon & échantillon sont attendues
pour des systémes unidimensicnnels dans lesquels la distribution de
probabil1ité de la résistance présente bien des pathologies (les moments
successifs de la résistance divergent plus vite que la résistance
moyenna, 4 la limite d'une chaine infinie). Dans les situations expé-
rimentales, on peut dégager trois mécanismes qui tendent 4 réaliser un

autcmoyennage .

a) la connection dans un réseau d'éiéments identiques en grand nombre.
C'ast le cas des expériences décrites au chapitre précédent. Notons
qu'd une dimension, cela ne suffit pas, i1 faut &galement choisir de
bonnes variabies, autcmoyennantes, comme Te iogarithme de la résis-

tance(zz).

b) le fait que les fils constituant les boucles ne sont pas rigoureuse-
ment unidimensionnels, mais de largeur finie, et par suite, & une
énergie incidente donnée présentent plusieurs canaux de propagation.
Ces différents canaux sont couplés par le désordre, et ce deqré de
liberté supplémentaire doit favoriser 1'automoyennage.

¢) la température qui interdit & 1'énergie d'Etre définie d mieux gue
kBT. On doit alors faire une moyenne du coefficient de transmission
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(23

température. Cans certaines conditions, cette moyenne a ie méme

sur cette plage d'énergie ) dont Ta largeur augmente avec la
résultat qu'une moyenne sur le désordre. Nous commencerons par
décrire un certain nombre de résultats connus avant de présenter nos

calculs sur différents modéles.
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11 - 2 ou % . QUELQUES TRAVAUX RECENTS

Notre introduction a voulu souligner que beaucoup de situations
intéressantes sont envisageables, et que la magnétorésistance est sensi-
ble & leurs différences. Beaucoup de mod2les ont donc été Etudiés.

A. Anneaux désordonnés,

Aprés 1'approche en localisation faib]e(zq), le probléme a &té

abordé en utilisant 1'approche de Landauer pour la conductance d'un
systéme quasi ID(E). Landauer a &tabli une relation entre la conduc-

tance G d'un &1&ment de circuit placé entre deux réservoirs d'é@jectrons,
et le coefficient de transmission T de 1'@1ément de circuit pour 1'&nergie
corraspondant au potentiel chimique des réservoirs. Pour un systéme

rigoureusement unidimensionnel

Z g

1-

| 1]

G = T

=y

.

Catte formule a €té récemment généralisée pour un systéme ayant plusieurs
canaux de transmission(25>. Dans 3a limite des faibles transmissions,

+ . . i1 s
G = %5 Tr(tt ) o0 t est la matrice de transmission de 1'&1ément de

circuit.

On peut de la sorte modéliser des anneaux désordonnés, ccmme

1'indique schématiquement ta figure suivante.

"




—

Un tel systéme présente la période B—pour un échantillon

donné(26’27). (ZSF

Récemment Li et Soukoulis se sont intéressés a la
distribution de probabilit& de la transmission d'un tel anneau désor-
donné, dans le cas o les brins supérieur et inférieur n'ont qu'un
seul canal de propagation. IT1s prennent Tes expressions suivantes pour
les coefficients de transmission et de réflexion dans les brins supé-

rieur et inférieur :

i¢
_ 2 )

t1(2) s et ri(g) ° (1 - Ts) e )

e
Le désordre est introduit par 1'intermédiaire des phases ¢ et ¢, qui
sont des variables aléatoires indépendantes, avec une distribution
uniforme. Dans ce mod&le la distribution de probabilité du coefficient
de transmission de 1'anneau a pour période %% dans le cas ol TS est
trés voisin de 1 (faible diffusion dans les brins). Sinon, en diminuant
Ts’ la périodicité de la distribution de probabilité devient gn Ces

résultats dépendent trés fortement de |'hypothése qui est faite sur la

forme de r1s tl, oy t2, d savoir une différence de phase constante
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Bgale & % entre le coefficient de transmission et le coefficient de
réflaxion, Cette hypothése nous parait arbitraire, dans Ta mesure ol
par exemple une transiation d'une longueur L du diffuseur entraine Ta

substitution

t =+t

i2kL
r =+ re

On s'attend en fait & un brouillage de la phase relative entre r et t.
“Ce point sera abordé ultérieurement.

(17.23) | beaucoup contribué i 1'étude, expéri-

Le groupe d'IBM
mentale et théorique de cette géométrie de 1'anneau. Notamment Tes
expériencas ont montré & basse température de nettes oscillations &
23 subsistant & des champs magnétiques &levés (8 T scit un millier

(17,

La dépendance en température de T'amplitude des oscillations est compa-

d'oscillations pour les mesures effectuées par Webb et coliaborateurs

tible avec une loi en T_l/z, gue 1'on obtient en faisant 1'hypothése
que 1'on moyenne différentes ¥igures d'interférence pour diverses
valeurs d'énergie sur une plage de largeur kBT. lne &valuation assez
suggestive de 1'amplitude de 1'oscillation & g-pour un anneau constit%§7)
de plusieurs canaux de propagation a &t& donndée par Blttiker et coll. .
Désignons par N le nombre de canaux. D'apr@s la formule de Landauer

généralisée :

E=S- 1 T, ol Ti' est la probabiiité@ de transmission
i3 1] J

dans le canal 1 pour une onde incidente j. Une é&valuation sembiable a
celle gue nous avons décrite dans le paragraphe précédent nous conduit

i poser

8
= + L toC.. T -,

Tij aij bij ces eiJ c13 cos (27 Fd ¢1J)

C

Dans cette formule, aij’ b sont des variables alatoires, posi-

137 4]
tives, du méme ordre de grandeur, et eij et Wij sont des phases que
Tfon suppose  uniformément réparties. La conductance totale est alors

une somme de N2 telles contributions, elle est donc de 1'ordre de Nza.
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La superposition des termes oscillants donne une oscillation globale
en Na, puisque Tes phases wij sont a priori décorrélées. L'amplitude

de 1'oscillation & g-est donc en %—soit typiquement de 1'ordre de Ta

conductance universelle %T .

Notons que cette centribution & g-a une moyenne d'ensemble
€gale & zEro. Pour un &chantillon donné, on doit cependant pouvoir
1'observer,

D'autre part, le calcul d'Altshuler, Arongv et Spivak(24), en
localisation faible préveit

o - EE ] sh (L/L@)
9 T T

ch(L/Lw) - cos{2m == ¢)

Ag est Ta correction d la conductance moyenne par unité de longueur.
I1 résulte de cette formule que I'oscillation a %%-de Ta Tocalisation
faible est du m&me ordre de grandeur que 1'osciTlation a g-caractéris—
tique d'un échantillen pour Tlequel les différents chemins ne se
moyennent pas compl&tement. En fait, les expériences de Chandrasekhar

8)

Ces deux périodicités ont toutefois des propriétiés trés différentes

1 .y Lo
et coll.{ montrent une superposition des deux périodes sur un anneau.

a) la phase des oscillations a g~est arbitraire, tandis que 1'osciila-

tion d %% est une fonction paire du champ magnétique, dont Ta

concavité correspond 3 une magnétorésistance négative pour les

faibles champs.

3h
e

subsiste, en tant que résidu d'une superposition aléatcire non

b) en champ magnétique trés fort (¢ ~ 107 =), 1'osciilation & 2
complétement moyennée. Par contre, la pénétration du champ dans
les brins tue T'oscitlation a %%—1orsque Te flux dans les brins
constituant la boucle est de i'ordre de quelques gn Ce derniar
effet a eté discuté en détail dans le premier chapitre.

c} la température est trés nocive pour 1'observation de 1'oscillation

a 2-: la moyenne sur les énergies joue le r&ie d'une moyenne d'en-
semble comme le suggérent des simulations numériques de Stone et
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Imry(gg). Par contre, tant que la Tongueur de cohérence de phase Lw
reste supérieure au périmétre de 1'anneau, 1'oscillation a %% est

visible.

Les expériences spectaculaires réalisées sur des anneaux de
taille inférieura au micron sont ainsi un bel exempie de systéme désor-
donné présentant des effets cohérents, effets décrits seulement de

maniére partielle par la moyenne d'ensemble (localisation faible).

B. Anneaux disposés en série - Echelles.

Nous avons d&jd eu 1'cccasion, au premier chapitre, de commenter
les résultats de Dolan, Licini et Bishop(16) sur des échelles, résultats
en assez bon accord avec les prédictions guantitatives de la Jocalisa-
tion faible. Afin d'@&tudier 1'automoyennage dans les grands systémes,
Unbach et coll.(zg) ont réalisé des réseaux de boucles submicroniques
mises en série. I1s ont alors é@tudié 1'8voiution des courbes de magné-
torésistance obtenues lorsque le nombre de boucles assembliées augmente.
La température est choisie de maniére & ce que la longueur de cohérence
de phase soit de !'ordre du périmétre d'une boucle, afin de limiter les
interférences sur plusieurs boucles. Ils observent une décroissance en
N'l/2 de 1'amplitude de la composante de Fourier correspondant a 2, N
tant le nombre de boucles, Par contre, 1'amplitude de la composante &
%% est indépendante de N. Ces résultats tendent a confirmer 1'idée que
1'on observe Tla superposition incohérente de N effets d une boucle, et
une convergence vers la valeur moyenne donnée par la localisation
faible, lorsque N augmente. Ces expériences sont tout d& fait compatibies
avec 1'absence d'oscillation @ 2 agui se manifeste dans des réseaux
bidimensionnels comme ceux gue nous avons considérés dans le premier

chapitre.

La géométrie de 1'échelle a Bgalement &té& 1'cbjet d'un travail

(30)

1iaisons fortes, avec des énergies al@atoires aux noeuds de 1%échelie.

La guantité p = % wn(l + %) (logarithme de la résistance par unité de

longueur) est calculée et moyennée sur un grand nombre de réalisations

numérique de B. Fourcade . Le modéle considéré ast un modéle de
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du désordre, en fonction du flux ¢ par boucle &lémentaire. On constate
alors, a faible désordre, une oscillation avec Ta période 2 . Puis
lorsque le désordre augmente, de sorte que la Tongueur de localisation

devient comparable d la distance entre sites, une forte harmonique 3 %%

se dessine et devient prépondérante d fort désordre. Nous devons ici
noter qu'un tel modéle correspond physiquement & des champs magnétiques
extr8mement &levés. En effet, pour créer un flux de g-sur un car:é dont
te cOté est une distance atomigue, que nous prendrons ggale & 1 A, 11
faut un champ magnétique de =~ 4 | 10° T. Cependant son intérg&t est de
montrer que la nature de Ta distributicn de probabilité de Tla résistance,
sa périodicité notamment peut dipendre des détails microscopiques du

modéle considéré,

C. Le modéle de Nguyen, Spivak et Shk]ovskii(3l).

IT s'agit d'un modéle bidimensionnel de tiaisons fortes, sur
un réseau carré, constitué de (n+1)2 = N sites. On choisit 1'hamilto-

nien
N
+ +
= . a, a, + - D
H I gy a4y 4y b V}J a; aJ
i=1 1#]
ol Vij = V Torsque T et j sont deux sites plus proches voisins et
Vij = G sinon. lLes £, sont des énergies aldatoires, avec la lai de

probabilité syivante

= - W avec probabilité x

[tH]
|

W avec probabilité 1-x

m
1l

On se place dans une situation ol W » V, c'est-d-dire que 1'on traite
la pessibiiité de saut d'un site @ 1'autre comme une perturbation.
L'amplitude de probabilité pour aller d'un sommet A du carré au scmmet
opposé€ B8 (voir figure) est la somme des amplitudes associées & chacun
des chemins sur le réseau joignant A et B. Dans cette limite oQd la
probabilité de saut est petite, i1 est raisonnable de ne retenir que
les chemins de longueur minimale (2n), c'est-d-dire les chemins se

dirigeant constamment soit vers ie haut soit vers la droite.
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La contribution d'un chemin est :

Loy oy vt

£ EB [ Eznf'l [ €l o EA

ol ¢ est 1'énergie de Fermi et €15 €55 «+vs Epp sont les énargies des

sites visitéds. Cette contribution s'@crit plus simplement lorsgue
lel« W sous la forme :

1 1 v 1 351 £ W

v
[l EA €'€B

P
=
1
ft
£2
i
1l

1

-1 51 €5 -W

wend
It
—_
&2
i
1

{'amplitude de probabilité de transition de A vers B est donc propor-
tionnalle 3 la guantité

J = I n o
{T} {1F}
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{r} désigne T'ensemble des chemins dirigés de A vers B, et {TF} pour

un chemin  donné est |'ensemble des sites visités, i 1'exception de

A et B. Le nombre total de ces chemins est an. Pour un chemin donné,

on peut calculer facilement la valeur moyenne de 0y sur les diffe-

rentes r&alisations du désordre {1F}
an-1 2n-1 2n-1
} P (L1aP WPy M o 1y 20"
ST oo b C2n-l( 7 xF{1-x) v 1-2x)
{i_} p=0

T
Par suite

<d> o= (1-2x)!
I1 est intéressant de connaftre le signe de J pour un &chantillon
donné&. Dans ia mesure ol J est une somme de variables aléatoires{non
indépendantes) prenant Tes valeurs + 1 ou -1, on s'attend & des fluc-
tuations importantes., En négligeant la corrélation, la fluctuation

de J est proportionnelle au nombre de chemins, donc

2 172
< (ad)° > = cte proportionnel &
<Y [ch 112 (1.0x) 201
Zn T
1

[2(1-2x)%1"

A la limite n » « cette fonction est discontinue et cet argument donne

une transition du ler ordre.

2 172
si X < %-(1 -4 RT T 0] B
Ve oo J
2 1/2
si x >‘%(1 - j;) 1im Sﬂiﬁﬁu__ﬁL___= .
vz Moo < J >
La valeur l(1 - j;) ast de 1'ordre de 0,15. Pour une concentration

2

[

inférieure, le s{ghe de Ta fonction de Green GAB est trés bien d&fini.
Pour une concentration supérieure, le signe de GAB peut &tre + ou -
avec des probabilités voisines. L'augmentation de la concentration de
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de défauts x provoque une cassure de 1a cohérence mutuelle entre ies
différents chemins. £n fait, les simulations numériques présentées dans
1'article semblent indiguer une transition du 2éme ordre pour

X =X, 0,05. Le paramétre d'ordre choisi est 2p+ -1 o0 Py est la
probabilité que J soit positif.

Une éventuelie transiticn sur le signe de J conduit & un chan-
gement de comportement de la magnétorésistance d'un tel modéle dans la
géométrie du type Aharenov-Bohm. On peut introduire dans ce modéie
1'&quivalent d'un champ magnétique & 1'intérieur Qe 1a plaguette
centrale en multipliant par un facteur de phase e'® 1a contribution
des chemins passant d'un cOté déterminé. Sur la figure, la ligne en
pointiliés indique que les chemins Ta traversant doivent effectivement
recevoir ce facteur de phase. ¢ = Zm est 1*équivalent d'un quantum de
flux normal 2-= Lorsque X < X, Tes chemins ont avec une grande proba-
bilité une contribution de méme signe, par conséquent le déphasage ¥
tend 4 diminuer la probabilité de transition de A en B. Celle-ci a un
minimum pour ¢ = w . La distribution de probabilité et la transmission
d'un échantillon oscillent donc avec la méme péricde % .

Lorsque x > X, les signes associés aux différents chemins sont
répartis de maniére qguasi uniforme , si bien que la distribution de
probabilité de J est la méme a flux moitié {¢ = w ) qu'en 1'absence de
flux. En effet ¢ = = conduit simplement a changer de signe la contri-
bution des chemins passant par le bas, contribution dont le signe était

déja aléatoire.

Ce modéle sembie donc présenter un changement de comportement de
la distribution de probabilité de la transmission, dont la périodicité
est g 3 faible concentration de défauts, et %%oau-de1é d'une concentra-
tion critique. Dans la deuxiéme régicn, le comportement d'un échantillon
toutefois doit ﬁfire apparaitre la pé€riode 2—. Notons également que dans
cette région a za la magnétorésistance moyenne est négative, bien que
le mécanisme soit trés différent de 1'interférence entre les deux sens
de parcours d'une boucle fermée, invoqué dans le cadre de 1a localisation

faible.
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La grande diversité des comportements décrits par les modéles
précédemment &voqués nous a conduit & examiner des systémes quasi
unidimensionnels (&chelles ou boucles en série) pour lesquels 91
existe des méthodes permettant un calcul de la distribution de proba-
bilitéd du coefficient de transmission. La connaissance de la distri-
bution de probabilité semble requise pour une meilleure compréhension
de 1'influence d'un champ magnétique sur la propagation d'une particule
dans un milieu désordonné, De plus, les détails microscopiques des
modeles (concentration des impuretés, ampiitude des fluctuations de
potentiel, nombre de canaux dans les boucles) semblent jouer un grand
r6le, Ce chapitre est consacréd 4 1'étude de quelques géométries simples.
Nous verrons que quelques conclusions génédrales peuvent se dégager de
'analyse de ces modéles,
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III - BOUCLE DESORDONNEE ISCLEE

A. Formules générales pour la transmission.

Considérons Te systéme suivant

Lhm -
Ae" Z » chm
5 4 N Ae N \
& 0 ) N+1 -0
¢ -
Be RM { ) N 2 o thm

I1 s'agit d'un anneau unidimensionnel, dans un modéle de
tiaisons fortes, relié & deux réservoirs d'é@lectrons par des chaines
semi-infinies ordonnées. La conductance § de 1'anneau st donnée par

e’ —;1-00 T est le coefficient de transmission de 1'anneau. Une

G = &
mh 1-T ;
telle géométrie a deji &té beaucoup &tudise 20+27,28)

. Nous cherchons
ici 4 donner une descripticn plus "réaliste” de 1'anneau lui-méme.
L'hamiltonien considéré est Te suivant
+ +
= Leg, a.,a, *+ V.. a,a,

: ; € 9394 L ij "%
ol Vij =1 si 1 et j sont proches voisins et Vij = 0 sinon. Le terme
de couplage inter-sites sera choisi comme énergie-unité&. Dans les fils
ordonnés reliant 1'anneau aux réservoirs, e = 0. On en tire ia
relation de dispersion E = 2 cos k pour les modes se propageant dans
ces chatnes. Les coefficients de transmission t,t' et de réflexion vr,r'

sont introduits par :
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Al t r A

B r t! B!

La conservation du courant entraine 1° unitarité de cette matrice S. En

particulier : {t]z =it f a1 - NI N PO R. On en
tire
*
A —1; - L A
t t*
, r 1
B- - i P B

En 1'absence de champ magnétique, 1'hamiltonien est invariant par
renversement du temps et t = t' dans ce cas,

Notons que Torsque t # t', Ta matrice de transmission préca-
dente peut s'écrire comme le produit d'un facteur de phase par une
matrice analogue, v@rifiant cette fois t = t'. Ceci traduit le fait
qu' il n'y a pas de champ magnétique pour un systéme rigoureusement
anidimensionnel (i1 s'@limine dans une transformation de jauge). Le
désordre présent aux sites 1,2,...,N des brins supérieur et inférieur
de 1'anneau est résumé par Ta donnée des coefficients tl, res t 95 r2
décrivant la propagation d'une onde dans ces brins. On introduit un
flux magnétique dans T’anneau en multipliant Ta matrice de transmission
du brin supérieur parhe -1 v/2 et celle du brin inférieur par e1 Y/z

Yy =27 %— ol ¢ = — (quantum de flyx normal}. La propagation des

ondes dans 1 anneau est décrite par le schéma suivant :

B4
A A ,
— —
g o’
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Le calcul de la matrice de transmission globale de 1'anneau
revient 4 résoudre 12 syst@me linéaire suivant :
£(A+p)- (e eme )~ (n e Fep o7 - (Aye M4Be7 ) = g

A+ 8B = Al + B1

A+B=A,+8,
. 1 X x,.ox 1T T
(o, Ly ey A
=e 2
B’ SR VN B N
Fo ] . % . % 1 [,
A, v -r,tt, A,
=e 2
B'2 -Pz/tz 1/t2 52
L A L J ] J

E(A‘eik(N+l)+B'e'ik(N+l)}-(A'1e1kN+B*1e'1kN)~(A'2eikN+B'2e'1kN) =0
A,eik(N+1)+B.e-1k(N+1) _ Arlefk(N+1)+B.1e-1‘k(N+l)
e KINHL) oy - TR(NFLY A,Zeik(N+1)+B,ze~1k(N+1)

On obtient ainsi

(-[ge[2+(A-i Sink) (B+i sink)] -[]6]%+(A- sink)(B-1 sink)]

1 :
21G sink

(16154 (A+T sink)(B+i sink)T [[G]2+(A+i sink)(B=1 sink)]

]

ol m désigne la matrice de transmission du systéme giobal.




Soit :
4 1612 sink

EG{4 + 2(AB + sinzk)|G12 + (AZ + sinzk)(BZ + sﬁnzk)

A, B et G sont reliés a T Py Bo, 1y et y. Seul G dépend du flux v,
Pour cela, posons :
1“191 I"‘l B VI" 1 -ilpl
tl = V/Tg.-e t_' = a
1 VTI'

(de méme pour t, et rz).

cos(k(N+1)+p1)+ /T?Tz'cos(k(N+1)-¢1)

A= cosk - sink [ + (1 « 2)1

sin(k(N+l)%p1)+ /T:Tz‘sfn(k(n+1)~¢l)

cos(k(N+1)ﬁp1)- %TTTE'cos(k(N+1)-¢1)

B =1 + {1 < 2)] sink - cosk

sin(k(N+1)%p1)+ /TTTI'sin(k(N+1)-¢l)

[T est commode d'introduire Tes notatigns suivantes :

o = cos(k(N+1)+vi) + /I:Tf'cos(k(N+1)-wl)
81 = cos(k(N+1)+v1) - VT?TI’cos(k(N+1)-w1)
by = sin(k{N1)+g) + VTSI sin(k(N+1)~y;)

et de dé&finir Gps Bps Ay de Ta méme maniére.

On a alors :
i Y i X
;2 612
G=S'|M<[ v ll L\I + ‘/TE"—AE'——J

Ceci entraine

T YT,
T = 4(_._ o = COS'\{)/D
z 2 AJA
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avec

T T YT.1, ' ay

w

o B8
0 = (_% +-—% +2 3 i 2 c05y)2+2{[cotgk~(3—-+ Egﬁ][(—l + Kg)'COtgk]+1} X
AS A 172 172 1 =2
1 2 .
T T VT, T, o C‘ 8 b
x(“% +“% t 25 i'g'cosY)+[(§1 * Eg"COtgk)2+1][(El'+ Kg -cotgi) +L]
AT 85 172 172 Lo

Cette expression est de la forme :

T = a + b cosy

c+d cosy + e coszy

2 . , . - . .
Le terme en cos y au dénominateur tire son origine de 1'interférence
entre les deux sens de parcours d'un chemin fermé.En effet, son inten-
s{t@ ast proportionnelle & TlTZ’ ce qui correspond & une propagation

compléte autour de 1'anneau.

B. Cas d'un systéme pur.

Dans ce cas t; = 1, ry = 0, t2 =1, r, = g, vy = 0, Py = 0.

Nous obtenons :

8{1+cosy)sin2k(N+l)

T =

2 4

{4(l+cosY)2+4sin k(N+1)(1—(cotgk-2cotgk(N+1))2)(1+cosy)+sin k (N+1)

X {(cotgk-Zcotgk(N+1))2+1]2}

Dans ce cas T = f(1 + cosy) ol f est une fraction rationnelle dont ies

variations sont dennées par :
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F

k4

X = 2 sin?k(N+1) [ (cotgk - 2cotgk(N+l))2+]
Deux cas se présentent :

2) sin?k(N+1)[ (cotgk - 2cotgk(N+1))241] > 4

T{v) a 1'allure suivante :

I

T($) 1
‘ al

b) sin“k(N+1) [ (cotgk - 2cotgk(N+1))2+1] < 4

On a une résonance parfaite :

Ty 4
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Notons que lorsque kX -+ 0, on est toujours dans la premiére

situation, alors que lorsque k - g,

sinZk(N+1) [ (cotgk-2cotgk(N+1))2+1] = 143cos2k(N+1) < 4

et 1'on a Te second comportement avec une magnétorésistance négative
pour vy voisin de 0. Ce changement de comportement s'explique par Te

fait que lorsque k = 0, une onde parvenant @ un des deux noeuds a une
probabilité voisine de 1 d'8tre réfléchie. Par conséquent, la particule
n'effectue en général pas beaucoup de tours dans 1'anneau. Au contraire,
d k= %, la probabitité que 1'onde traverse le nceud est maximale (%J.
La particule reste longtemps dans 1'anneau et les phéncménes d'inter-
férances entre boucles fermées peuvent jouer. Toutefois, on a toujours

T=0(y =7)aflux moitie ¢ = &
Remarque : la transmission & travers les noeuds peut se décrire par
une matrice 5(26)
B A
Al =3 B,
AZ B,
a b D
avec S = |b a b
b b a
ik
2 2 1
et a = - ——— la|© = ———n
2etk =Tk 1+8sin2k
b = eEk - K |b{2 _ 4sin2k
UK Sk T e 1.2,
2e'* - e Tk 1+8 s1n2k

Ceci précise la remargue ci-dessus sur 1'influence de k sur le couplage
entre les différents brins de i'anneau.
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C. Cas d'un systéme désordonné.

On suppose que la longueur des brins, N, est supérieursd la
longueur de Tocalisation d 1'énergie E. IT en résulte que Tl et T2 sont
en moyenne trés petits devant 1. Mais Ta conséguence importante est e
brouillage des phases ¢;, Yy et ZIRZE Nous préciserons ce paoint yn
peu plus iecin, Pour 1'instant, nous admettons qu'il en est bien ainsi.

De 1'expression générale de T, on tire le résultat suivant :
T est inchangé lorsque 1'on effectue les substitutions :

\pl->- cpl+'n- <p2+ apz Y+ vt
Y7ot b Wy

L'hypothése de brouillage des phases entratne 1'invariance de la loi de
probabitité conjointe de Y1y ¥ps Tl, Y3 Uos T2 dans Ta transformation
précédente. Par suite, Ta distribution de probabilité de T est pério-
dique, avec la période 7 dans la variable v , ce qui correspond & une
période de L en flux. En particulier, tous les moments de T oscillent

e

la période 5— .
avec pério 7%

Dans la 1imite od Tl et T, sont trés petits devant 1, on peut
faire 1'approximation :

T, T YT, T,
4 [~%-+ —% + 2 12 cos vl
A A A1A2
T 1 2
- o o, B B R
{(Kl'+ Eg - cotgk)2+l][(-5l + KE - cotgk)©+1]
1 2 1 2

Une telle approximation n'est pas valable pour toutes Tes réalisations
du désordre. Certaines donnent des résonances parfaites (T = 1). Cela
se produit lorsgue :
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/I=T] cos(k(N+1)-yq) VI=T, " cos (k{N+1)-1,)

sin(k(N+1)4«p1)+/I—T1 sin(k(N+1)-¢1) sin(k(N+1)«p2)+ /ITTE'sin(k(N+l)~¢2)

et
o Ql
cosy =1 + {cotgk - (El + “30)2

2 1

Lorsque T1 et T2 sont petits, ces conditions peuvent toujours &tre
satisfaites, car A7 et A, peuvent s'annuler. Cependant la largeur de la
résonance tend vers z&ro lorsque T1 et Tg tendent vers zéro.

On peut é&crire plus simplement .

T = AZ + uz + 2xu cos v , <y > =20

< T2 >-<T >2 = < (R2+u2)2 >=< K2+U2 >2 + fe k2u2 > cosZY

Les valeurs de y multiples de w présentent donc les plus grandes fluc-
tuations. Ceci parce que pour un é&chantillon v = 0 et v = m sont des
extréma (locaux) pour la fonction T(y).

o

L'amplitude de 1'osciilation a 5 peut 8tre évaluée d partir

de  T(y=0) - T(y = m) . En fait
< (T=0)-T(y=))2 > _, <8 >
R a a R
< T(y=0)+T{y=m} > AT >

si on peut négliger les corrélations entre A et W . Ceci indique que

- - . . . h .
1a période observée sur un échantillon sera toujours 7, ce Gul est

e!
conforme 3 des calculs numérigues que nous avons effectués sur ce

modéle.

Fn conclusion, le résyltat important est Ta péricde gg—pour la
distribution de T. Le calcul rigoureux des différents moments paraTt
extrémement difficile & cause de la complexité de 1'expression de T. De

plus, on s'attend d& des fluctuations d'8chantillion & é&chantillon énormes,

3 cause des fluctuations sur les matrices de transmission des brins, et
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des résonances propres d 1‘anneau. Par contre, dans 1'esprit du travail

(22)

de Anderson et coll. sur une chaine unidimensionnelle de résistances,

on peut imaginer une chaine de boucles semblables en sérje :

Lorsque 1'on met deux barriéres en série

H g — I 1
i i | Pr——————

te coefficient de transmission de 1'ensemble est

Y

l-r'lrz

Par suite gnT = T, + g,nT2 - en[1-2 /Rle cos ¢ + R1R2]
ol ¥ est la phase de ryr'y.

S1 ¢ ast une variable aléatoire dont Ta distribution est
uniforme :

< wnT > =< mﬂ'l >t o< Q,HTZ >
2m
{car S gn{l - 2a cosg + a2)
0 .
Pour ta chaine de boucles envisagée, avec un nombre total de boucles

d8 = 0 Torsque |a| < 1).

égal 4 M
< anTM) > =M < anT{ = 1)>

2 172 _ /e 1/2

ot < (anTM) = < gnT(M)s ) < (anT(1)=< anT(1%)% >

Donc & la Timite des M grands, la distribution de probabilité de T(H)
oscille avec Ta période %E’ et pour un &échantilleon, gnT qui est la



variable auto-moyennante possdde cette périodicité.

IT s'agit d'un résultat identique 4 celui obtenu par Fourcade(BD)
dans ses simulations d'échelles & forte amplitude des fluctuations de
potentiel.‘Dans les deux cas, la périedicité a g@ provient d'un brouil-
lage des phases, qui apparait lorsque Ta Jongueur associde au désordre
(Tongueur de Tocalisation) devient inférieure au périmétre des boucles.

D. Repartition des phases.

Nous avons eu bescin du fait que les événements (wl, b1 Tl)
et (¢1 + 11, ¥ + 7, Tl) ont la méme probabiiité lorsque la longueur d'un
brin devient grande par rapport a la longueur de Tocalisation.Pour
Justifier ce point, i1 nous sera utile de revenir sur le probléme de la

transmission d'une chaine désordonnée.

A — A
B — % 1 < ft et
— B

On suppose gue les sites m pour m < 0 ont un potentiel € = = 0.
Calculons la matrice de transmission d'une impureté située auy site n =1,
Le potentiel au site n est Ny

L'équation de Schridinger donne :

S ST R VS B

n n n
coit (E -en)(Ae1kn+Be—1kn) - Ae1k(n-1) -ik{n- 1)+A‘ (n+1)+B,e-1k(n+1)
et Ae1kn + Be'ikn = A'e]|<n + B'e'ikn : équation de continuité.

En utitisant ia relation de dispersion E = 2 cos k, i1 vient

A[ .-A . 1 e—ika A

+ ——
2sink i2km




Introduisons 1a matrice de transmission par le systéme des

premidres impuretés

[ 1 o
¥ £

. r 1
t t

Aprés 1'introduction de
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n-1

1'impureté au site n, Ta matrice de transmis-

sion du systéme devient !

b3

L _r' D n -i2kn 1
gk £ % 2sink 2sink ¥
. 2 . e 12kn 1 - jfiL__ - r
.t tt L 2sink 2sink Lt
teTe®, L2 AT iy
b
| : 'iE . e
1ol . —%: e'¥ & Zs?nk | L ele _ VI T e1(w-2kn)]
VT VT VT VT
2 R T R I N 5 S L SR [ )
T T 2sink © /T
Aux courtes distances T = 1, Faisons 7 = 1 dans les équations

précédentes. I71 vient

o ie ie

SR I T ‘e 1%

ST Zsink

JTTTT eiw' - ey 1(p+2kn)
JTT 25ink

L'évolution aux courtes distances de ¢ et de ¢ est donc trés différente:

¢ varie de maniére trés réguliére, alors que ¢ 1ié 3 la phase du

%

r

t

ot =
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coef%icient de réflexion voisin de 0 & courte distance a une variation
beaucoup plus singuliére. Dans un mod&le de désordre dijué, Ta distri-
bution de probabilité de efw est uniforme sur le cercie unité dés la
diffusion par la premiére impureté {aprés la premiére diffusion

o =4 sgne + 2kny (¢ = 0) o0 ny est i'emplacement de la premiére

2
impureté).

. A longue distance, trés supérieure & la longueur de locali-
sation, T est trés voisin de 0 et dans les &quations précédentes on

peut faire 1'approximation 1-T = I,

Les équations deviennent

ig

T ilet-e) | n i(y-p- 2kn)
Yoqre =1ty - |
T _ile'-y) 1.En ilp-yp+2kn)
/ T e =1 - ég?ﬁp' [1 - B ]
Ceci montre que w'-¢ = -(y'-y). Toutefois, d cause du brouillage relatif

3 courte distance entre ¢ et ¥, on garde 1'indépendance entre les
variables aléatoires ¢ et ¢.

ﬁontrons que la longueur sur laquelle la phase ¢ se brouille
est de 1'ordre de la longueur de Tocalisation. Pour cela, nous nous
plagons dans la limite de faible désordre (< 32> <« 1}, Introduisons
la quantité p - L . On peut écrire des &quations d'évolution au

2éme ordre en pggf o ety

2
) € - £ -
R AT n 1 2 1.2
e p - 25ink /D -1 S1nX + 851n2k (Zp - 5 - 2V o} —1 COSXH-(Q' p)s1n Xn)

. fn oy | Jol-l L B /ol
$EY T TR T cosxy (1 + 753 sinx,)

ol Xp = 2kn + ¢ - ¥.

De 14, on peut tirer une équation de Fokker-Planck pour
1'ayolution de fa distribution de probabilité W{(p,¢}, en supposant que

la répartition de ¢ est uniforme :
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2 2 2
2
Mo, 0) - 22> 2oz, - Lyge 8220 o2y
lgsin“k ©°P o 16sin“k ac
Z 2
+ E_E__%_._Qg (3 _.JE)W]
16sin"k 3¢ p
-1 < 2 > . .
Posons & = = 5 (Tongueur de localisation).
dsin®k
On trouve < 2n & > -k
T L
{x = L/2)
3 2, =1 1.1 >
=< >=5 [3-< 2>]—2[3-<'|'>]/1-
P
2 .
Donc <pT> = A
Par ailleurs, < ¢ > = 0. D'od le résultat : < ¢2> - < @52 = x

Par conséquent, dés que L devient comparable 4 la longueur de
focalisation, fa distribution de probabilité s'élargit au point que v
peut &tre considérée comme brouiliée.

Remargue : En toute rigueur, i1 n'est pas Tégitime de négliger les

32)

que,dans Ta Timite d'un bruit bianc et lorsque Te désordre augmente, la

corrélations entre v et ¢ . Sulem,dans une &tude détai]]ée( , @ montré

distribution de probabilité de la phase du coefficient de réflexion
présente un maximum marqué autour de 6 = g .

Ce phénoméne apparait pour la raison suivante : dans la [imite
des fortes résistances, au 2éme ordre en g :

T (0 - (p-y)) ‘g S (myh2kn) 1, 2
Sqroe [t - e !

La diffusion de ¢ - ¢ se ralentit Torsque .g-y+2kn = 2/m. Par suite, la
distribution de probabilité de w-y+2kn aura des maxima pour les valeurs
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multiples de Zw. Or, pariunitarité, le coefficient de ré&flexion pour
les ondes venant de droite est r' = - ¥VI-T e1(W—¢)~ Par un changement
d'origine, de fagon 3 Ta faire coTncider avec 1'extrémité droite de la

3 5 5 I i[w-p+2kn]
chaine désordonnée : r' = - /I-T e

exprime donc que Ta phase de r' est plus souvent proche des valeurs

. La remarqgue précédente

m+2mm. Dans la limite de désordre trés fort (< 52 > > o)

w + Yy =7+ 2Zm

@ - ¢ = 2m' - Zkn

I1 existe donc des corréiations trés fortes entre v et ¢ : ¢ et § ont
tendance d se répartir sur un réseau discret. Cependant faire la
substitution ¢ = ¢+ et ¢ + © +7 provoque : v+ + P+P+2w et w-P > @~
Une telle opération doit donc laisser invariante la distribution de
probabilité. . Notons que cette asymétrie de la distribution de proba-
bilité des phases disparait lorsgue <52> + 0. Par ailleurs, si 1'on
change la valeur de n {longueur de la chaine), le réseau se translate
dans son ensemble. Lorsqu'on moyenne &galement sur les valeurs de n
comprises entre n, - %E et "y + %E , on restaure 1'uniformité de la
distribution de probabilité de ¢ et ¢ et leur indépendance. Ce type de

(33)

moyenne est souvent utilisé , dans la mesure ol dans la pratique,

i1 peut 8tre difficile de déterminer la Tongueur d’un systéme avec une
précision de A = %?-. Seulement un tel moyennage perd une information
non triviale sur les phases ,essentielle notamment dans le cas ol la
iongueur d'onde est commensurable avec le pas du réseau. On observe
alors des corrections & la longueur de Tocalisation, Ta plus forte
étant 1'anomalie de Kappus et Wegner au centre de Tla bande(34). Ces
corrections ne sont pas accessibles lorsque 1'on fait 1'hypothése de

phases uniformément réparties.
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IV = CHAINE DE BOQUCLES

Considérons le systéme suivant :

X

m

re%Mn _n_(éajon
ordonnee Cp ordonnee
b=0 ¢$=0

Ym-4 .*w\

ré%ion désordonnec

L'intér&t d'un tel systéme est de rester & un seul canal de
propagation, tout en permettant d'introduire un champ magnétique.

A. Modes propres du systéme infini.

Posons 2w %? = v. Le choix de jauge est précisé sur la figure.

L*équation de Schrodinger s’écrit :

viy/4 iy/4 iy/d o -1 y/d -
Eop - @ fm-1 7 Uy ~ € X = € Uy =0
Ex, - e v/4 Y " e /4 Vil o C 0
B - e’ v/ “m - e v/ Pps1 =0
- 4 i 4
Ba-1 - © i Yn-1 7 ¢ v Py = O

o1 - o' /4 “m-1 " o' V14 by =0
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On obtient alors :

4 2 o5 X -2 0 X -
=} - = COS 5 ¥ ECOS 5 ¢ 0

(£ - E"m  E m-1

D'od la retation de dispersion :

22 41 + cos £ cos k]

E 3

Le spectre en fonction de vy a 1*allure suijvante :
EA

k4

On remarque que seule 1'énergie 2 est commune d toutes les valeurs du

champ magnétique. Elle correspond 4 k = % .

B. Transmission d'une zone non désordonnée traversée par un champ

magnétique.

11 s'agit de la géométrie de la figure, Ja région traversée

par le champ magnétique &tant de ltongueur n.

Désignons par k et k1 les vecteurs d'onde associés 4 ia propa-
gation & 1'énergie E dans la région sans champ et la région ol régne le

champ respectivemenﬁ.E2/4 - 1 =cos k = cos y/Z cos ky.
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L'expression du coefficient de transmission de 1'ensemble est

donnée par :

4c052-% sinzk sinzkl

fcos? X sink sin2k1+(1+ cos? % —ZCOS% cos(k+k1))(1+cos2 %-ZCOS %cos(k-kl})sinklr

(%]

La dépendance en v ast assez compliquée du fait que kl dépend de v . On
remarque le fait important que T = 0 lorsque v = m, quelle que soit Ta
Tongueur de la zone (n 2 1). Ceci a une conséquence intéressante. Si 1'on
introduit dans Ta chatne un désordre dilué (chaque site a une probabilité x
d'avoir une impureté, comme dans le modéle de Nguyen, Spivak et Shklovski
présenté au début de ce chapitre), Ja probabilité pour que dans chaque
boucle, 1'un au moins des deux sites inférieur et supérieur soient occupés
par une jmpureté est [2x~x2]n. Tant que x n'est pas égal & 1, cette pro-
babilité tend vers zéro & la limite n + «. Donc lorsque n >« la proba-
biTité tend vers 1 pour qu'il existe une boucle sans impureté aux sites
inférieur et supé&rieur. Une telie boucle a un coefficient de transmission
egal a O lorsque v = 7. Par conségquent, avec une probabilité supérieure
a1l - {2x~x2}n » le coefficient de transmission de 1a chatne compléte
est nul lorsque vy = © . Dans cette situation de désordre dilué, l1a dis-
tribution de probabiiité a donc ia période compléte v = 2w, méme si le
potentiel des impuretéds devient infini. On voit ainsi apparattre 1'in-
fluence de la concentration des impuretés. Si la périodicité gg peut
exister, cela sera nécessairement & x = 1 et poeur une forte amplitude

du potentiel des impuretés. Nous nous intéresserens aux deux cas limites
suivants

- faible désordre dilué (x « 1)

- fort désordre et concentration maximale (x = 1).

C. Faible désordre dilud.

L'hypothése de faibie désordre signifie gue < e > « 1.
Quant a T'hypothése de diTution {x » 1), nous 1'introdyisons parce que
ie modéle Etudié est Zquivalent & une simple chaTne, avec un désordre
sur les termes de couplage entre sites plus proches voisins. Lorsque la
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Fl

concentration des impuretés est grande (x voisin de 1), ces termes de
couplage présentent des corrélations qui compliguent beaucoup le pro-

bléme. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe suivant.

Dans ce paragraphe, nous caliculercns la longueur de localisa-
tion. De ce point de vue, i1 est l&gitime de considérer que le méme champ
magnétigue est également présent dans les régions ordonnées. Cela revient
d oublier tes deux résistances d'interface aux limites de 1a région
centrale, résistances qui n'introduisent qu'une correction & la partie

“imaginaire de fa longueur de localisation, tant gue 1'énergie E imposée
“reste 4 1'intérieur du spectre.

Fixons donc 1'énergie
E =411+ cos %—cosk]

Calculons la matrice de transmission associée & une boucle désordonnée.

Yo

Dans 1'hypoth&se d'un désordre dilué x <« 1, Tla probabilité pour gque

2

deux boucles successives aient des impuretés est en x°. Nous négligeons

de tels &vénements dans un calcul & 1'ordre x.

On a alers
i vz iy
21 1 2 Y el Y2 )
Ee E 89 % £ 7% et TEe ) e 0
- 2 ioy/2
1 1 e’ Y/ g _
(Bei- £ - 5" 50 Y1 T ET 19 Y2 = 0

La matrice m de transmission de la boucle est définie par

- _i -i .
Al A o =he KX g =ae’t e

1]

B' B @ A+B v, = Ale
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En 1’ absence de désordre m =

Développons m au 2éme ordre dans les potentiels d'impuretés €40 €15 M» 0.

Il vient :
1

M= 2 sink(T+ay

ll#BlZejk_(eik‘a )(1_a1e1k) Tl+8i29ik“{e_1k‘db)(l“uleik)

o
On a posé
2.2
a o _ 1 nte ,  nth
o (Ego * £ ¥ EZ )
ZCOS(%)
- 1 E +T'|+6+ﬂ"§'82)
o = (Bey + = =2
ZCOS(%)
2 2 /0
1 3 -iy/2
B = (R + Dppe TY/2 4 (D4 8)emT¥/5)
2COS(%} E 2

S M est Ta matrice de transmission giobale du systéme, i1 est intéres-

sant de poser J = pm (33),

J = R 2r’ = F A Beiw avec A2~82 =1
T T
X ,
2r! 1+R -y
T BEl | Be A
Posons m = miq m12
Mo1 Moo

Dans Te cas o0 Ta boucle sur 1aquélle 1'onde diffuse est placée 3 une

position n, la matrice de transmission associée devient :

~ik

)
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Cette diffusion provoque la modification suivante de A :

ilg +2kn) -i{p_+2kn)
_ 2 2 * n * n z
sy = LImpg17+lmy o [71A + Tmpymy e T myymy,e A

(33)

gquation de Fokker-Planck pour 1'évelution de Ta distribution de proba-

Suivant Te méme procéd@ que Meinikov on peut alors écrire une
bilité de A. La relation précédente permet de passer de An a An+2' Dans
le cas d'un désordre trés dilué x « 1, on commet une erraur de 1'ordre

de x2

si on remplace An+2 par An+1 dans 1a relation. On peut obtenir une
équation de Fokker-Planck pour la seule variable A en effectuant une
moyenne dans 1'@quation de Fokker-Planck compiéte, sur les termes de
phase en 2kn dont 1oscillation spatiale est trés rapide. Nous avons
déjd précisé gu'une telle procédure est justifiée dans la Timite de

faible désordre.

Nous obtenons alors Tes développements au 2éme ordre dans les
variables Ogs Qs g décrivant Ta diffusion :

[m11|2+im12| =1+ EETEME[Q +a1+ 4(Reg) +4(Re3)(a0+a1)cosk+(4coszk-2)aoall

1m11{21m12|2 = Eg%;g;[ u2+a§ +4(Re5)2+4Reg(q +@1)cosk+(4coszk-2)aou1}

I1 est nécessaire de prendre les moyennes de ces guantités sur Ta dis-
tribution des potentiels €90 €12 N> O- So;t x Ta probabilité qu'un
site soit occupé par une impuret&, et < g~ > Ta variance du potentiel
d'une impureté.

2
<|m1-[2+}m1212 > = 1+ ———ESEE——Efi { E2 ﬁg(cos % + cosk)zl =1+ 23
dsin"kcos™ % E
22 x<ext 2 4 v 2.
<[m11| 1m12| B — [E° + = {cos £ + cosk)™] = a

851n2kc052 % E2 2
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2
M o B, 3 2
Y 2X A + A 3A2 (A 1IW

W(L,A) est 1a distribution de probabilité de A, en fonction de 1a
Tongueur L. Posons x = L/% , avec R

2

fei]

W
X

|

_ 3 W
= §E'{(A - 1) Eﬁ']

(o]

Il s'agit de Ta méme équation que celle donnée par Me1n1kov(33). On en
déduit 1a longueur de Tocalisation

8 sink cos? (%J

X< g ,2 [E2 + E7—((:05 L+ cos k)2]

£ 2

IT est facile de vérifier d partir de la relation de dispersion que ¢
est strictement décroissante Torsque v varie de 0 & la pius grande
valedr pour laquelle 1'énergie E apparaTt au spectre. Dans Te cas od
E =2, E appartient au spectre pour toute valeur de v .

8 cost %

X <€l (4 + cos? %)
La distribution de probabilité& oscille donc avec la période 2-. L'effet
de la structure de bande est donc prépondérant. La diminution de 1la
Tongueur de Tocalisation Torsque T'on introduit le champ, équivaut & une
magnétorésistance positive, et résulte du rétrécissement du spectre en
présence d'un champ magnétique. Par suite de ce rétrécissement, la vitesse
de groupe diminue, et T'effet de la diffusion sur chaque impureté est
amplifié. IT1 est maintenant naturel de se demander si le fait d'introduire
un désordre fort (amplitude des fluctuations de potentiel trés grande
devant Ta largeur de la bande) ne va pas modifier cette périodicité.
Les remarques du paragraphe IV.B nous conduisent & prendre x = 1, sinon
presque slirement T =04 vy = 7.
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D. Désordre fort d x = 1.

Dans ce cas, 11 n'est plus possible d'écrire une équation de
Fokker-Planck pour la distribution de probabilité du coefficient de

transmission. Nous utiliserons ici une méthede de matrices de transfert.

Partons de 1'é@guation de Schridinger :

-1 y/2 1 y/2
(E-eq- E-1 B E-é i E—l ) E—é e ‘(§~' ¥ ;-e )wn-l
: My n -1 n-1 -1 n-1
Ty/z -1 y/2
- ( + 2 o .4 =0
My E-Gn n+l

Les notations sont les mémes aue précédemment.

te modéle se simplifie beaucoup lorsque € = 0 pour tout n et
que n, = W, en = + W avec probabilité 1/2 pour chaque signe. De plus
nous supposchs que W >» E, Dans cette limite, le coefficient diagonal de
1"hamiltonien sera pris égal d E dans la région désordonnée. L'&quation
de Schridinger se réécrit :

avecd i Y/g e_-i Y/Z

i
) . 0 1 -1 1 0 Yo
n
*
pn | 0 1 i 0 0 a1 ¢01

Posons J = [1 -1




- 132 -

Supposons que seutes les boucles 0, 1, ..., N-1 soient
désordannées
Va2 2 cosk . 0 l/aN 0 l/a_1 0 10 Y1
= J J J
* * 1
Py+1 0 1 0 ay 4 a 0 1 Yy

-1 Zcosk

Remarque : les matrices formées avac a_p et ay sont en fait légérement
différentes,car & la frontiére entre la région ardonnée et la région
désordonnée, les coefficients diagonaux de 1'hamiltonien effectif associé
aux ¢ passent de E --é d E - %-puis a E. Ces détails n'ont aucune
influence sur la longueur de localisation : nous Tes négiigerons par la

suite.

En multipliant

N
PNz par T
Yh+l m=

les matrices considérées deviennent réelles, et le coefficient de trans-
mission T est inchangé.

Lorsque le systéme est ordonné,

- I . 1
J 1/am 0 = 2 cosk " TCosk
0 2 ‘2 cosk 0
cette matrice s'éerit sous la forme
Q ik 0 Q—l ol Q- ik e-1k

0 e 2 cosk 2 cosk
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Par aiileurs on introduit la transformation unitaire suivante :

Yn+l ¢ ¢ An

2 J .l 1 Bn
1T vient :

_ ik i
Auer ) = My Myer o M O 1]
Sik

.BN‘i‘l 0 e B-2

ol M= Q'l J 1/ ]a| 0 Q
m m
0 2|

Soit .
Moo= L o2 - 4 cos?k la_| L4 cos la_| h
m ~ 2isinlk famL m iam[ m

1 2 g™ 12K 2
-w"'QCDSklami -W+4C05klam1j

Cette matrice vérifie les conditions habitueiles pour une matrice de

transmission 1i6es & la conservation du courant ( matrice unitaire pour

la forme xxx~yyx).

Pour le modéle envisagé (W + = ), lja] + 0, T%T est donc le

paramétre important.

|1| = EW avec probabilité 1/2
a ZECOS(%JI
1[ = EW avec probabilitée 1/2
|2 2]sin %[

Nous reprenons zlors Ta méthode de Kirkman et Pendry(35) qui nous

permet d'obtenir la longueur de localisation
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-1

% = < n T%T-> = In i EW

(2]siny])H?

La Tongueur de Tocalisation oscille avec une période h/2e en flux, et

augmente & bas champ, ce qui correspond & une magndtorésistance négative.
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¥V - ECHELLE

Pour 1'instant, nous avens simplement regard® des systémes ne
possédant qu'un seul canal de propagation. L'échelle est le systéme le
plus simple donnant Tieu & une propagation sur deux canaux.

. 8 %% ;ZZ hd

Y

=
=<

Va4 3 Yo

o<
A. Modes propres du systéme pur.

I1 sera intéressant de faira varier Te paramétre de couplage
entre les chaTnes que nous désignerons par t.

On recherche des modes de la forme Y, T ) e1kn
-L N ikn
b, = e
L'équation aux valeurs propres s'écrit :
-1 y/2 1 /2 ) _
{ Bo, - e P17 ® Yoo T Ty 7 O
i vy/2 -1 oy/2 ) _
Edy - @ Yoy - ® Upe1 ~ Ty =0
soit {[E-Zcos(k+—})]® -ty=0
-t ¢ +[E -~ 2 cos{k “'%)]¢ =0

La relation de dispersion est par conséqguent :

E =2 cosk cos % +/ t° + 4sin® % sinck

Le nombre de canaux de propagation dépend de 1'é&nergie incidente. Nous
avons le schéma suivant (t = 1).
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&

-3

Les régions hachurées représentent le domaine ol deux capaux de propaga-

tion existent.

Y Y
vy est défini par : cos (7§ ) =A% sin’ (jé)
A
et g par : cos ; ) = %

Les courbes Cis Cz, C3 ont pour Equation :

. _ oz 7Y .oy
Cp + E=v/ t% +4sin 5 / s1n(2)
= £
Cp 0 E =2 cos 5t t
. = Y .
C3 ¢ E =2 cos 5 t

A lz Timite ol t + 0, Ta région & un seul canal tend & diminuer pour

disparaitre & t = 0 {chafnes découplées).

Dans la suite nous nous intéresserons & la limite t = 0
(couplage faible) et au cas t = 1 qui représente un couplage isotrope.
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B. Expression du courant et normalisation des canaux.

La conservation du courant se traduit par 1'unitarité de Ta
matrice S et par des contraintes 2quivaientes sur la matrice de
transmission, IT est utile de choisir la normalisaticndes fonctions
d'onde représentant les différents canaux de maniére 4 ce que ces

contraintes s'expriment le plus simplement possible.

Supposons que Tes valeurs de E et de vy permettent 1'existence

de deux canaux, avec las vecteurs d'onde kl et k2'

Les ondes planes assocides sont :

¥n Uy Al Ha A2
avec par exemple Ay S [t2+(E -2 cos(k1 + l})ZJ -172
et gy = [t2+(E -2 cos(k1 - %&)2 ]-1/2
en général |A1| #1U1| , ce gui traduit !a brisure d'invariance par
renversement du temps dans un champ magnétique, [x| # |ul peut
Egalement se voir comme de 1'effet Hali.
Considérons un &tat propre d'énergie E :
k. -ikqn ik,n ~ik,n
' 1
¢ = Ale L Ayt Bye Mot Aze 2 Ap | F Bze 2
¥n M1 M M2

Le courant traversant la section (¢n, wn) (¢n+1’ ¢n+1) de 1'échelle

s'exprime par :

M2
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i y/2 -1 y/2

L Lo
Jo= 7 [¢; $pel © + wﬁwn+1 e - complexe conjugué]

[T vient, en utilisant plusieurs fois,les propriétés des &tats propres :

J = 2[|Al|2_{31|2][K551n(k1+ %)+u§ 31n(k1" %0]

+ 2f 1A2|2-182;2][A§ sin(k,+ L)+ ug sin(k,- %)]

A

Avec le choix de Al’ His Aps Ho fait précédemment, on fait apparaftre
les vitesses de groupe

_dE - dE
vy = Il k=i et Vo =l il k=k,
On a alors
2 2 2 2
J o= {1A1I "[Bli Iy o+ [lAgl '182| ] V2
. L s oL _
Si A ;= J];'Ai et B . /Vi Bi

2

2
| o

ST UL |- T LY XN LY

2

Par Ta suite, nous choisirons de normaiiser de cette fagon les diffé-

rents canaux.

C. Propagation dans un seul canal (t = 1). Développement.autour de v = 0.

Cette situation ne se rencontre jamais Torsque v = %3 ol 1'on
a toujours deux canaux. Par contre, au voisinage de v = 0, la région en
énergie 2 cos % -t < [E| <2 cos % + t ne présente qu'un seul canal
propagatif, le second &tant &vanescent (vecteur d'onde imagiraire). Dans
ce paragraphe, nous allons calculer & 1'ordre 2 en v 1a Tongueur de loca-
lisation de T'échelle, pour ces valeurs de 1'énergie,dans la limite de

faible désordre.

A~y =0, Ta relation de dispersion s'écrit E - 2 cos k = = 1.
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Prenons £ telle que 1 < |E| < 3. Pour simplifier nous
poserans £ > 0, le cas £ < O pouvant &ftre ramené sans difficulté au
cas précédent.

Pesons
B E-1
k1 = Arc cos (ME—)
1 E+1
et 7 Arg ch (_E_)

§ est Ta longueur d'atténuation associde au mode évanescent: k2 = + % .
En présence de vy petit, les vecteurs d'onde et les vecteurs propres
subissent une correction qui vaut, 4 1'ordre YE

2
- 2
4s1nk1

klﬁ- k1 + &kl ; Akl Isin k1 - %‘coskl]

1=
1]

¥ o2
1+ Ys1nk1 + 5 sin kl

_ i . _i 2 2 1
ky = = = > ky + aky 3 B, = — v° [sh?(1/8)- 5 ch{1/8)]

8 4Sh(gﬁ
AZ =1
S TR
U, = -1 - iy sh(g) + 5 she{1/3)

Considérons un modéle dé désordre dilué, ol avec probabilité x,
une impureté est présente en un site donné&. Le potentiel & de 1'impu-
reté est lui-méme une variable aléatoire telle que < & > = 0. Dans 1la
timite de faible dé&sordre, seule la variance < €2 > intervient.
Lorsqu'une onde arrive sur une impureté, elle réémet une onde propaga-
tive transmise et réfiéchie 4 laquelle se superpose une fonction
d'onde Tocalisée avec la longueur § . Si ¢ est bien plus petite que
la distanca moyenne entre impuretés (x& < 1), nous pouvons négliger
le recouvrement mutuel de ces fonctions d'onde localisées. Ceci

revient 3 ne calculer que le premier terme d'une série dont le




paramétre de perturbation est en exp(- j;).
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X8

Dans un développement

perturbatif du coefficient de transmission, ceci consiste & ne retanir

que la partie réellement propagative dans le propagateur.

rd
*

=

L
-

Yo Y

v
~ ~

£

i

2

a5
rd

Considérons la diffusion par une impureté située & 1'abscisse n

¢

Pour n <90 N
wn

n=0 3l =
L

= A A

L4

If-f

H

A‘xl'

UIJ

e

e

L
[

Yo ¥4

0.

i(kqy+Ak, In "1 -i(k,tak,)n 1k, +Ak,)n

1784 +B(uie 178K, v, le 2Rk,
M M

i{ky+aky)n . -1 {k,+ak, In . - {k,+Ak,)In

178k, +B"ul ek v ol e Ky
M A

On impese a la fonction d'onde d'&tre bornée a 1'infini.

On obtient alers la matrice de transmission par 1'impureté au

deuxiéme ordre en vy et au premier ordre dans les potentiels gz et p

i{etn)

A -
4s1nk1

A+

+

g. _iletn)

B* :
431nk1

1]

+

(l+cotgzk1+2cosk1 - 4sin2k1)B]

1

(1+cotg2kl + 2cosk1)B}

Cette relation peut se mettre sous la forme :

1+ g

AA

1]

AB

L -8

. 4B

f
VO, B

(A""B)-'I -}(g-n)B— ﬁ‘g{.—&—(g'i'n)[ (1+C0t92k

. 7
. 2
(A+B)-1'%(e—n)A+ §?%¥HFE(E+”){(1+COt9 kpt2cosky)A +

2
ptecosk;-4sin kl)A

AA = AT-A
= B'-B
et § réels).
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La brisure d'invariance par renversement du temps en présence du
champ magnétique se manifeste par Te fait que o # § . Cette brisure
de symétrie est assurée par le terme du premier ordre en champ ~{e-n).

Dans le cas d'une impuretd située a 1'abscisse n :

A -12k1n
AA 1+ia iBe

i

12k1n
AB -iBe 1-18 B

Si M est la matrice de transmission globale du systéme, comme nous
1'avons vu, 11 est intéressant de considérer

La modification de F due & 7'impureté située & 1'abscisse n est :
- (A 2.nl i
AF = (a®+B )Fn + [ 2aB cos(wn+2k1n)+2851n{2k1n+¢9} &,

On en tire une 8quation de Fokker-Planck pour 1'@volution de ta distri-
bution de probabilité de F : W(F,L) :

2
BW(F) = - & [<ol4p?s ml o+ 2 [< g5 (FE-1)N]
L aF BFZ
= SN (e )+A-4£i—— (e+n)(1 + cotg’ky + , sk, )
@ = 4sink, T ETh 32sinkq & oty % COSKy
w< g2 > 2 2 2
¢l > =228 70 1+ X (1 +cotgTk, + 2cosk, + 4sink,)]
. 2 4 1 1 1
8sin kl

2
e, ¥ (etn)

et ¥lem) 2 T
BoC Teinky *3Esink, (LT COtokg T Acosky fsin"ky)

2

[+ (1 +cotg’ky + 2cosky - dsinky)]

2 5 = X < 52>
4

.2
8sin k1
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Dans la Timite des grandes tai]leg, Lo, F+ w,

< F>=<¢al s L

< anF > - < ¢nF >2 =2 < Bz > L

J1RL2 imi
F = T dans la timite Loe |

On en déduit la Tongueur de Tocalisation.:
. 2

8 sin |<1
2

x <& > 11+ % (14 cotg™x) + 2cosky + dsink )]

%=

% diminue a bas champ. On obtient donc une magnétorésistance positive,
d'autant plus forte que 1'on se trouve en bord de bande (k + ). Ce
résultat est analogue & celui obtenu pour la chatne de boucles. Le
champ magnétique a pour effet principal de rétrécir Te spectre, et

donc d'augmenter la sensibilité du systéme & un désordre faible.

D. Propagation dans deux canaux. Matrice de transmission par une
impureté.

Notre attention dans cette étude s'est portée essentiellement
sur le probléme de la période de 1'oscillation de la distribution de
prechabilité de la transmission. Dans la suite, nous allons nous

restreindre aux cas

Les calculs pour une valeur quelconque du champ magnétique sont
beaucoup plus lourds, Cette restriction nous condyit & &tudier des
systémes qui gardent I'invariance par renversement du temps (en
changeant de jauge, on peut décrire v = ¢ par des couplages réels, de

signes alternés). Briser 1'invariance par renversement du temps



semblie par exemple nécessaire pour expliquer la tendancé d la déloca-
lisation dans un systdme quasi unidimensionnel(ruban de N chatnes
coupiées), en présence d'un faible champ magnétique. Cet effet a
notamment &té vu dans des simulations numériques de Mac Kinnon et

coi].(36).

"
I
Land
+
[RY]
]
o
1%
-~
—
-
1
=

mode symétrique

ro
1

=-l+2cos k, ¢ +¢=0 mode antisymétrique.

Avec les conventionsde normalisation précis@es plus haut, la matrice de

transmission par une impureté (e,n) & 1'abscisse 0 s'écrit :

ALAL £ — AL AL
i
B,,.B;, T é_—‘Bi"lBJ:.
A a b a b Al
M, . b ¢ b ¢ A2
084 =1 -a  -b -4 -b By
ABZ -b -C -b -C BZ
- - - «
avec a = etn b = Sl c o= &
4sinky 4 /sTnk s ink, 4sink,

Prenons une jauge dans laquelle 1'invariance par renversement
du temps est manifeste.

+1 +4 E  +4 + 4 +4
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2

La relaticn de dispersion s’écrit E2 = 1 + 4dcos©k.,

~

~Tr -7 T w ¥
< Z
Le choix k2 = kl - 7 est fait de maniére d garder le méme
signe de la vitesse de groupe entre k1 et kZ‘
[1 ' avec ) = (E + v Ez-l)'l
A

y

La matrice de transmission sur 1'impureté , garde la méme forme gue

ki correspond & un mode b
P
et k, correspond a [@]

¥

dans le cas précédent, avec

_ e Al ) b = {etn)A . _ ekz+g
d =T - 7, €7 2
2sinky (1-17) 25ink1(1-k“) ZSinkl(l—A )

c) [El--fﬁlg-u_l’_" 0

E=1t+ 2c05|<l ¢ = Y : mode symétrigue

™
1

= -t+ 2cosk

1]
o

o bty : mode antisymétrique

La matrice de transmission est dé&finie de la méme maniére qu'en a).

d) Jtl «l vy =7

Avec Te méme choix de jauge qu'en b), la relation de disper-

2 2, . 42

sion devient : E° = 4cos . La matrice de transmission est 1la
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méme gu'en b), avec A = %% . Nous garderons seulement le terme du
premier ordre en t, ce qui donne

= £ c kb o= et . - n
2sinky Zsink, 2E ° © 7 2sink

E. Equation de Fokker-Planck pour les coefficients de transmission d'un

systéme multicanaux.

{a connaissance de la matrice de transmission par une impureté
permet comme dans le cas d'une simple chaine, d'dcrire une éguation de
Fokker-Planck pour 1'évolution le long de 17&chelle des paramétres
dacrivant la transmission. Ce programme a €t& mis en oeuvre par
Dorokhov(37) dont nous allons reprendre ici Ta méthode. Considérons

un systéme d@ N canaux pour une valeur donnée de 1'énergie.

AL AL
—(———u P
B; B

A, B, A", B' sont des vecteurs a4 N composantes complexes donnant les
ampiitudes des ondes entrantes, sortantes, d droite et & gauche dans

les différents canaux. La matrice de transmissicn m est définie par
Al = m A
B B

‘m est une matrice complexe de taille 2N x 2N soit 8N2 paramétres réels,
La conservaticn du courant raméne le nombre de paramétres réels
indépendants a 4N2 {unitarité de la matrice S). Dans ce cas, il

existe des matrices unitaires detwille N x N : u,v,X,Y et une

matrica diagonale réé]]e I de taiile N x N telles que
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m = fu ch (%) X —ush(~£

A

[an]

v sh (%) X v ch (=) v

ra

Cette paramétrisation met en jeu 4N2 + N paramétras. On a donc N para-
metres suppiémentaires qui correspondent d Ta possibiTité de faire Tes

transformations suivantes sans changer m

X+ AX u - uat

¥ = AY v-»vf_\."l

A désigne une matrice diagonale et unitaire.

Lorsque 1'hamiitonien posséde 1'invariance par renversement
du temps, le nombre de paramétres indépendants est réduit i Z2N%. Dans
cecas v = ut et ¥ = ¥, 17 est possible de restreindre encore le
nombre de paramétres en s'intéressarmtd 1'éveolution de la matrice
M

+ . )
mm . Compte tenu de la forme donnée ci-dessus pour m

M= juchT u+ u shr vT

.|..
v shT u v chr v+

. x . 2 - - .
En général, M s'exprime avec 2N"+N paramétres réels, et en cas d'in-
- . 2
variance par renversement du temps, c¢e nombre devient N°+N.

La signification des coefficients Ty de Ta matrice diagonale T
s'obtient en considérant une onde venant de droite. L'onde transmise
a gauche est donnée par :

. ,
B = Y+ T v+ B' » Ce qui correspond & un courant
Ch(gﬁ
transmis
J=38% =Y L — ey
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Dans la base des vecteurs calonne de v, le courant transmis
est une forme quadratique diagonale, dont les coefficients diagonaux

sont les coefficients de transmission :

On en tire : chFi = %% - 1, qui généra1isé la relation A = % -1
i
introduite au paragraphe II. Le systéme posséde donc N coefficients

de transmission. Pour une onde venant de droite, on aurait

et

Dans les situations envisagées au paragraphe précédent, la

matrice de transmission due & une impureté isoiée est de la forme :
m=9 <1 o ) o0l & est une matrice 2 x 2, symétrique
et réelle,

Lorsque 1'abscisse de 1'impureté est n, on a, par transiation

min) = € + i e-1KnOt e1Kn e—lKn o e-1Kn

iKn iKn ikn -iK
-e o e -8 o e n

od K = 1 0
{ k2
I1 sera utile de poser 8 = g 1y SR vy = N
que m{n) = § + 1 8 v
+ X

v -8
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Lorsque 1'on ajoute une impureté, Ta matrice M est modifide

et devient M'

Moo= [ 1+ s iy M 1-ig iy
iy 1-ig* Siyt 141 g¥

En particulier :

u(u'ehr'u' u = ohr +ilQehT ~chrql +i[Rshr-shrr']

+ Qchry + RehrR™ + gshret + Rsh1Q (1)
On a posé ( = u+6u et R = u+yv.

En vue d'obtenir une &quation de Fokker-Planck, i1 est
nécessaire de calculer chF'1 et chF‘2 au second ordre dans les poten-
tiels d'impureté. Q et R sont des matrices dy premier ordre dans ces
potentiels,avec une différence importante : Torsque k est grand
(k/x < 52 >» 1}, Q oscille ientement avec n, alors que R oscille
trés rapidement. Dans la formule (1) ci-dessus, nous négligeons les
deux derniers termes qui sont du deuxiéme ordre, avec une oscillation
spatiale trés rapide.

L'équation (1) peut se voir comme décrivant Te passage d'un
hamiltonien non perturbé chl , diagonal, 4 un hamiltonien u'M'y SOUS
['effet d'une perturbation hermitienne. Nous pouvons exprimer la
perturbation sous 1a forme :

MU= chr ¢ [ A B (2)
B ¢
ol A B est Ta perturbation
BY ¢
. ¥ 2 2 2
A = T(Rll-Rll)ShF1+[(Q11+ER11! Jehry+([Qq,1 +|R12|%chr2} {3a)

Q21+ Ry; [F)ehry+ (05, + Ryl P)ehr, ] (3c)

o
H
—_.
—
el

* /
22"Ryp)shT,+ 4
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B = inz(chrz - chr1)+i(R123hF2 - R;lshrl)
X *
+{0q50y; + RyqRpplehry + (QppQp, * RppRaplchly (35)

La théorie des perturbations au deuxiéme ordre donne par ailleurs

3 2

+
chry - chr
1 2
(4)
8 2

3]

chFi chfl + A

chré = chF2 + € -

Paramétrisation des matrices u et v :

u et v sont unitaires. Posons

4 = [ cos 8 sing e ¥
—sinee1@ Cos8

Ceci est possible & condition de compenser le choix de ia phase des
coefficients diagonaux de u par 1'introduction de deux phases Dy et
D2 de sorte que
V _ X e‘iDl 0
- -iD
0 e

Dans 1a suite, i1 sera utile de connaitre 1'évolution de 9. © est

facilement accessible & partir de u chl u'. En effet

u chry® = cos?e chry + sin’e chr, sing cosd e-1w(chT2-ChF1)

2

sing cosod elw(chrz-chrl) c0528 chr, + sin“e chry

Evolution de ch?l, chl"2 et 8

- _la b
Comme au paragraphe précédent, nous prenons o = [y c

od a, b, c sont 3 variables aléatoires réelles, reliées au potenfie1

diffuseur.




[T est alors possible d'exprimer les matrices Q et R & partir
de o . On trouve :

a c0326 - 2bsindcosdcos(y-q.n) + ¢ sin%e

0 =

A, = a sinecosee'iw +b(c0528e'1q'n - sina ei(qn=2¢))_c sin6cosge ¥
Q22 = a sinze +2b sinfcosécos({yw-q.n)+ c cosze (q = kl'kz)

Ri1 = e-i{k1+k2)n e_iDl[ a coszee'iq'n-2b51necosee'i¢+csin2891(q'n-zw)}
R12 = e—i(k1+k2)ne-ing [a sinecoseeiiw'q‘n)+b c0s20- ¢ sinecoseei(q'n'¢)]
R21 = (e‘—i(kl*-kz)ne-}Dl [a sinecoseei(@'q‘n}+b cos2e- ¢ sinecoseei(q'n*w)l
RZZ = e-f(k1+k2)n e_TDZ[a sin28e1Q¢Lq'n) + 2b sinecoseeiw+ o coszeei q.nI

Ces relations, en utilisant les équations (3} permettent de calculer
1'opérateur de perturbation qui intervient dans (2). Le résultat du
calcul de perturbations au deuxi2me ordre donne alors

chr-1 = chr1 + 2{3C032851n(2k1n+01)-2b51nec05851n((k1+k2)n+D1&p)

2

+ ¢ sin esin(2k2n+91+2w))shr1

2.:.2 2

+2(a2cos4e+4b sin~8cos +c25in4e-4absinecos38cos(W-q.n)

2

-dbe sin38cosecos(w-q.n)+2ac cos'esin26c052{¢—q.n))chFl

251nzecos%%b2c03226+czsin28c0328+2ab51n@cos@cosZ@cos(W-Q.n)

2
sh Fl

+2(a

-2bc sin@cos@cosZGcos(p—q.n)-2acsin28c0528c052(w-q.n))
2

chrl*chr

{5a)
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B 2 . .
chPé = chF2 + 2{asin 651n(2k1n+02-2¢)+2bs1necoses1n((kl+k2)n+02-w)

Fe coszesin(2k2n+D2))shF2

4 2

+2(asin 6+4b%sin 8c0528+02cos4e+4absin36cosecos(¢-q.n)

+4bcsin6cos3ecos(@-q.n)+2ac 51ﬂ28c0528c052(¢-q.n))chrz

2. .2 2.:.2 2

+2(a251n28cosze+b cos“20+csin“8cos“8+2absinbeosbcos2bcosiv-q.n)

2
5 2 sh™T,
- ?bc sinBcosbeos28cas{p-g.n)-2ac sin“ecos®d cos2lv-q.n)) EFTTTEEET" (5b)
2 1

Cela nous permet d'écrire une partie de 1'@quation de Fokker-Planck
compléte. Nous faisons 1'hypothése que 1/q est une longueur petite
devant les longueurs caractéristiques d'évolution de Ta distribution
de probabilité (longueurs de focalisation). L'équation de Fokker-
Pianck s'obtient alors en prenant la moyenna sur ies termes de phase
d oscillation rapide.

On a, en posant F1=ch Fl et F2 = ch Lo

3—-N(L,F JFo,8) = (< a” >c0546+<c2> sin49+4< b2 sinzecosze) §mmi( -1} EUS i
3L 1272 aFl 3 1
2 2., .2 3 Fi‘l
- 2((< al» + <c%> )sinzecos g+ <b™> c03226)-——— { W)
3F, ‘F-F
1 172
+ (< a® ssintote cs costorde b >51n28cos%‘§§w[(F? l)gﬁ |
2 2 2 2.2 2.3 ZFE L
- 2{(< a%> +< c” >)sin“gcos B+< bT »cos28)ee(:" W)
8F2 F2 FI

+ ... autres termes
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F. Longueurs de Tocalisation de 1'é&chelle.

A ta Timite L + =, on s'attend 4 ce que Tes deux valeurs
propras F1 et F2 croissent de maniére exponentielle avec la Tongueur,

avec des longueurs caractéristiques différentes(37’38). [T en résulte
gue par exemple 1 « Fy «:FZ. On peut alors simplifier 1'équation de

Fokker-Planck et obtenir :

El} - (calscostarec®osintaortenos inlacas 2y (2 BN
aL(L,Fl,Fz,e) (<a®>cos a+<c>sin®a+4<h >3in“6Cos a)aFl(F1 aFl)
+ (<a2>s1n4e+<c2>c0549+4<b2>31nzecosze)g-—(Fzﬁﬂ—)
8F2 28?2
- 2((<a2>+<c2>)sinzecosze+<b2>c05228)gﬁr{Féw)
2
+ ... autres termes
On obtient alors
d<nfF,>
.2
T L <a2><cos4e>+< C2><sin48>+4<b2><s1n UC0528> (6a)
d<inF.,>
T 2 =<a2><s1n46>+<02><cosge>+ 4<b2><sin29cosza> {6b)
2

+ 2(<a2> +<C >)<Sinzecosze> + 2<b2><c05226>

A priori, la distribution de probabilitd de & est nen triviale et
dépend de L. Toutefois, Dorokhov a noté que la moyenne géométrique
(F1F2)1/2 suit une évolution simple

<AnF.>+<anf > 2 2
g_[: [__H_iz__g ] - <a > ‘Zi' <G > - <b2> (7)

Cette derni@re &quation est valable quelie que soit ia distribution da
probabilité de .



Pour utiliser (sa) et (6b), i1 faut donc obtenir Ta distribution
de probabilité de 6 ; W(e,L). En fait, 4 ia limite des grandes longueurs,
I'&volution de 6 devient indé&pendante de F; et F, car ‘i'1 + 0 et T2.+ v
s1 bien que Fy; + « et Fé + e , On peut alors &écrire une 2quation de (57)

Fokker-Planck pour W(e,L) et en recherchersa distribution stationnaire )
donnée par %% {a,L) = 0.

Pour cela, nous devons calculer Ta variation de 8 au deuxiéme
ordre dans les potentiels d'impuretés, Tcrsque 1'on ajoute une impu-
reté a4 la chafne.

Cn a tout d'abord :
00528'(chri—chré) = cosZB{chrl-chFZ)+2bsinzesin(W-qn)(chri—chrz)

+ Z(ac052851n(2k1n+D-)-csinzes1n(2k n+D. +2y ) ) shT
1 20 7l 1
+ z{asinfesin(2k,n+D,-2¢)-c coszesin(Zk n+D, ) )shr
1772 27 "2 2
+ 2(a2—b2)(coszechrl+sinzechf2)+2(b2~c2)(coszechrz+sinzechrl)
+ 2b(a-c)sinegcos{p-qn){chr,-chry)
Cette équation est obtenue & partir de 1'éEquation (1), muitipliée par u
d gauche et u" 3 droite et en prenant Ta différence des coefficients de

la diagonale, Remplacant dans 1'équation 1'expression (5a et 5b) de
chri-chré et en développant au deuxiéme cordre en a,b,c, i1 vient :
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cos 28' = cos28+ 2bsin29 sinfep-qn)

+(asinzﬁes%n(2k1n+01)+2bsin29c05295in{(kl+k2)n+Dl+W)
shl

A

1

-csinzzasin(2k2n+01+2¢ﬂ)

+ (asinZZGSin(2k1n+Dz~2(q+2bsin29c0529sin((kl+k2)n+92»¢)

shl

.2 . 2
-¢ sin 2631n(2k2n+02)) 7

chr
+{aZ(1-n%) (240)-4b°h(2-n%)-cB(1-07) (2-h)) o

chl"2

2A

2
sh Fl

3
201 .2 24 20 201 .2 sh™T
+{a“(1-h“)(1-2h) +4b R -2h=)-c“(1-0°) (1+2n)) 5
2A

+{a(1-h®)(2-h)+4b20(2-02)-c2(1-n?) (24h))

£(-a%(1-n?) (1+2n) +ab%n(1-202) e (1-hD(1-2h))

2

Dans cette expression, nous avons posé pour simplifier 1'écriture :

h = cos28 et A= chTi—chP2. De plus, nous avons négligé les termes
du second ordre dans les variables a,b,c d oscillation spatiale rapide,
et fait 1'hypothése que la quantité D1-DZ+2@ est uniformément répartie.
Dans la Timite L + o , Ta symétrie 11’3 se brise. Par exemple :

I « T

] & T

- L'expression précédente devient :
€0528' = cos28+2bsin26 sinfy-qgn)
' —(asin22651n(2k1n+02-2¢)+2b51nZGcosZSsin((k1+k2)n+D2-w)

-csinZZGSin(2k2n+D2))

(a2 (102 {140 )+4b%h (1+h2)-c2(1-h2) (1-n) ) /2

On en tire 1'équation de Fokker Planck pour la distribution de h = cos28
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3 u(n,0) = & 1 (ah(1-n%)#8h(1+h%) #y(1-n%)Jul

sl
1 9° 2,2 4
ah
On a posé
2 5
a = (< a“> + < cé »)/2
B =2 <n>
2 2

v o= {<a“> -< > )/2

Remarques : Les matrices o, B, ¥ précédemment introduites ne seront
plus utilises dans la suite. Cette derniére notation n'introduit donc
pas de confusion. D'autre part, les valeurs moyennes de az, b2, c2
font intervenir la distribution de probabilité du potentiel des

impuretés.

La distribution stationnaire de h s'cbtient en annulant le
membre de droite de 1'équation {8). L'équation différentielle obtenue
s'intégre avec les deux conditions :

Wih) = € pour -1 <h <1

1
J’ W(h)dh =1
-1

Deux cas sont & distinguer :

1) B » o : diffusion entre canaux_forte :

2y -0
Wih) = H expl - Arctg (v h )}
i @(1—h2)+8(1+h2) /82 2 B+O¢
R o
avec uo= v/shf A Arctg v %%%) (9)

/82~&2
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2) B < a: diffusion entre canaux faible

W(h) = A expl -~ Argtn(y EE )
al{1-h%)+3(1+h%) Tz a*B
a =8
{10)
et
o= vy/sh( 2 Argth v %i%)
-7
Vo -8

" La connaissance de cette distribution stationnaire permet de trouver
Tes valeurs dec anl > a8t QnF2 > .

En effet, d'aprés (6a) et (6b)

d< Q,nF1 > 1

—— = 3¢ (a(1+h?)4a(1-h%)+24h) >
d <gnfF, >
'—‘_d"'E""?"— = ‘é‘ <(o¢(3-h2)+3(1+h2}-2\(h} >

Les valeurs moyennes sont & prendre sur Ta distribution stationnaire
de h (Eq. (9) ou (10)}. Le calcul peut &tre mené complétement et :

1y 8 > o

%f < {gnFl) > = a+ B- y coth {___EIH_ Arctg v gi% } (11)
VB ~a

2) 8 < «

G LnFy) > = g ta -y coth { —2X Argthy ‘3:% } (12)
Vo -8

Le résultat pour Fr s'obtient en utilisant 1’'importante Eq. (7).
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G5. Discussion des résuitats.

1. Distribution stationnaire de h :
L'allure de cette distribution dépend bealcoup des valeurs des
paramétres o, B, <. vy est un facteur d'anisotrapie entre canaux.

Lorsque v = 0, on a

Wig) = I
a(l-h2)+g(1+h)2

si B > a, la distribution présente un maximum pour h = 0, soit

g = % + % n. 8 est T'angle de 1a rotation qu'ilfaut imposer aux deux
vecteurs de base choisis pour 1'onde incidente, afin de diagonaliser
la forme gquadratique donnant le courant transmis. Lorsque 8 > o , la
diffusion entre canaux joue beaucoup si bien que les vecteurs propres
de 1a forme asscciée au coyrant transmis tendent 4 Btre une superpo-
sition, avec un poids égal, des canaux incidents. Lorsque § < o, la
distribution présente un maximum pour h2 =1, soit & = g-n. Ceci
traduit une tendance pour les vecteurs propres d ressembler davantage
aux canaux incidents. Nous parlons seulement de tendance, car une
distribution uniforme en 8 devient singuliére lorsqu'elle est exprimée
avec h

p{o) = 1 donne P(h) -l

T —
m/'1l-h

Par ailieurs, lorsque v > 0, la probabilité est réduite pour h > 0
et augmentée pour h < 0. En variable € , ['effet est décrit par la
figure

h70

PlYy

h<o P/
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Par conséquent, le vecteur propre associé a 1a plus grande
valeur du coefficient de transmission recoit une plus grande contribu-
tion du canal n°® 2. Cela est conforme & 1'intuition car v > 0 implique
que < c2 > << a2 > , par conséquent 1'effet du dé&sordre est moins
fort dans le canal n° Z que dans le canal n°® 1. I1 est rassurant que la
contribution dominante vienne du canal e moins sensible au désordre !

2. Longueursde localisation
Par extension du cas strictement unidimensionnel, nous intro-
duisons deux longueurs de localisation 21 et &, définies par(37)

d< SlnFl > 1
dL 21

d< anZ > 1
dL EE

Avec 1e choix Fl «:Fz, by > 22.

Remarque : Tes indices 1 et 2 intervenant dans Fl’ F2 n‘ont pas la

méme signification que ceux que nous avons employés pour distinguer les
canaux. Une permutation de F1 et F2 est simplement absorbée par un
changement approprié de ¢ et .

Une conséquence intéressante des &quations {11) et (12) est que
d g etpg fixés, L1 augmente et 2, diminue lorsque Ié dissymétrie
augmente. Cela est relié & 1'&volution de Ta distribution de h décrite
précédemment : le canal dans Tequel le potentiel aléatoire joue le
moins domine, en ce qui concerne 7.

Nous considérons Te mod&le ol chaque site a une probabilité «x

d'&tre occupé par une impureté, le potentiel w de 1'impureté ayant une

valeur moyenne nulle et une variance < w2 >,



- 159 -

On a, d'aprés D, :

_ 2 _X < W o> 1
=0 <at> 7 TTFEV(3°E)
]
Ll = XS W > i
2

<C2>=X<W >
2 {1-E){3+F)
4
= h/2e <a2> X < w2 > (lzk ) 5 < c2 >
(1-32)€(5-E7)
2 2 2)
< h >=X < W >
(1-2%)2(5-£%)
avec A = {E + v’!—ZZ-l)_1
2
1,1 1 X < wo > 1 1 2
§ =0 -+ = [ . ]
28 Ay 4 ATFEYRET  /TTSET(3TET
et ;
1o xewhs | 3-e2-26 5 (8) 2 |
) ? Z 7
1 (L-E)(9-EY) 0Dy (9-62)
aveg
Fle) = cotnl —2 e (2((1-52)(9-52))1/2—(3-52) 172 |
1/7
(27-34E°+3e 7)1/ 2 ((1-69) (9-21) 1/ 24 (3-£2)
31 |E| < EC EC =¢L—}£L€%:£J££§ < 1
et
— 2 2 2,172
fr(e) = cothl ail Argth ((3'E )‘2((1‘5 J(3-E )
(-3et43a52-27)1/2 (3-£2)+2((1-£2) (9-£2)) /2

51 E. < [E] <1
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Lorsque [E[ partant de Q0 franchit Tla valeur EC, la distriby-
tion de probabilité de g change de nature, la dissymétrie entra les
canaux devenant trés grande lorsque |[E] =+ 1, c’est-d-dire lorsqu'un
canal devient &vanescent. Dans ce cas 2, ~ 0 et

-1 x<w2> 1
=

il 2 (1+EY(3-E)

2 _ . . <
On retrouve pour<c >»= Jla lonjueur de Tocalisation calculée en C., au

cas ol seul un canal est propagatif.
¢ = h/2e

Les valeurs de T'énergie appartenant au spectre sont définies
par : 1< |E] € V5. On a :

Ll Ly x<wl> anlo
2y 4 (5-£2) 122
2

1 X < wWoo> & 2

- = [T+ A7+ 43° -G ()]

1 (5-62) (1-29)? E
VaVEC 2 4
Gy = a1 222 areeq (53§ZEL5E+1/2 si1o< (Bl <

EX“+1+A
et 6,2
By = (it 216: 125 argen (%)1/2 siE'_ < |E] < /5
+h+
., ., 3

avec E' . =y 5

La différence entre le lcas ¢ = 0 at ¢ = h/2e ast encore pius nette
dans Ta limite de couplage faible t « 1 :

Nous négligerons ici 1'effet de la différence de vitesse de
groupe entre les deux canaux.Cet effet introduit des corrections en t
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aux longueurs de localisation.D'aprés D,nous avons

2
d):O <a2>=<b2>=<cz>=x.__<W2>
2{4-£7)
On en tire
1,1 1 X < W > 2
Sl—+ =) = + 0(t%)
28 b 42
2
1_.3 V3, X < W o>
A A 7
1 T o4-g
2 5 2
$ = h/2e < N AN g > bl s = S g > t2
{4-E7) {(4-£7) 2E
Leloly x> g
2% Ay Y
L=x<wz>(l_‘ 1 )
2 2 7 D
1 (4-£7) an{2E°/t")

La dépendance de 21 en t est non analytique a flux moitié.
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H. Conclusions pour |'échelle,

Nous avons montré que dans la limite de faibie dé&sordre, &
couplage faible (t « 1) comme & couplage fort {t = 1), la période de
V'oscillation de la distribution de probabilité des coefficients de
transmission T1 et T2 n'est pas %% , mais g . C'est 1a période d'oscil-
lation de Ta structure de bandes de 1'échelle, qui est déterminante
dans la limite de faible désordre. Pour terminer nous pouvons préciser
tes 1imites de ce travail.

Nos calculs portent sur des champs magnétiques ne brisant
pas 1'invariance par renversement du temps. Pour des valeurs quelcan-
ques du champ magnétique, deux problémes se posent : d'une part, le
calcul de la matrice de transmission d'une impureté est trés Tourd,
si 1'on cherche & exprimer de maniére explicite la dépendance en
champ. D'autre part, on perd la relation entre Tes matrices unitaires
u et v*, ce qui oblige & introduire deux param2tres supplémentaires
(8" et »' pour v). La distribution stationnaire requise porte alors
sur deux phases & et 6', dont i1 doit &tre nécessaire de suivre
les corrélations. La brisure d'invariance par renversement du temps
par un faible champ magnétique doit contribuer & des effets de type
magnétorésistance négative, ce qu'il serait important de vérifier.

. Notre traitement de faibie désordre n'est pas valable en
bord de bande, dtuation dans lagueile l-fﬁ< 82 >1/3

2 (39)
2 .

au lieu de < ¢ >

De méme, nous avons négligé la possibilité de phénoménes de

résonances de type Kappus-Wegner(34,39)

, lorsque kl’ kz ou kl-kz au
k1+k2 est commensurable avec . Ce genre de situation apparaft
systématiquement d flux moitié, ol 1'on a : k2 = kl - 7 . L'analyse ne
peut pas en &tre men€e avec la méthode fci suivie, qui repose largement
sur 1'&limination des termes & oscillation rapide. I1 faudrait pour
cela employer des matrices de transfert, qui auraient en plus 1'avan-
tage de s'adapter au cas d'un fort désordre. La méthode que nous

avens empruntée a par contre 1'avantage de révéler ['existence de

deux formes possibles pour la distribution de la phase ¢ , suivant

que la diffusion entre canaux est forte cu faible. Notons que notre
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modéle est différent de celui que considére Dorokhov dans son anaiyse
de l'échel]e(37). Son hypothése consiste d prendre une amplitude de
transmission par une impureté réelle (absence de déphasage), ce qui
nous a conduits & faire les calculs présentés ici dans le cas ol le
déphasage est non nul.
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VI - CONCLUSION

Le principal résultat de ce chapitre est de confirmer 1'idée
que la périodicité a %% apparait lorsque 1'échelle de longueur associée
au désordre est inférieure a& 1a taille des boucies présentes dans le
systéme. Si cette conditicn est satisfaire, la structure de bandes
sous-jacentes n'intervient plus, et seul subsiste le déphasage par le
champ magnétique. C'est ce qui se produit dans ja théorie de la loca-

lisation faible, o0 le champ magnétique est introduit dans ie propaga-

teur moyenné sur les positions des impuretés par ia substitution(S)
P K
Glr,r') » G{r,r') exp { i 5 £ . di
r

Une conséquence est la différence entre un champ magnétique uniforme et
une singularité comme dans le cas de 1'effet Aharonov-Bohm.Dans un
modé&le de liaisons fortes, avec un champ uniforme, la péricde %% ne
peut se voir qu'en désordre fort, comme ie montre notre étude de la
chaine de boucles. Cette condition de désordre fort est nécessaire et
peut ne pas 8tre suffisante comme le suggére le modéle de Nguyen,
Spivak et Shklovski discuté dans 1'introduction de ce chapitre. Par
contre, une singularité du type Aharonov-Bohm peut plus facilement
conduire & %%-, lorsque les phases associées aux diffﬁrents chemins
autour de 1'anneau sont aléatoires. L'observation de >a dans les
réseaux étudiéds au chapitre I est bien 1iée a 1'établissement d'un
mouvement diffusif des &lectrons le long des brins, qui assure cette
équirépartition des phases.

Un autre théme que nous avans rencontré dans ce chapitre
est 1'importance des dé&tails micrescopiques du modéle. A la limite de
faible désordre, seu1e'joue la combinaison concentration d'impuretés X
variance du potentiel. L'exemple de la chafne de boucles mentre gu'il
n'est pas équivalent d'augmenter la concentration, ou d'augmenter la
hauteur des marches de potentiel, Torsque 1'on quitte cette limite de
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faible désordre. Le champ magnétique a tendance & amplifier ce réle
des parametres microscopiques. Toutefois, i1 peut ne pas &tre néces-
saire de mettre un champ magnétique pour faire apparattre des phéno-
ménes Tiés d la nature méme du désordre.Un exemple est donné par Te
modéle de Nguyen, Spivak et Shklovski pour lequel Ta probabilité de
saut d'un point & 1'autre doit décroitre brusquement Torsque x croft
au-deld de X Récemment, EFetov(4D)
des corrections logarithmiques & la conductivité dans un certain

modéle bidimensionnel dépendent explicitement de paramdtres microsco-

a montré que les préfacteurs

pigques. Il en tire Ta conclusion qu'une théorie d'échelle 4 un
parameétre ne peut pas décrire le systéme. Sans avoir la prétention
d'entrer dans ce débat important, nous pensons que ces calculs confip-
ment 1'idée que des choses intéressantes peuvent se passer lorsque 1'on
modifie la distribution de probabilité du potentiel aléatoire.
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CHAPITRE IT1

CORRELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS DE TRANSMISSION D'UNE
CHAINE LINEAIRE DESORDONNEE A DEUX VALEURS DIFFERENTES DE
L'ENERGIE INCIDENTE
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I - INTRODUCTION

Jusqu'd présent, nous nous sommes intéressés d des phénoménes
dans lesquels ['énergie des particules incidentes est fixée. Cans ce
chapitre, nous allons étudier la facon dont les coefficients de transmis-
sion d'une chaine linéaire désordonnée unidimensionnelle pour deux
valeurs de 1'énergie incidente se décorrélent lorsgue la différence
d'énergie augmente. En fait, i1 est équivalent de travaiiler avec une
Tongueur de chatne fix@e pour @valuer ['écart en énergie typique AE
nécessaire & la décorréiation, et de fixer E pour déterminer 1'2chelle
de longueur L* au-dela de laquelle intervient cette d&corrétation. Nous
avons déjad rencontré cette notion d'énergie de corrélation dans notre
présentation du chapitre II, dans le contexte de la conductivité & tempé-
rature finie. En effet, une facon possible d'&tendre la formule de

(1) est :

df, -1
dE{- SX) v (E)

Jaet- $hrieye?

Landauer pour une temp@rature non nulle

2 |
6= %1 Jdg(-'-g—E)T
(£)

o0 f est la fonction de distribution de Fermi, T(E) et R(E) sont les
coefficients de transmission et de ré&flexion 4 1'énergie £, et v{E) est

1a vitesse de groupe de 1'onde. Pour un systéme bidimensionnel, Lee et
2

Stone(z) cnt proposé I'évaluation suivante : AE_ = hpL”

du systéme, AEC ainsi défini est inversement proportionnel au temps mis

ol L est la Tongueur

& traverser 1'échantiilon lors d’une diffusion classique. C'est également,

(3)

carrée de cBGté L par changement de conditions aux Timites périodiques en

d'aprés Thouiess , la variaticn de 1'énergie d'un niveau dans une boTte
conditions antipériodiques. Il nous a paru intéressant de regarder AE,
dans le cas unidimensionnel of 1'on a des possibilités d'effectuer des
calculs directement.

D'autras conségquences physigues ont &té envisag@es par Pendry

(4,5)

et Kirkman . La premiére 4 porte sur la largeur de bande d'un
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systéme désordonné unidimensionnel. En plus de 1'atténuation exponentielie
du coefficient de transmissicn avec la longueur, le désordre conduit 3 de
brusques variations du coefficient de transmission en fonction de 1°&ner-

1(6)

trés étroites lorsque 1'@nergie incidente est égale & celle d'un mode
g g

gie. Comme Azbe ‘a not&, la transmission présente des résonances
localisé dans la chaine. Cette structure fine de Ta transmission a pour
effet de réduire considérablement la largeur de bande d'un tel systéme,
La deuxiéme conséquence envisagée(G) est la génération de bruit lorsgue
1'on impose aux bornes de la cha®ne une tension alternative V telle que
eV » kT.

Nous mentionnerons &galement ie travail de Gorkov, Dorokhov

(7)

de 1'énergie. IT1s ont calculé Te corrélateur

at Prigara sur Tes corrélateurs des fonctions d'cnde pour deux valeurs

(2) = <U5 @(EF-gu)s(EF+m-gv)wu(x)wv(X)wu(x')wv(X') >, 2= [x=x'|

ol wu at y  sont des @tats propres. Cette fonction fait intervenir une

échelle de Tongueur caractéristique zo(aﬂ = 29 2n(£%) ok g est Ta longueur
de localisation et 1 le temps de collision élastique.la conductivité

dynamique a(w) est reliés & Fél)(z) par la formuie de Kube

82
olw) = =27 F

mfal\)
e
8
N
ro
-
—
n
(o'l
N

old S est la section du fi71.

Ceci entratne pour la conductivitd une formule en wzgnzm de

type Mott(ll)

glw) = 62 % (mr)zﬁnz(mr) .

Cette échelle de Tongueur zo(m) joue donc un r3le important.
Dans ce chapitre, nous cherchercns d savoir si cette longueur suffit i
décrire les corrélateurs de différentes quantités définies a partir des
coefficients de transmission. Nous utiliserons deux méthodes différantes
U'une reposant sur 1'établissement d'équations de Fokker Planck pour Ta
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toi conjointe des transmissions aux deux valeurs de 1'&nergie, et {'autre
constituant un algorithme de calcul direct des corrélateurs, développé

par Pendry et Kirkman.
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II - CORRELATEUR <T—1(E)TH1CE’) >

A. Approche de type Fokker-Planck.

Nous avons d&8jd utilisé ce genre de méthode au chapitre II,

a propos des phases intervenant dans la matrice de transmission. Consi-

dérons la géométrie suivante ihox
- — Ae
-~ Q.ka A
o] 4 L n ik
. ¢ ihX 3 —_— Be
" bHbe

Le systéme étant invariant par renversement du temps, la matrice de
transmission s'écrit

mo= |1/t% -r¥ et

-r/t 1/t

avec Al =m A

B B
Comme au chapitre II, nous introduisons Ta matrice M = mm.

" 1+R ) 2r®

T T
(1)
Ja LR
T T
La matrice de transmission par une impureté placée au site n s'écrit
1 o’ 1 e12!<n
1)
m{e,n) = + o {2}
o 1 21 sink _e—izkn .

ol ¢ désigne Te potentiel {allatoire) de 1'impuretéd.
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L'éyolution de la matrice M est décrite par la relation :
M{n+l) = m (e,n)M(nIm{e,n) (3)

I1 est alors avantageux de paramétriser M de ia facon suivante :

En utilisant (2) et (3), on peut déterminer 1'é&volution des variables F
_et v au second ordre dans le potentiel d'impureté ¢ :

2 2

F - (1 + £ )F - .E S-in 4] G - £ cos 8 G (5)

n+l 2einly. N sink NN ik non

P49 = = (l-cosg (F”))+ e sing (Fﬂ cose_ (1 +2)) (6)
1 - i Ty, en _no_ <

n+l""n 7 sink n'G, 25intk -G, " Gﬁ

Dans les &quations {5) et {6), k est le vecteur d'onde, relié a 1'éner-
gie E par la relation de dispersion E = 2 cosk. Par ailleurs,

en =P, - 2kn., Dans la limite de faible désordre, en moyennant sur les
termes & oscillation spatiale rapide, on tire de (5) 1'&quation de

Fokker-Planck :

3 -3 2 W
S wiFx) =% (F° - 1) 5F ]

o W(F,x) est la distribution de probabilité de F en fonction de la
fongueur réduite x = L/% , & é&tant Ta longueur de localisation.

- @sinzk
b=
X <g >

ol X est la concentration des impuretés et < g2 > la variance du
potentiel d'une impureté,

Pour les grandes valeurs de F, on peut en déduire une &quation
de Fokker-Planck pour la distribution W{z,x) avec z = anF :
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T 2
M%) = - §2'+'—a_‘ﬁ
3X 5z

=|

équation qui admet pour solution une gaussienne, de paramétres

< L>= ¥ at <Z2>~<Z>2=2x

Las de deux ondes k et k'

Considérons deux ondes ayant des énergies légérement diffa-
rentes £ et E'. Le principal phénoméne est le déphasage relatif entre
ces deux ondes accumulé au cours de leur diffusion multiple sur les
impuretés. Dans 1'&quation (6) cela se traduit par une différence entre
8, et eﬁ qui augmente avec n. Cet -effet domine & Tongue distance,
devant 1'effet dd & la variation de vitesse de groupe (sin k # sin k').
De maniére plus quantitative, le déphasage commence a jouer de manidre
cruciale pour des Tongueurs de 1'ordre de la Tongueur "optique" définie
par |Ak] Lot
traduit par une différence entre les longueurs de Tocalisation, diffé-

= 1. Par contre, la différence de vitesse de groupe se

rence qui se fait sentir ay bout d'une longueur ¢ définie par

-1 =1
g o= T -t T

s seit ¢ = 2/2 cotgk jak|

Nous nous placerons dans la limite de faible désordre oG & » 1, si
bien que ¢ »'gopt’ et nous négligerons ainsi la différence entre les
vitesses de groupe.

Introduisons maintenant Ta variable U, =¥ - w'n. De T'équa-

tion (6), on tire 1'évolution de u, avec 1'hypothése sin k = sin k'

F F!

_ £ Dy 1 N
Yn+1 ™% T T Sink (cosen(Gn) COSBH(G;))
c Fy (14 2 M 2
+ (sing (w— - cosg {1+ 55))-sina! (= -cosg' (1+ -<23))  (7)
Zsinzk n Gn n Gi n Gn n G;Z
n

Lorsque la longueur L de la chaTne augmente, g, et eé se brouillent
trés rapidement {dés la collision avec la premidre impureté, comme nous
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i'avons vu au chapitre II). Par contre en—eﬁ = u -2qn diffuse lentement
(nous posons g = k-k'). L'équation (7} conduit d une &quation de Fokker-
Planck pour la distribution conjointe de F,F' et u : W(F,F',u3x) aprés

avoir moyenné les fonctions oscillantes des variables rapides €,8',6+3'.

Nous obtenons alors (x = L/& et B = 2q2)

SWee e aeys D (Rl By L 3 pppi2ogy BW
SFLF L usx)= SRU(F-1030)+ 2((F15-1) )
2 2 ; 2 |
+ 82 [(FZ + F'z -2 i cos(u-px}) Wl
au F -1 Fre-1 /(FE_l)(F.Z_l)
+ 2 __EE_ L (Fz-l)(F'z-l) cos{u-px W ]
5F5F 0s\u-8
82 Fo-1
2 SERU [V > F' sin{u-gx)W |
Fre-1
2 pla -
-2 SFT50 [V 5 Fosin{u-gx)W] {8)
Fe-1
C1+R U2 . . . e
F = - =T 1, Les contributicns dominantes & 1a distribution de

probabilité de F proviennent des &vénements ol T est petit, d icngue
distance. Nous nous placons donc dans la Timite F » 1l et F' » 1.

L"équation précadente se simplifie pour donnar :

2
M .3 22 My, D e2 OW 3 ) )
™ aF(F aF)+ TET (F aF*) + 2 N [(1 - cos{u-g&x)IWN] +
g 82 g
* 2 ST LFF cos(u-gx)Wl -2 —eer [F sin{u-gx)WI
32 . .
- 2 TEy [F' sin{u-8x)W] (9)

L'équation (8) permet d'é&crire une équation d'évciution pour Te corré-
lateur < FF's . Cette équation couple < FF' > & < FF' cos{u-gx})> et
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< FF% sin{u-gx) >, mais 1'éyolution de ces trgis quantitds ast décrite
par un systéme linéaire fermé :

g—x< FF* > =4 < FF' > + 2 < FF' cos{u-8x) >
%; < FF' cos{u-gx) > =4 < FF' > + 2 < FF' cos{u-gx)> +g< FF' sin(u-gx)
%;,< FF' sin{u-gx) > = -8 <FF' cos {u-gx) > + 2 < FF! sin(u-gx) >

Le taux de croissance exponentielle de < FF'> est donné par Ta plus
grande valeur propre de la matrice :

4 2 ]
4 2 B
0 -8 2
Dans la base des vecteurs propres |1 , 1 s
1 -2
0 0

de 1a matrice précédente @ g = 0, la matrice s'écrit

& 0 B/3

0 0 -g/3
-8 28 2

™ ro

au second ordre en g, la plus grande valeur propre est égale & 6 = -
Done '

o 2 2
é_fg__i;.= cte,exp [ - %E x 1 =cte exp [ - LAE%-& L]
< F >

P L PO *x
On définit ainsi une Tongueur caractéristique L <FF's. Par:

K el 2= 370808 (11)

De maniére un peu surprenante, cette longueur est tras supérieure & Ta

>

{10.a)

(10.b)

(10.¢)
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longueur optique 1/ak lorsgue ak.% « 1. Ceci montre qu'il est nécessaire
de travailler avec les trois corrélateurs, contrairement 4 une intuition
qui voudrait par exemple négliger < FF' cos(u-Bx) > devant < FF' >
dans Te systéme (10).

. g .1 &
D'autre part, X3 Gootgk (a) ( |ak].2)
<FF' >

{nous avons introduit la Tongueur a entre deux sites voisins pour mettre

‘en évidence 1'homogénéité du rapport). A la Timite |ak] = 0, on ne
pourra plus négliger 1'effet de la variation de vitesse de groupe.

Nous pouvens essayer de généraliser le calcul pour des corré-

lateurs du type < e s,

On trouve alors le systéme suivant :

§§-< FIENS = mim+l)e FTEM san(ntl)< ATF'T 5+ 2mn< FE ™ cos{u-gx) >

%; < FmF‘ncos(u—ex)>=B<FmF‘nsin(u-sx)>+(m(m+1)+n(n+1)-2)<FmF'ncos(u—gx) >

+2(mn+1)<FmF'ncosz(u—sx}>+2(m+n)<FmF'nsinz(u-sx) >

%§< FmF'ﬂsin(u-Bx}>= —B<FmF'ncos(u-sx)>+(m(m+i)+n{n+1)-2)<FmF'nsin(u-gx) >

+ 2(mn-m-n+1)< F'F' "sin{u-ax)cos{u-gx) =

Le systdme précédent se ferme & condition gque (m-1){n-1) = 0. Sinon, on
engendre une chatne dénombrable d'équations d'évolution couplées. Prenons

par exemple m guelconque et n=1,
Neus avons & caiculer 1a plus grande valeur propre de la matrice :

m{m+1)+2 2m 0

2 (m+1) m{m+1) B

0 -5 © m{m+l)
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Au second ordre en B , elle est donnée par

A = (mbl)(me2) - g2 — D
(Zm+1){(m+1)
Soit
<Fmii> = cte . exp(- L;—————— )
<ﬁn > L
<#nF'>
ot R (12)
<F'F'>

B. Utilisation de matrices de transfert.

I1 nous a paru intéressant de v8rifier par une méthode diffé-
rente le résultat précédent pour LK%FF'> . Pendry et Kirkman(a’s) ont
montré comment calculer des corrélateurs de maniére systématique, pour
toute distribution de probabilité du désordre. Dans ce paragraphe, nous

allons suivre leur méthode pour Te calcul de

1 1
1% e

< 7 >
Pour cela, nous effectuons tout d'abord un changement de base sur les
canaux & droite de Tla chaTne désordonnée :

) em kx| pomik(xen)

Be1kx N Be1k(x-n)

désordonné. Avec ce choix, la matrice de transmission par une impuretd

si n désigne la longueur du segment

devient invariante (en loi de probabilité) par transtation.

k

- ooy 1K e gt - . _E
m-m = (I-1 8') e ig'e ol § STk
16( e‘.ik (l+.i(sz)e—'|k
1 n 1
on en tire - = (1,0) = m (O) oll m est la matrice de transmission

t j=1

associée au site Jj.
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On a en fait :

1 1 n RSV AP RS By
I;TE-[t*IZ = (1,0)%(0,1)8(1,0)8(0,1) jzlimjﬁmj@mj@mj] (0)9\1)@{0)@(1)

m ; est la matrice de transmission associée au site j, pour 1'énergie E'.
On a un produit de matrices al2atoires indépendantes, ce qui permet de

prendre la valeur moyenne :

mé%g *1T§> = (1,0)2(0,1)8(1,0)8(0,1)< memam' gm" >”(é)@(?)@(é)@(?)
On se raméne 4 la diagonalisation de < m@m&m'&m' >
Cette matrice est de taille 16 x 16. Posons e, = é et e, = ?

En 1'absence de désordre, cette matrice est diagonale et admet les
valeurs propres suivantes (avec leur dégénérescence entre parenthéses).

SRR (1) | G2y G2 () 5 SRR () L 12U gy gy

e—iZk(z) : e-iZk'(Z) : e-fZ(k+k')(l)-

Pour traiter de 1'effet simultané du désordre et de Ak, on se restreint
au sous-espace propre dégénéré, associé & la valeur propre 1, en
désordre nul et pour Ak = O (puisque 1'on recherche la valeur propre
dont la partie réelle est la plus grande). Ce sous-espace est constitué
des 6 vecteurs de base :

elﬁelﬁezﬂez : elﬁezﬁelﬁeg : ezﬁelﬁeiﬁez : elaezﬁezﬁel ;
ezﬁelﬁezﬁel : ezﬁeé@el@e1

Dans ce sous-espace, 1'opérateur < m@mfm’'8m’> s'écrit, dans la Timite

de faible désordre, ol 1'on ne garde gque Ta variance du potentiel aléa-

toire {(nous posons 6“2 = < g 2 > pour simplifier 1'écriture)
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(25 2120 g20020 g2.2q 2ieq e2_i2
5+2 (1425 %) §72 572 0
adm@n' gn' =6’ 2 52 (1+25°%) ¢ 572
52 g2 0 (128" 2y &2
572 0 5°2 52
0 S/EééZq 6r2 -i2q 6t2 -i2q 542 -i2q

Nous avons posé q = Ak = k-k'.

La matrice centrale se diagonalise bien, alle est €gale &

P A P"1 avec A 2

= 1448 0 0 0
0 1 0 0
0 0 14282 g
0 0 0 14257

et P = |1 1 0 1]
1 .1 1 0
1 -1 -1 0
1 1 0 -1

. J

Compte tenu de cela, la matrice < m@mfm'@m' >  est éguivalente §

[ (1425"2)e 120 0 15" 24120 0 0
0 (1+26'2)e-12q 45 2em129 0 0
52 g2 1+45" 2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1428 %
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Par un changement d'&chelle, on se raméne d4 la diagonalisation de

-

(1+28"%)e'2d 0 26" 2e129
A = 0 (1+2‘6"2)e—lzq Zﬁﬁze"12q
252 28" % 1+45" 2
lorsque q = 0. A admet les valeurs propres 1+26“2, 1, 1+6(‘5,'2 avec pour
© yecteurs propres associés, respectivement 1 1 172
-1 1 /2
0 -1 1

Un calcul de perturbations habituel donne alors pour la pius grande

valeur prapre

, Z
A=l +es 2. A&k
36’2
. 2 -1
Or, avec ces notations, &7~ = 2 7.
Cela donne
* 3
|_ =
< 5 1 5 > 2(Ak)2
It [t |

ce qui est le résultat trouvé par 1'équation de Fokker-Pianck.
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IIl ~ CORRELATEUR < znT"ICE).ﬁnT”1(E') >

Il est équivalent de calculer le corrélateur < nF.2nF' > oi
Fet F' ont &té définis au paragraphe précédent.

Nous partons de 1'équation de Fokker Planck (9), valable dans
le domaine des faibles valeurs des coefficients de transmission, pour

obtenir :

d <ANF.ANF > = <« gnF > +< ¢nF'> + 2< cos{u-gx >
dx

soit

gi'[< nFLanF'>  -< gnfe< anF'>] = 2 < cos{u-gx) > | (13)

[T est donc nécessaire d'étudier la distribution de probabilité de 1a
phase u. Toujours en utilisant {9), i1 vient, en intégrant sur toutes les

valeurs de F et F!

2

%; Wiu,x) = 2 é—g [{1 - cos{u-8x))u] (14)
o] au

Posons u-Bx = 26  (ce n'est pas la variable 8 utilisée au paragraphe
précédent). L'dquation (14) devient :
2
(8) + 2 (sin?s W(e)) (15)
a6

IOJ
=]

W(e,x)=%3

[nl

9
ax

A grande distance, on peut décrire Iz distribution de o par des solutions
stationnaires de {15), c'est-d-dire vérifiant -

2
+ 4 (sin%s We)) = 0 (16)
a8

di(8)
ds

8
2

Cette équation différentielle apparaft notamment dans un article de
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Rérezinskii et Gorkov (Ref. 8, Equation (39)) consacré au calcul de
corrélateurs d'expressions contenant les fonctions d'ondes exactes pour

différentes valeurs de 1'énergie.

La distribution stationnaire est donnée par :

g
W(9) =-§% 5 exp(%—cotge) J exp(—<% cotgs') de' (17)

sin 8 0

1 -2 < sinze >,

;Nous cherchons par ailleurs d &valuer < cos{u-gx) >
Aprés quelques transformations, en utilisant ia solution (17}, nous
obtenons

rojTo

fe's) e-Bu
< s5in"g > = du (18)

1+u2

Ce résultat donne < sinze > - % jorsque B + =, ce qui est satisfaisant,
dans la mesure o B = « donne une distribution stationnaire uniforme.
Cela correspond & Ak =« , oQ |'on attend effectivement une décorréla-
tion compléte des phases des deux coefficients de réflexion, et donc une

répartition uniforme pour 0.

Nous nous intéressons principalement a ia limite B8 + O

{faible différence d'énergie) et ia formuie (18) donne : < sﬁnze > = B-% .

On en tire : < cos{u-8x) > =1 - % g =1 -1 (Ak.L), et par conséquent, en

utilisant (14)
<N F . on F' > -< an F s<en F' > = 2(l-m(ak.2))x + cte  (19)
{x = L/g et x » 1)

On cbtient ainsi la valeur asymptotique du coefficient de corré&lation des

logarithmes

' t -
Tim SANELANF > o< AnFe< INF > Lo piak.g) (20)

L= (SLnF)2 > - < AnF > 2
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Deécrivons maintenant Te régime 4 courte distance :
W(e.x = 0) = 5{s)

Lorsque 8 reste petit, 1'Bquation (15) s'écrit

3 T _B oW .3 2
TN E S (W)
2 2
3 Y
7 g..._.. = -&
soit ax <8 > 5
%§-< 82> = - (B <pg >t < 62 >
Par conséquent :
- _B
< g > > X
2 gi 2x
et <87 > = %5 (™ - 2x - 1)

En développant Te cosinus & 1'crdre 82 dans |'&quaticn (13), on trouve :

2
%Yk ANF.InF > < anfec gnF's ] = 2(1 - %f‘(ezx - 2% - 1))

2
<an Fooogn F' > -< gn Fec gn F' > = 2(x - %T (ezx - 2x2 - 2x - 1))

Ce régime a un sens tant que 32 er reste petit devant 1. Il fait appa-
raltre la longueur caractéristigue x™ donnge par

On obtient donc une longueur associée & ce corrélateur :

X
< LnF.anF’ >

- V<
=2 an (g ) (22)

L

Cette longueur est semblable & celle qui intervient pour le corrélateur
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des fonctions d'onde. Ceci est naturel, dans la mesure o, par le biais
de 1'équation {13), 1’évolution du corrélateur des Togarithmes est direc-
tement 1ié 4 Ta diffusion relative des phases. Cette Tongueur rev@t donc
une signification physique intéressante : elle est caractéristique du
régime transitoire pour 1'&volution de Ta distribution de probabilité
de u = w-p',

Nous avons caractérisé le comportement d cocurte distance et
le comportement asymptotique. Le probléme de savoir raccorder ces deux
régions extrémes reste cuvert, notamment la question de 1'approche de.

la distribution stationnaire de & (oscillations ou convergence monotone) .
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IV ~ CORRELATEURS < t(EDt'®(E) > ET < 1t(E)|2 ltr¢ey|? s

L'approche du type Fokker-Planck nous paraTt mal adaptée pour
aborder ce calcul. Tout d'abord parce qu'il n'est plus iégitime de se
placer dans }'approximation de faible transmission, dans la mesure ol la
contribution des pics résonants est essentielle pour les moments pasitifs
du coefficient de transmission. Cela se voit bien sur 1a formuie(g)

ﬂS/Z Fz(n-l/z) g™ X/ 4

2n _
<l 372

ol X = L/%

Le fait que Ta forme fonctionnelle ne dépende pas de n, autrement gue par
un préfacteur est la signature de ces résonances. L'autre probléme,
conséquence dy précéddent est que 1'on ne peut plus Bcrire d‘équation
différentielle fermée pour 1'avolution d'un nombre fini de corrélateyrs.
Le calcul des moments positifs < ltfzn >, n21/2 est rendu difficile

d cause de ceia(g). Le calcul des corrélateurs < t(E)t’*(E) > at

< e E fer(E))?

Kirkman* *“/ en utilisant des matrices de transfert. Un pcint technique

> a fait T'objet de deux articles de Pendry et

au sujet de leur méthode sera discutéd dans un appendice 3 la fin de ce
chapitre. Pour 1'instant, il nous sera utile de reprendre leurs résultats:

Koo, _ 2 -x/4
< t(E)t (E ) > = —2—'37—25{0&) a
T X
ol Q= TTXl/Z Rn-l(ﬂ/ﬁk.ﬁ)
@ 22
et S{e) = ¢ u3n2e'n @
n=1
2 2 2 -x/4
et < Jt(EY]° |t(E") > = _%75 S(g) e
2%
avec 8 =71 xl/zzn'1(23/2/ﬂk.£l/2) et S est d&fini de 1a méme facon.
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Nous ne comprenons pas ce changement d'argument dans la
fonction S, et dans 1'appendice, nous expliquerons pourquoi nous pensons
que ies arguments doivent &tre identiques. 51 ce rectificatif est
correct, dans les deux cas, la longueur caracterxst1que ast de la forme
4, 2n2(A£ 2) donc différente de la longueur £ in(Ak g) trouvée pour la
diffusion relative des phases. Nous interprétons Je 2n% en liaison avec
1'expression de la conductivité dynamique rappeiée au début de cea
chapitre. En effet, Economou et Soukou]is(lo) ont montré 1'2galité entre

1a conductance statique d'un systéme unidimensicnnel calculée par la

« formuie de Kubo, et la conductance donnée par la formule de Landauer

{en négligeant les résistances d'interface) G = h Itlz. Leur approche
nermet de pensar que ta formule de Kubo pour la conductivité dynamigue
peut s'interpréter en termes de corrélateurs faisant intervenir les

différentes combinaisons possibies des coefficients de réflexicn et de
transmission, pris d deux valeurs différentes de 1'énergie. Ceci rend
ASR )aﬁn%E%EL
conductivité te ng(wt) intervient d cause du carré du module de 1'&lé-

ment de matrice de 1'opérateur dipolaire : Ijﬂdx wu(x)wv(x)xiz.

naturel le passage de n( Rappelons que dans la
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IV = CONCLUSION

Ce chapitre nous a montré que les corrélateurs de différentes
quantités liées au coefficient de transmission, prises d deux valeurs
voisines de 1'énergie incidentes, sont ré&gis par des iongueurs carac-
téristiques qui dépendent assez nettement de la quantitéd considérée.
En résumé

- pour les puissances négatives de t

- pour le togarithme ou la différence de phase des coefficients de
réflexiaon

* 1
E‘o q'lgn(Ak.Q)

- pour les puissances positives de t :

22

®
L+%9,£n m

Ceci montre une fois de plus le caractére trés pathoclogique des
distributions de probabilité dans les systémes unidimensionnels
distribution trés large pour les grandes vateurs de 1/T, avec des
possibilités de résonance oll T est voisin de 1'unité. Parmi ces trois
types de longuesurs ainsi rencontrées, nous voudrions insister sur le
statut un peu spécial de Li, qui exprime directement la décorrélation
entre les phases des ccefficients de réflexion. Cetfe longueur apparait
natureliement dans des arguments comme ceux donnés par Mott(ll) pour
le régime de conductivité par sauts entre &tats localis@s. Deux états
localisés séparés par une distance z ont entre eux un recouvrement de
1'ordre de e-z/g. La séparation en énergie de ces niveaux est de

-z/9

1'ordre de ce recouvrement : AE ~v e . Donc la distance typique entre
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états localisés différant en énergie de AE est donnée par

AR} Rn(ﬁéd. A des échelles de longueur inférieures, la résonance
éventueile des deux condes incidentes se fait donc sur le méme mode
focalisé et la corrélation reste importante. Pour des longueurs supé-
rieures, les deux ondes peuvent résonner sur deux &tats localisés

différents, ce qui provoque Ta diminution rapide des corrélations.

Pour terminer, notons 1'aspect non perturbatif de L§ en fonction
de &k qui est le petit paramétre. Dans 1'appendice, nous précisons que
ce caractére provient d'une équation différentielle trés singuliére,
D'un point de vue plus "physique", on peut s’attendre & un comportement
analytique en Ak dans la limite ol la propagation reste bien décrite
par 1'optique géométrique : Ak.L étant la différence de chemin optigue
entre les deux ondes. Cependant, la localisation résulte d'une inter-
férence constructive entre un grand nombre de chemins fermés, si bien
que lorsque L dépasse la longueur de localisation, 1'expression Ak.L
sous-estime nettement ies déphasages entre les ondes subissant des
diffusions multiples sur les impuretés pour deux valeurs différentes
de T'énergie.
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APPENDTICE

Sur Te caleul de <t{Et"(E') > et < |t(E)121t(E')[2

(4,5)

> par Pendry et

Kirkman

£') > (Réf. 4).

Nous avons abordé un premier aspect de Ta méthode lors de

P = . . 1 1 .
['évaluation du corrélateur < TTEY ?TETT~> . Kirkman et Pendry ont

(12,13) omment faire le calcul < l/tN(E)> pour N en%ier positif
i

montré
quelconque, en tirant partie du fait que T'on fait agir < 8 m > sur un’
sous-espace complétement symétrique de E QZ (m est la matrice de
transfert, aléatoire, associée & un site quelcangue). Cette symétrie
permet de travailler dans un espace de dimension N+l au tieu de N,
I1s ont ensuite prolongé analytiquement 1'expression obtenue pour des
valeurs négatives de N. Ce proltongement introduit alors des matrices
de taille infinie. Dans la limite de faible désordre, le calcul de

< t{E3t*(E') > se raméne & 1'évaluation de la plus grande valeur
propre de la matrice W définie par :

@a+l) . Ak

. "2 -1
Wpo = [1 - & “(1+22{2+1))] e

W = (z+1)2 6f2 e"(2£+1)hk

' g2 572 gil2nel)ak

et ¢ =0,1,2,.

2
6'2 = Lte 2 =y ! ol x est Ta concentration des

45in°k

impuretés et < €2 > la variance du potentiel d’une impureté.

En fait, pour un systéme désordonné de ilongueur N, on a :
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< t{E)th(E) > = (wN)OO

I1 faut donc utiliser une base de vecteurs propres de W. Or

Ptéquation aux valeurs propres

?:0 Hoar Ay = Ry

%

peut se transformer en une équation différentielle ordinaire si aon

utilise la fonction gé&nératrice :

Ax) =z A X
%=0
2 . .
x(x-1)° §~%»+(3x-1)(x-1) %% s(x-148"")A = 51 ZaT 0K p(xel 28K (1)
X

Catte équation est singuiiére en x = 1. Par conséquent, la perturbation
Ak a tendance & lever cette singularité et on comprend que le résultat

soit non analytique en Ak,

Dans la limite 6’2 ~ 0 (pas de désordre), 1'équation (1)

devient :

Alx) = eﬁ&k WA (x e12Ax)
Les états propres sont des mondmes Alx) = xn, avec py = e'1(2n+1)Ak.
Dans 1'autre limitd Ak = 0 et 6’2 2 0.

=2
posons s = &' {1 - )
L'&quation se réécrit :
2 d°A dA
x{1-x) -5 (1-x)(1-3x) H§-+ E-(1-x}] A =20 (2)

dx

17équation est auto-adjointe : %Y {x{l-x}21 = (1-x)(1-3x).

On en déduit que les solutions seront orthogongles sur 1'in-
tervalle [0,1]1. On peut ramener 1'Equation (2) & la forme hyperg&omé-

trique en posant
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Alx) = (1-x)%B(x) avec g = - % +iy A ER

On trouve alors A(x) =
et (3)

Le bord du spectre A = 0 engendre la loi de décroissance exponentielle

e-L/4£

en des moments positifs du coefficient de transmission.

Pour etudier 1'Equation (1), i1 est utile de faire les change-
ments de variable :

D)

y = ﬁn(%) st Aly) = ¥/? o(y)
On définit ¥ = gt )
l-xe12Ak

L'@quation (1) devient, au voisinage de la sinqularité x = 1 :

2

. v n
SE e el = i T2 g (4)
¥ § §
Posons ueiﬂk =1 - (%-+ A2)6'2
2 =
2%y = (- L2 gy D p (5)
dy §'

Lorsque Ak = 0, y = ¥ et le second membre de (5) est nul. Partant de
la solution ¢{y) = e1ky, et en substituant cette valeur de ¢ dans le
second membre de (5), nous avons comme premiére correction

oly) = &M 4 g B GTAY (¥ ¢

6]

-5 -y - Lol (6)

(on se place auy voisinage du bord du spectré‘x - 0},
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Cette formule suggére un changement de régime pour y = 2n(§i§).
N wly). L'équation (6) suggére que &
% petit, y dépendra peu de X et que Ta bonne variable d’échelle sera
z = ak_ v

6'2

Posons maintenant ¢(y) = e’

A Ta Timite 3 - 0, 1'Eguation (5) donne :

2° 32% * 2 %§)= E%? [(1+ 18" %2)plz + i28'%2%) - wl2)] (7

Faisons provisoirement 1'hypothése que 1'on peut développer :

2.2 du

P22y = ylz) vt

plz + 128

Nous obtenons

2280y 2 8 gp y(z) 202 SY (8)
Dans cette équation, z est la seule variable d'échelle, comme on
T'aurait souhaité.

L'équation (8) admet pour solution : y(z) = e1zdo(z), ol JO

est la fonction de Bessel solution de : f" + %—f' + f = 0. On en tire :

i . Ak AX

oly) = eV expl 1 56 1,55 o)) (9}
61 6!

L*onde se met donc a osciller trés violemment, lorsque y devient compa-

rable & anl(s'%/ak).

Pour z grand, Jo(z) =/ f% cos{z - w/4). Soit

Wz) = 1 [e‘i /4 eZiz + ei ﬂ/4} (10)
1/211'2

Ce comportement de la fonction d’onde est typique de celui que 1'on
trouve, dans la méthode W.K.B., lorsque le potentiel diminue brusquement.

{'accéldration des particules (oscillation rapide)est compensée par le
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172

terme en z~ pour assurer Ta conservation du courant.
La formule asymptotique (10) nous permet d'@tablir Ta Timite
de validité du développement au premier ordre dans le second membre

de (7). 11 s'agit de comparer w(z(1+126'22)) et ¢(z)+i26'2 22 %gf

2i(z4126' 22%) | 242 881252
a = g 2

2iz iz

et e + 21 e '222} - o212 ¢ 2 2)

(i28 I - 48"z
Le développement est donc valable jusqu'd ce que z8' soit de ['ordre
de 1, ce qui donne une nouvelle &chelle y = gn{g'} (11).
Ak
Etudions maintenant la 1imite y + =. D'aprés |'équation (4}, on
a dans cette limite :

1
2 =T Y
1
i . (—= - l-)w(y) =ctee © (12)
2 24
dy 8
dans Ta mesure ol ¥ tend vers sa valeur limite gn{ -—%§EE ) . Posons
Ko = (—15 --%)1/2. C'est Ta valeur de A carresponda%feau mode u = Q.
5 1

Ce mode attire toutes les solutions au voisinage de la singularité
x =1 (y = «)}. Cela résuite du fait que la perturbation Ak est
renforcés par la singularité.

L'équation (12) admet des solutions du type :

_ Ay =ik y
v = Ae 1/2y +Be 9 +ce ©

(13)
Ce régime démarre lorsque ¥ s'immobilise, soit e’ A ?%E . La
solution (13} peut &tre raccordée de maniédre approchée & la solution (9)
qui asymptotiquement donne :
. . . T2y .
oA 1 -y/? (e /4 e(12Ak.5 e’) P w/4] (14)

ply) = e
(2ﬂAk/5'2)1/2

Le point de cross-over entre Tes solutions (13) et (14) est alors
déterming par ['égalité des vecteurs d’onde Tocaux {dans 1'esprit de

1"approximation W.K.B.), soit :
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d Ak Ly - 1
= _a = k Z—

]
Ce point de raccordement est donné par : e’ = 5%? {15},
et 1'équation (11) montre que c'est précisément la région ol la soiu-

tion (14) cesse de bien décrire la fonction propre.

La connaissance de ce point de cross-over permet de déterminer:

|2 .
A = H / 3" e?'n/il
vem Ak
T'_ ~qr/h 4 |']- 1
E = /'E_ e 1ﬂ/e}6 an{s'/28k)
=20

En résumé, nous avons une forme approchée des fonctions preopres, au
yoisinage x = 0 du bord du spectre, a 1'approche de la singularité
x =1 (y +«). Cette forme fait intervenir deux échelles de "Ton-
gueur"

§'° 5
y. = !@n(r) ety = anlgp)

0

Lorsque ¥ > Y, la "particule" décrite par 1'équaticn de type Schrg-
dinger (5) voit une marche de potentiei négative et acc&iére brusque-
ment. yy décrit la fin de ce régime et le cross-over vers une région

ol e "potentiel" est constant, correspondant au vecteur d'onde A,

{'attraction vers le vecteur H = 0 correspondant 4 Ao doit
atre relide au fait qu'en présence de Ak, 1'Bquation (1) n'est plus
autoadjointe. Un branchement adiabatique de Ak sur les modes propres
(3)engendreune famille de fonctions propres qui n'est plus une famille
compléte dans 1'espace des €tats. En particulier, le branchement du

2 2 0 engendre

désordre 5‘2 sur les modes polynomiaux du cas Ak # 0, 8
des Etats qui demeurent finis en x =1 et deivent contribuer au déve-
loppement du vecteur Ano) = 840 ctest-i-dire de la fonction gé€né-

ratrice égale & la constante 1.
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Pour cette raison, le calcul exact de (wN)OOnous semble trés
difficile 4 partir de cette méth?de. La sommation sur des modes discrets
4)

introduite par Pendry at Kirkman par 1'intermédiaire de leur fonc-

tion

_nZa?
3n2e neg

nous semble fournir une précision un peu ilTusoire. Par contre la
dépendance foncticnnelle qu'ils obtiennent est correcte. On 1'obtient
simplement en disant gqu'il faut introduire une coupure dans le spectre

pour les &tats correspondant d Ayo < 1. En effet, ces &tats deviennent
compl@tement méconnaissables 3 la suite de Ta perturbation Ak.

Cet argument conduit &

® 1..2
2 ~(++2")x

t(E)t*(e) w0 1.2 om0
J X e-(4+A )di'
Q
Ceci donne, dans la timite x+ =«
L
< )t*(E )> ~ 2 (_...)I_:._)l/g expi- T) (16)
<t{EYtT(E)> yroooL + Ly
Ao 2, 1
avec L+ = £ in (m)

Cette forme fonctionnelle est identique & celle que trouvent Pendry
et Kirkman, mais nous ne sommes pas en mesure de fixer les préfacteurs
ou de décrire le régime des courtes longueurs.
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8. Corrélateur <|t(E}[%[t{e")]%> (Réf. 5).

Donnans maintenant un argument indiquant que Ta Tongueur
caractéristique de décorréiation de [t(E)I2 |t(£')i2
LX

L

est Bgalement

Dans la R&f. 5, Pendry et Kirkman &tablissent Ta formule :

oo R el

4ﬂmﬁhwwﬁ>=Jj (a0 Je 2= 5 - TLE)Z(- 5 ~1aLE') dady
070

ol la guantité intéressante s'exprime par :

< (- 1. in, E) Z (- L A, E'YY > = { < W
2

AA>L
2

Ve (18)

o0 L est la Tongueur du systéme et < WML est 1'opérateur défini

dans la limite de faible désordre par :

AN A a2 . o
W = Lo FOWO xp [ -12(k-k
< My > (533 i3 8 ) exp [-12( )i]
Y S S S N I 2
et Wiy (-5 - iz -0+ 5= )G - 1) -2
N SRR PV E I
Ji+i
I
N C IR G
s 2 2
Jd-1
et js.jl="°°3 ---:"ls O:l: L™
Pendry et Kirkman proposent 1’approximation suivante : puisgue
Won = Yonen? lorsque Ak = 0, Tes &tats propres de W sont soit symétri-
ques Aj = A ., soit antisymétriques Aj = - Aj‘ Lorsque Ak # 0, on va

diagonaliser 1'opérateur dans chacun de ces deux sous-espaces. Le
sous-espace des vecteurs symétriques est muni de sa base naturelle
indexée par 0,1,2,... = .

(17)
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Introduisons ta fonction génératrice :

Alx) = &
m=0

A x"1/2 x € Jo,if

I
L'@quation aux valeurs propres Ngﬁg Am' = yAm donne, en posant
vy =1 +6'2c : (pour 1'instant ak = 0)

x{1-x)2A" %) [ {1-3%) (1-x)+i (an ) (1-x2)] At{x)
fl-1 - 32 2 A%l.+ (1-12) (1-1A")x -2] Alx) = 0 (19)

Sous cette forme, 1'Equation n'est pas auto-adjointe. On paut 1Ia
ramener d une forme autoadjointe en posant :

Ax) = [{1-02x 1102 50,

X(1-x) 28" (x)+(1-3%) (1-x)B' (x)+ [~ (1=x)-7 + L(3-3"

Sia =2, on,retrouve 1'gquation (2) ci-dessus. Cependant le terme en
! 2 (1-}()

(-x")" =

Tarité x = 1 qui justement annule ce tarme.

va peu jouer car 1'essentiel est contrdlé par la sinqu-
peu J g

Branchons maintenant la perturbation Ak. Avec les m@mes notations,

['équation différentielle § Btudier devient :

2 2
#(1-0) 58" ({130 (1)) (x)+ (1782 (1) Hen L)Y g
_ 20k , TETY '
-y iak [(l-xe1 )2 gmi2ik T(A+r')/2 B(xe'28K) (21)

6|2 l-x

Ce qui change par rapport & 1'égquation (1) est le terme en

1-xe 28K o iaak it /2
= e

qui ne tend pas vers 1 lorsque x + 1, mais se met d osciller trés

vioTemment pour x =1 - Ak, Or ]'étud% précédente nous a montré que
[

=1 . bk

‘Echa & ' = (8 5 '
1'8chelle déterminante est Y, Qn(Ak Y, soit X, e
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Dans ia limite de faible désardre, xo < 1-Ak, si bien que
'analyse dé&ja faite s'appliquera aussi & 1'équation (21), tant que
y <y, (région de cross-over). [T suffira de remplacer y par

$akt -1 (er ) PN o
ye (on a intér&t & prendre A et A' négatifs pour ne pas
avoir des modes croissant exponentiellement). La longuewr caractéristique
de décorrélation est 1iée d la facon dont les &tats du bord du spectre
sont perturbés. Nous en concluons que cette longueur est 14 encore
2. 1

( ).

sgale a L} = ain” (g

Pour terminer, nous souiignons gue le corrélateur de moments
positifs du coefficient de transmission passe par 1'&tude d'une pertur-
bation non hermitienne d'une équation différentielle singuliére, Ce
probléme mathématique est difficile. La seule chose qui nous paraft
digne de confiance est la mise en &vidence de 1a longueur caractéris-
tique Li, ce en quoi nous sommes d'accord avec la R&f. & (et pas avec
la R&F. 5). La recherche de ces longueurs caractéristiques @tait notre
nropos, mais nous ne savons pas aller au-deld dans 1'analyse mathéma-
tique du probléme, qui par ailleurs présente un grand int€r8t pour son

(14)

caractére trés générigue
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CHAPITRE IV

TRANSMISSION D'UNE CNDE
DANS UN MILIEU NON LINEAIRE DESORDONNE UNIDIMENSIONNEL
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ON ANDERSON LOCALIZATION IN. NON LINEAR RANDOM MEDIA

B, DOUCOT and R. RAMMAL

Centre de Recherches sur les Tr@s Basses Températures, Centre National
de la Recherche Scientifique, BP 166 X, 38042 GRENCBLE Cédex, FRANCE

ABSTRACT

By employing an invariant-imbedding method a partial diffe-
rential equation is derived for the complex reflection amplitude R(L) of
a one-dimensional non-linear random medium of length L., The method of
characteristics reduces this equation to a dynamical system. Averaging
of the perturbation of orbits by weak disorder is used to investigate
the probability distribution of R(L). For a large élass of non lineari-
ties, a power law decay of 1-|R]2 is shown to take place at large L,

and the associated fluctuations are obtained.

PACS numbers : 03.40.Kf, 42.20.-y, 71.55.Jv,
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The concept of localization was first introduced and

(1

analyzed by Anderson in the context of the propagation of electronic
wave functions in a disordered metal. Actually, localization is a very
general phencmenon observed during wave propagation through disordered
media. At least for weak disorder, wave localization is due, to a large
extent, to the enhancement of backscattering by imperfections. This

leads in particular to some unusual properties of wave transport in
various situationms. For instance, due to the exponential localization

of electronic states, the typical residual resistance of long finite
chains grows exponentially with length L(z). Ta this case, the dimension~
less resistance is given by the ratic r/t of the reflection and transmis-
sion coefficients of the system.

Up to now localization has been studied mainly in linear
random media. A patural question then arises : what happens in a medium
where both randomness and non linearities are relevant ? In this letter
we analyse this problem, for a large class of non limearities, by
looking at the possible modifications due to the presence of non linear
terms in the wave field equations. Our exposition will be limited to
ID problems. The extemsion of our approach to other cases will be
discussed elsewhere(B).

We describe the systems which we have studied by the gene-

ralized non linear Schrddinger equation, for the complex amplitude of

the field Y(x,t) :
iag/ate = azw/ax2 = V(Y + pf (] 2) (1)

Here f([w|2) is an arbitrary function of the intensity,wfz with £(0) = 0,

t is time and V(x) is a real (or complex) random potential. Note that
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for f(th) = aIwJE, Eq. | reduces to the so-called cubic non linear
Schrodinger equation, which arises in different fields : Optics (Kerr
non linearities), vortices in Beoson systems, superconductivity, etc.
In this example, non trivial situations are described by o > 0.

We consider Eq. 1, for a one dimensional case, correspon-
ding to a plane-layerasd medium, which occcuples the region 0 < x < L.
Outside this region, V(x) = 0 and f = 0 identically. In what follows,
we will gonsider only the stationary regime, corresponding to solutions
of the form : Y(x,t) = exp(ikzt)W(X), where kz = E is the energy. This

leads to
2 ) 2. S
dPerax? + K211+ etx, 9] D)le = 0 (2)

where E(X,|w|2) = (- V(x) + f(|¢|2))/k2

Let now a plane wave @O(x) = A exp | ik(L-x)] be incident on
the layer from the right. The solution of Eq. 2 can be represented in the
form ¢w(x) =A u(x), where w = |A!2 refers to the intensity of the ineci-~
dent wave. To the right and left of the layer, the wave fleld has the

form :

u(x) exp [ ik(L-x)] + R(L,wexp [ik(z-1)} , x 2 L

(3

It

u(x) = T(L,w) exp [ -ikx] , XS0
Here R(L,w and T(L,w) are respectively the complex reflection and
transmission coefficients. The wave number k is assumed to be the same
inside and outside the layer. This restriction corresponds to an

approximation where the creation of other harmonics is neglected. From
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the continuity of u{x) and du/dx on the layer boundaries one gets four
boundary conditions for Eqs. 2,3. Due to the non linear terms in Eq. 2,
all the techniques used in linear problems seem to fail completely in
the present case. Furthermore, in contrast with linear problems, the
transmission problem is no longer uniquely defined : in a number of
cases, including the non random limit, ambiguities arise with possibla
bistability and hysteresis phenomena(4). Despite these intrinsic diffi-
culties, there is one method to obtain a closed equation for the
reflected field. Indeed making use of the invariant imbedding idea(5),
it is possible to reduce the calculation of R{L,w), to an initial-value
Cauchy problem, relative to the imbedding parameters : L and w, The
basic idea is to follow the modification of R{L,w which results from
infinitesimal changes of L and w, the left side of the layer being
unchanged. The fisld at the boundary, ! + R(L,s} is then described by a

closed non linear equation
R(L,w /3L = 21kR+[ik(1+R)2+ik(R—R*) WR/3w]. el L, w(l1+R) (1+R)] /2 (4)

Eq. 4 is a quasi-linear partial differential equation, subject to the
boundary condi;ion R(L=0,w) = 0, which allows for a complete solution
R(L,w). It is interesting to notice that Eq. 4 reduces to a Riccati
equation at w= 0, In this limit one recovers the linear case, pre-~
‘viously investigated with this equation following the same line of
approach(6). Eq. 4 is actually the starting point of our analysis and
we leave the details of the derivation to be published elsewhere(B).
For random potentials V(x), Eq. 4 can be viewed asz a

stochastic equation, describing the evolution of the "stochastic process"

R(L,w) under the action of the "multiplicative" moise V(L). However, in
P
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contrast to an ordinary differential equation no simple Liouville-like

(7

theorem can be used here as usually done for the probability density

of the process.Nevertheless , one can proceed otherwise, by using the

methed of characteristics(s’g)

. Indeed, for R = Rl + iRZ’ the quasi-
linaar system (Eq. 4) is equivalent to the following ordinary differen-

tial equations (V(x) is assumed real}.

dw/dl = kRyw.e [L,w(l + R)(1 + R} , (5.a)

]

dR,/dL = - 2kR, - kR, (] *+ R)).c [L,w(1+R) (1+’R™D] (5.5)

2

). el L,w+R) (148D /2. (5.0)

dRZ/dL 2kR, +k((l+R])2 - R
Eq. 5.4 gives the equation of the characteristics w(L) and Eqs. 5.b,c
are the so-called relations on the characteristics.The boundary condi-
tions (Cauchy data) are : R1 = R2 =0 at L = 0.

Straightforward algebra shows that Eqs. 5 imply a remarkable

equation for the characteristic curves :

wil) = w0}/ (I-r(L)), (6)

where T = R? + R;. Here w{(0) = wo refers to the initial value of w at
the origin L = 0. Note that w(L) are actually randem curves when a
random potential is present. As will become clear below, fq. 6 is the
key to understand the qualitative behavior of transmission. In fact,
due to randomness, r(L) approaches the value | and this results in a
renotmalization of w which becomes dominant at large L.

Remembering that for real V{x), !-r = t is nothing else

than the transmission coefficient, two different problems are to be
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distinguished. The first (problem A) corresponds to the transmission
with fixed output (WO), which arises if one needs a fixed power at the
end x = 0 of the layer.In that case, one follows the influence of
randemness on just one characteristic curve. The linear problems belong
to this category : the characteristic curve being w(L) = 0. The second
one {problem B) corresponds to a fixed imput w and one has to perform

the statistics of R(L,w) over all the characteristics passing through

the chosen point {L,w). On Fig. | are shown some characteristics obtained
for the case discussed below (n = ! ).

For the sake of simplicity, we shall illustrate our approach
in the case : f([w]z) = a]w{zn, n = positive integer and o = positive
constant., Furthermore, we assume a gaussian white-noise potential ;
< V(x) » =0 and < V(x)V(x') > = g§(x-x") (g > 0). Here < ,., >

denotes the average over the realizations of the random potential, In

the present case one gets

e [L,w(l + BY(L + B%)] =g lu(l + YU + RO + ) (7).
2 2
where n(L) = - V(L)/k” and o refers to ®/k*. In what follows, o and
n{l) will be scaled so that k = |, Note that more general cases, inclu~

ding the case of random o can alsoc be treated(B) following the same

approach deseribed below.

Problem A : Using the expression of w(Eq. 6), Egs. 5.b,c reduce to a

dynamical system, describing the evolution of RI and RZ as function of

"time" L. Polar coordinates, R, = rl/2 cos g, R2 = 1:'!/2 sing

o<r<i,0<p< 2mM .are actually very useful to desctibe the motion

in the phase space : 0 <r < |. In the absence of randomness, the



trajectories are given by closed orbits. For instance, at Wy T, the
orbit reduces to a circle of radius 1/2 centered at R, =~ 1/2, R, = 0.
In general, fixed points are located on the negative real axis and the
representative point (r,8) exhibits a periodic motion. Beth the period,
the angular velocity dB/dL and the shape of crbits depend on the value
of W (see fig. 1).

The influence of diserder, i.e. n(L) leads to a perturbation

of the orbital motion, and its net effect can be followed on the

Poincaré(g) sections, on the real axis for instance, r(0) and r{m). It
turns out that at large L, r{(B) approaches the attractive point r = 1,
8 = 7. In this limit, the orbital motion exhibits a slowing down near

HH

3] T and a rapid revolution elsewhere. The main contribution of n(L)
comes however from the regions where 8 # m . Indeed, n(L) enters the
equations of motion via the combinatiom (I + cosf)n(L) and this results

in a diffusive-like motion of the Poincaré section points. The appropriate
method to handle this perturbed orbital meotion is provided by the well

(9)

known averaging of the perturbation over each period. This approach

is facilitated by the existence, in the absence of n(L), of the following

(10)

invariant of motion :

n

oW 1/2
_ 2 o 1 +r +2r cosfyn+l
F(ry0) = 95y * ey | =% y ®

It is possible to write down a Fokker-Planck equation for F(r,8), giving
its probability distribution resulting from the "time" dependent random
perturbation n(L). Let us summarize the main results so obtained.

) In the limit of large LA the period of motion

T

Lp = j de.(de/dL)_’1 is given by
Q
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L= ) [ () /atars )" /2 (D) 9

where A(n) denotes a constant.
The averaged drift of F, during one period is, to second
order in n(L)

*1/2{

< AF > = y{n).g.{2F) 2(n+1YF/qw

with p(n) = Adn). (n+1)/ (n+4) . Eqs. 9,10 lead to the rate of wvariation

< AF > /Lp and then to

n
o
_ 0 n(m+d) I (n+1)/n
T sy U2 Ty e (o
o

The other moments of F(L) can also be calculated. It dppears that the
probability distribution of ¥ tends to be self-similar : < F2 >/ <F > 2
is a constant at large L. Coming back to the transmission coefficient

t =1 ~-r, it turns out that t is not self-averaging (as in the case of
linear media) but g¢nt is self averaging. The non uniform angular

velocity on the orbits induces a non monotonic behavior of t on each

characteristics w(L). Typical values are given by

£ . (L) = 2/ < F(L) »= 1~ (@*D)/n (at 9 = 1) and

min

tmaX(L) =4 [2(a+]) < F > /aws ]—1/(n+1) " L—l/n (at 8 = 0). This implies

that : 1) < 1/t > is dominated by tmin(L) and < I/t >n Ll+1/n and the
distribution of 1/t becomes self-similar at large L, 1i) < gnt > is
similarly dominated by tmin(L) and the relative fluctuation gees to
zero at L = e, 1ii) < t > is given by the geometrical mean of tmin(L)

and tmaX(L) and decays to zero as a power taw of L,
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The physical origin of the power law decay comes from the
equation (Eq. 6) of the characteristics, which implies that non linea~
rities dominate definitely at large L. In fact due to disorden r(L)
approaches its asymptotic value (= 1) and this enhances in a sensitive
way the role of non linear terms. This behavior becomes much more clear
in the limit of small W In such a case, an expomnential decay :
< t >~ exp(-L/4E) appears at short length scales, and this is the
result of the well known backscattering mechanism(l’z). However, at
large L, non linearities dominate and lead to a power law decay. The
crossover between these two regimes, occurs at L5 A 4gln(l/aw2), where

£ denotes the localization length. Such a crossover is visible on Fig. 1

and agrees with the numerical results of Ref. 11, Note that

" L—(n+l)/n (i)

£, (1)

to provide a lower bound for the
min

has been shown

transmission coefficient.

Problem B : In this case one is interested in transmission at fixed w
and L. This requires performing the statistics over all characteristies..
In the limit of large L, w(L) along each characteristics oscillate more
and more as a consequence of the oscillatory behavior of r(L) (Eq. 6).
The oscillation pericd depends on v and there are in general a large
number of characteristics which satisfy w{(L) = W for a given W. It is
important to realize that such a miltiplicity of solutioms is actually
a very important feature of wave propagation in non linear media, and
this occurs for each individual realization of the potential n(L).

For a given value of w, the possible values of r (L) are
lying between two limits, ri(L) Z r (L) >=r2(L). rl(L) (resp rZ(L)) are
given by the characteristics of origin s such that wi{l) = w 4t § =1

(resp. 8 = 0). As L increases, the origin v of the reslevant
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characteristics decreases and then a crossover towards an exponential
decay is expected for the transmission. The correspending crossover

n)l/(n+I)

lenghts are respectively : LI(WJ Vvo(dw . £ for rI(L) and

E]

Lz(w) nogw E for rz(L). The asymptotic behavior of the transmission

coefficient is therefore an exponential decay :
ny 1/n
1 - ri(L) = [ (n+1)/aw] exp [“(L—Li((-ﬂ)/ég] at L > Li(w) (12)

(1 =1,2), Eq. 12 shows that exponential localization is actually
recovered at large distances. This contrasts with preblem A where an
algebralc decay has been shown to take place. Physically, this behavior
originates in the initial damping of the wave intensity, on a length
scale given by Ly () {or Lz(w)) which are larger than £ at large w.
This damping allows the recovery of the linear-like behavior, correspon—
ding to the fixed point w = O,

In conclusion, we have shown how Anderson localization is
affected by non linearities using a dynamical system point of view. The
absence of a superposition principle leads tc a breackdown of the
backscattering mechanism, which is dominating in linear problems.
Neglecting the generation of harmonics is net a serious limitation ta
our results : a higher group velocity corresponds to a larger localiza-
tion length and then a weaker sensitivity to disorder. Transmission
through optical fibers are potential candidates for the experimental
realization of the systems investigated in this paper.

The authors are grateful to Prof. P.B. Littlewood and J.C.
Angles d'Auriac for a critical reading of the manuscript and to the

authors of Ref. Il for sending a preprint before publication.
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FIGURE CAPTIOQN

Figure | : A typical characteristics (w,L), obtained by numerical
integration of Eq. 5 (wD = 0.1) with a white-noise potential,
corresponding to a localization length £ = 45. The insert
shows some orbits of the dynamical system : (a) W o= I,

() w, = 10 in the absence of disorder and (c) a perturbed

orbit by randomness.
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INVARIANT IMBEDDING APPROACH TO LOCALIZATION

I - GENERALI, FRAMEWORK AND BASIC EQUATIONS

R. RAMMAL and B. DOUCOT
Centre de Recherches sur les Trés Basses Températures,

C.N.R.S., BP 166 X, 38042 Grenoble-Cédex, France

ABSTRACT

A vnified framework for solving the problems of waves
transmission across a random medium is ou£1ined. Using an invariant
imbedding approach, differential equations aré derived for the reflec-
tion and transmission coefficients. In general, the transmission pro-—
blem, viewed as a boundary-value problem, can be reduced to an initial-
value Cauchy equation, relative to the imbedding parameters. Known re-
sults are recovered and new equations pertaining to : Multichannel pro-
blem, time-dependent medium, etc ... are obtained. The extension of
this approach to other cases is outlined. A systematic method for the
investigation of the stochastic differential equatioms so obtained is
described. The case of one-dimensional linear media is used as an illus-

trative example.

PACS Numbers : 03.40.Kf, 42.20.-y, 71.55.Jv.
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ABSTRACT

By employing an invariant-imbedding method a
partial differential equation is derived for the complex
reflection amplitude R(L) of a one—dimensiénal non—~linear
randon medium of length L. The method of characteristics
reduces this equation to a dynamical system. Averaging of
the perturbation of orbits by weak disorder, is used to
investigate the probability distribution of R(L). Two diffe-
rent situations are considered : fixed output w {Problem A)
and fixed imput (Problem B). For a large class of non linea—
rities the generic behavior for Problem A is as follows :
1) For weak mon linearities, a crossover between an exponen-
tial decay of tramsmission < t >%exp(-L/4f ) at short L and
a power law decay at large L is shown to take place at a
length scale L* = Egn(llwo), ii) Strong non linearities
dominate the full behavior and give rise to a power law decay.
The physical origin of this behavior is traced back to the

enhancement of non linearities by disorder. For Problem B, the
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asymptotic behavior is shown to be always an exponential decay.
The fluctuations associated to both regimes are obtained.
Random non linearities are also investigated and shown to lead
to a self-repelling phenomenon at finite distances.The rele-
vance of our results to experimental situatioms is briefly

discussed.



- Lo~

1. INTRODUCTION

Up to now Anderson localization phencmena have been

(1)

studied mainly in linear random media‘ . A natural question
then arises : what happens in a medium where both randomness
and non linearities are relevant 7 In the first paper (here-
after I) of this series(z), the simplet form of this problem :
wave transmission across 2 non linear medium,has been
addressed where the basic equations have been derived using

3)

an invariant-imbedding wethod In this paper, we analyze
this problem, for a large class of non linearities, by loo-
king at the possible modifications due to the presence of
non linear terms in the wave field equations. Our approach
will be limited here to 1D problems and we leave the extension
of the results to other cases for a future work.

We describe the system which we have studied by

the generalized non linear Schrddinger equatiom, for the

complex amplitude of the field Y(x,t)

oy 82¢

i — = E‘“V(X)L{J + a\pf(N)‘z

} (1.1
Here £(|¢|2) is an arbitrary function of the intensity {w[z
with £(0) = 0. In Eq. (l.1), t is time and V(x) is a real {or
complex) regular (or random) potential. Examples of physical
phenomena described by Eg. l.l. have been discussed in I. We

consider Eq. 1.1, for a one dimensional case, corresponding
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to a plane-layered medium, which occupies the region O < x < L.
Outside this region, V(x) = 0 and £ = 0 indentically. As in I,

we consider only the stationary regime, corresponding to solu-

., 2
tions of Eq. l.l. of the form : y(x,t) = elk t @ (x), where
k2 = F is the wave energy. This leads to the following equa-
tion for w(x) :
2 2
ojdx” + K21+ elx, oDl v =0 (1.2.)

Here, the function ¢ is given by

cixy 01D = (= VG +af(fe ]2 /e

Let now a4 plane wave ¢o(x) == Aelk(L“X) be incident

on the layer from the right. Then the solution of Eq. 1.2 can
be represented in the form w(x) = Au(x), where u{x) satisfiles
a gimilar equatiom, imvolving the intensity w = lAiz of the

incident wave and [u(x)|2. To the right and left of the layer,

rthe wave field hag the form :

u(x) = exp [ik(L-x)} + R{L,w) exp [ik(x-L}], = 2L
(1.3
uf(x) = T(L,w) exp(ilx) , X S0

Here R(L,N) and T(L,w) are respectively the complex reflection

and transmission coefficients. The wave number k is assumed to
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be the same inside and outside the layer. This restriction
corresponds to an approximation where the creation of other
harmonies is neglected.

The main object of this paper is to answer the
following question : how nou linearities can modify the

(1)

usual exponential decay of transmission < £ >~ exp(~L/4£)
due to the enhanced backscattering mechanism induced by
disorder ? To our knowledge, such a question has never been
studied before, excepted the recent work reported in Refs. 4,5.
Due to the non linear terms in Eq. 1.2 ail the techniques used
in linear problems (i.e. at f = 0) seem to fail completely in
the present case. Furthermore, in contrast with linear problems
where the superposition principle holds, the transmission pro-
blem is no longer uniquely defined : in a large number of
cases, including the non random limit, ambiguities arise with
possible bistability and hysteresis phenomena(é). Despite these
intrinsic difficulties, there is one method to obtain a closed
solution for reflected field (i.e. reflection coefficient) .For
real potentials V(x), |R|% + |T|2 = | holds and then the infor-
matien on t = IT|2 can be deduced from |R|2 =r = l-t., Making
use of the inmvariant imbedding idea, we have shown in I the
possibility of reducing the calculation of R(L,w) to an
initial-value Cauchy equation, relative to the imbedding
parameters, namely the position L of the right-hand layer
boundary and the intensity w of the incident wave. The field

at the beundary, | + R(L,w) is described by a closed non
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linear partial differential equation (Eq. 2.1, below). This is
the basic equation of our approach and the paper is organized
as follows. In section 2, the main steps of our approach are
described : the method of characteristics and the Hamiltonian
formulation. We show in particular that two problems are teo be
distinguished ¢ transmission at fixed output (problem A) and
transmission at fixed imput {(problem B). Using a dynamical
systems point of view, these two problems are investigated in
the weak disorder limit. In both cases, the method of the ave-

(7)

raging of the perturbation of orbits ig used to obtain the
behavior of transmission as functionm of L and w. Problem A is
worked in Section 3 and problem B in section 4. In sectiom 3,
the case of non linear randomness is investigated. In the

final section 6, some remarks will be given about the genera-

lity of our results and the remaining open problems.
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2. FORMALISM AND BASIC PROPERTIES

(2)

In the previous paper s the following equation

i

LT ) PRI 7; [ (1+r) %+ @-RT) w %%].E(L,W(I+R)(I+Rx)) (2.1

oL

has been derived for the complex reflection coefficient R{L,w).
Eq. 2.1. is a quasi linear partial differential equation, subject
to'the boundary condition R(L = 0,w) = 0, which allows for a
complete solution R(L,w). It is interesting to notice that
Eq. 2.1. reduces to a Riccati equation at w = Q. In this limit
one recovers the linear case, previously investigated(g) follo-
wing the same line of approach.

For a random potential V(x), Eq. 4 can be viewed
as a stochastic equation, describing the evolution of the
"stochastic process™ R(L,w) under the action of the "multipli-
cative noise" V(L). Recall that in Eq. 2.1, ¢ refers to the
function

2

%) = [-v()+ of (! wlz) 1/% (2.2)

E(X, lllb

where f(|w|2) describes the non iinearities in the wave field .

Examples of f(u) which are of physical interest are ;

1) £(w) = u” (n = integer) ‘
ii)  f(u) = fn u

iii) £(u) = abe ' , b > 0

iv)  f(u) = a/(l+u), a < O
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In the next sections, we limit our attention to the exemple i)
and this for the sake of clarity. The remaining examples can
be worked following the same lines of approach.

In contrast to an ordinary differential equation
no simple Liouviile-like theorem can be used here as usually
done(g) for the probability density of the process. Neverthe-
less, one can proceed otherwise, by using the method of charac-

(10)

teristics In this section, we describe this approach in

some details.

2.1. Liouville theorem and partial differential equations

Let us show first that no simple Liouville-like
theorem can be written for the calculatiom of the probability
densiﬁy of a dynamical variable described by a partial diffe-
rential equation (PDE). For the sake of simplicity, we
congider the case of one dynamical variable y(x,y) and assume

that §(x,y) is the solution of the following quasi-linear PDE
ad 3
5% + alx,y 5 ¥ 5% = f£(x,y 3 W (2.3)

In Eq. 2.3, x and y can be viewed as generalized "times", a

and f are arbitrary functions and the initial values of ¢ are

known (Cauchy data). Let us denote by Q(y; x,y) the (probability)

measure associated to the evolution of {(x,y). For each instant

(x,y) and point iy of the phase space, one can define two currents

.
.
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jX and jy in x and y directions. Eq. (2.3) implies then

I, ®yysdd+ a(x,yi‘b)jy(x,yw) = Qg7 E(x,y3y)  (2.4)

On the hand, one has

9Q _ _ "x .39 _ _ 7y

3% ) 'y EN) (2.5)
and

R T ML L

Wy S 33 (aJy) a(BUJ)JY (2.6)

3Q _ _ 3
3x By 3y

da .

3 1y (2.7

(Qf) +
The last equation reduces, in the case where y is absent for

instance, to the well known Liouville equationcg). However in
the general case, where more than one "time axis" is present,
there are additional drift terms, coming from the flow in the
other directions. In fact the current cannot be related ip a

simple way to the density. Therefore in contrast to dynamical
systems described by ordinary differential equatiomns, Eq. 2.7
cannot be closed and then no Liouville-like theorem can be

used here,
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2.2, Method of characteristies

Eq. 2.1 is actually a quasi-linear PDE for the
complex amplitude of reflection R(L,w). Taking the real and
imaginary parts (V(x) is real) and R = R  + iRz, one obtains
a system of two PDEs :

BRE IR

2.2 { _ _ 2.2
5 * kst [L,w((1+Rl) +R2)] W = 2kR, kR2(1+R1)E[L,w((I+R1) +R2)] (2.8a)

BRZ SRZ

22 _ k 2. é 2 2
Tt KR,E [L,w((I+R ) +R2)] A e 2KkR, + «2-((1+R[) R .s{L,w((HRI) +R2)]
{2.8b)
This differential system is subject to the boundary conditioms :
RI(L=O,W) = RZ(L=O,W) = 0. The set of Eq. 2.8 can be shown(lo)

to be equivalent to a set of three ordinary differential equa-

tiomns

dw _ i 2 2

o= w . kRye [Lw(@R)" + R (2.9a)
dRI : 2 Z

= = 2kR, - KR, (1 + Ry).e [L,w@+R))“ + R))] (2.9b)
dRZ 2

2KkR

5 i + %((I + Rl)2 - Rg)-e LL,W((1+R1)2 + Rz)] (2.9¢)
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The first Eq. 2.%9a gives the equation of the characteristics
w(L) and Eqs. 2.9b,c are the so~called relations on the cha-
racteristics. The boundary conditions are (Cauchy data)
RI(L=O,W) = R2(L=O,w) = 0. The above eguations allow for a
complete solution R(w,L) for a given form of the funmction £
In the following, we focus our study in the cases descfibed
by Eq. 2.2. In such cases, ¢ and n@y = —V(L)/k2 wlll be
scaled so that k = 1. Note however that more general situag-
tioms including the case of random ¢ can also be treated
following the same approach described below. For the sake of
simplicity, the random potential V(x) used in the next
sections is assumed to be a-gaussian white-moise :
< V(x) > =0 and < V(x) V(x') > = g8x-x"Y, g > 0. Here
< ... > denotes the average over the realizations of the
random potential. Within this class of models, the expression
of the function ¢ in Eqs. 2.9 becomes : of [w((I+RI)2+R§)]+n(L).
A straightforward algebra shows that Egs. 2.9 imply

a remarkable equation for the characteristic curves
w(l) = w(0)/(1-x{L)} (2.10)

where r = Rf + R;. Here w(0) = W refers to the initial value
of w at the origin L = 0. As will become clear below, Eq. 2.10
is the key to understand the qualitative behavior of transmis-—

sion. Note further that for random n(L,) w(l) are actually

random curves (Fig, 1).
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1/2 cos9 , R, = r1/2 sing ,

Using polar coordinates, Rj =1 9

0<9< 2m,1r =0, one deduces from Eqs. 2.9 :

%% = r1/2(1—r)sin8{a flwl(l + ¢ + 2r1/2 cos®)] + (L)}
(2.11)
%% =2+ {1+ % ( 1/2 + rdl/z)cosei{a i Iw(1+r+2r1/2cose)] +n (L) }

Another interesting property of the Eq. 2.11 is provided
by the existence of an invariant of motion. Indeed, let us
consider the "time" evolution of r and 8 , viewed as dynamical
variables (L being the "time™), on a given characteristies w(L),
of origin w(0) = W Let denote by gf(u) a ﬁrimitive of the
function f(u) : £{u) = d°¥(u)/du. Then, using Eq. 2.10-11, it is
easy to verify that 7

1/2

2 I + 2
F(r,8) = 1= ‘2}%“%’[% At l—rr cose} (2.12)
o

is actually an invariant of the motionm, i.e. dF/dL = 0, in the

absence of the potential n(L}. More genmerally, for a comstant

1+r+2r1/2 cosf

T is an invariant

potential n(L) = n , F(r,8) + g
of the motion.

The existence of the invariant F(r,®) has a simple
physical meaning (see below) and allows for a simple descrip-

(1)

tion of the dynamics . Remembering that for real n(L,)
i-r = t is nothing else than the transmission coefficient, two

different problems are to be distinguished. The first {(Problem A)
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corresponds to the tranmsmission at fixed output W which arises
if one needs a fixed power at the end x = O of the layer. In
that case, one follows the influence of the potential n{l) on
just one characteristics. The linear problems belong to this
category : the characteristic curve being w(L) = Q. The second
one (problem B) corresponds to a fixed imput w and ome has to
perform the calculation of R(L,w) by considering all the charac-
teristics passing through the chosen point (L,w). In the next
secﬁions, both problems will be investigated and the correspon-

ding results are different.

2.3. Invariants and Hamiltonian formulation

The existence of the invariant ¥ can be traced back to
the second order differential equation describing the wave
field inside the medium. The wave field is actually a complex
number, and there ars two first integrals. The first one is
the current and the second is simply the energy : F is actually

just the ratio of these two quantities. To see that, it is

(12) 1l dy _
P(x) dx ~

terms of Z the reflection ccefficient,R = Ry + iR

7 = 4+ i/b ; in

useful to use the impedance

P is given by

R={(i~2())/(i+ Z()). The real (a) and imaginary (I/b)

parts of Z are given by

1/2

a = 2r1/2 gin 9/{1 + r + 2r cos 0)

(2.13)

/2

B=(l +1r + 21:1 cas 8)/(l - )
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It is easy to see, that the current expression (Wo) is

2

c=y o= L oE s 2 Y

PEw, =gy W ) ho|” 1mz =[y] /b (2.14)
This implies in particular : |¢i2 = bw_ and similarly one has

2
| aw/axiz = [w|2 |21 = bwo(a2 + 1/b%). For the class of
potentials considered here, the wave field equation can actually
be derived from a "hamiltonian'', which assume the following

expression
3 2, o 2 2

| 5 | '7?(|‘P|)"’W|
Using the above notations, it is  very easy to check that F(r,8)
is nothing else than the ratio of this invariant to the current,
up to a factor 1/2 and an additive constant term.

The previous remarks allow- to write down a Hamiltenian
formulation in terms of the variables a and b. Indeed, in the

absence of the potential n, the equations of motion for a and

b are given by :

da _ _ a_
dx b 21
(2.15)
db _ 3_
dx  Da (2%) l

where 2F is given by Eq. 2.12. For instance, for f(u) = un,

F(a,b) assumes the following simple form
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1 1
2F(a,b) = (a® + 1)b + = (nfl) o (2.16)

More generally, in the presence of the potential V(x),

Hamilton's equations Eq. 2.15 become

da _ _ 9
d_X. = 5B (2F) + V(X)
(2.17)
db _ 9
Er i §E~(2F)

The equation of motion of F in the presence of V{(x) 1is also

simple and can be written as

d

= (2F) = 2ab V(x) (2.18)

It is interesting to notice that the use of the conjugate
variables a and b leads to a simplified dynamical sysﬁem, rather
than the apparently complicated set of initial equatiors. However,
Eqs. 2,17, 2.18 are still stochastic differential equations,
with an additive noise for Eq. 2.17 and a multiplicative noise

for 2.18.
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3, TRANSMISSION AT FIXED OUTPUT

In this section we investigate the behavior of the
transmission coefficient for a fixed output W A familiar
example of this problem is given by the fixed point W= Q,

(1) < £ >vexp(-L/4E),

which corresponds to the linear case
where £ refers to the localization length. The approach used
here is that of dynamical systeme. Indeed, in the absence of
disgrder, the representative point (r,8) exhibits a periodic
motion on closed orbits. The effect of a small disorder cam
then be considered as a perturbation of the orbital motiom.
This results in a random perturbation calculation of the
orbits and the net effect can be followed on the Poincaré(7)
sections, on the real axis for instance, r(0) and r(m). It
turns out that at large L, r(8) approaches the attractive
point r = 1, 8 = w. In this limit, the orbital motion
exhibits a slowing down near 8 = 7 and a rapid revolution
elsewhere. The main contribution of disorder comes however
from the regions where 8 # w. The appropriate method to
handle this perturbed orbital motion is provided by the well
known(7) averaging of the perturbation over each period. The

main object of the next subsections is a rather detailed

exposition of this approach.
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3.1, Analysis of the unperturbed motion

The analysis of the phase space portrait is facilitated
by the existence, in the absence of disorder, of the following

invariant of motion

2 @ wg Il +r+ 2r1/2cose n+l
F(r,8 = 0=y T D | = ] (3.1)

In the present case, the boundary condition r(L = 0) = 0 gives :
F(r,8) = 2 + awE/Z(n+I) which allows for a detailed description
of the orbits r(a).

Consider for instance, the limit w, = The orbital

rl/2 = -~ cos @, -g-geg%—- , and the

corresponding trajectory is given by the circle of radius 1/2,

motion reduces to
centered at (-1/2, 0) (see Fig. 2).
3.1.a. Large w_ limit

For large W # 1, the trajectories are strongly modified
near r = | and § = 7. In fact, in that region, 2/(l-r) in
Eq. 3.1 becomes dominant,and a net deviation from the circular
orbit results. Indeed, for large W the cireular motion is
followed in a large angular sector : /T = - cos 6, /2 < 8 < -7 ,
but in the remaining sector ¥ - ¢ < § < T, the first term in
Eq. 3.1 dominates, and the trajectory is described by 1

b -1 = 4(n+[)/won. Here ¢ denotes a small number given by
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(2t g1z L w2
il a 0
W
o}

¢ =2

The fixed points associated to the dynamical system
are located on the negative real axis 8§ = 0 and are given

by the solutions of d8/dL = O :

1/2

1, 1/2 -1/2, 1-r n
2+ (1 =5 +r ))(]:;j739 aw_ =0
In pa:ticular, for w_ > 1 rl/2 = 1-2(1/w:)1f(n+1), 8 =20

gives the fixed points of the dynamics. In terms of w = wo/(l—r),

1-‘.r:1/2 = w_nfz(n+l). Some examples of the

this corresponds to !
orbital motion are shown on fig. 3.

The period of motion ILp on the closed trajectories can

be wcalculated from the angular velocity expressioun (k = 1).

1/2
n[£+r+2r cosd (3.2)

ae _ 1,.1/2 ~-1/2
T = 2k + k [1 + i(r +r )cosei.awo =7 |
Therefore, 2
s

I

Lp = f de(de/dL) (3.3)

o

The main contribution to Lp is given by the secter m - ¢ <8 <7
1 . -n/2
k

tion to LP is comparatively small and can then be neglected.

and then Lpﬁ . In the remaining sector, the contriby-
Note that, Lp becomes smaller and smaller at large LA and this
in contrast with the other limit W& 1, discussed below. This

implies in particular a rapid revelution of (r,8) at large W
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The above analysis of the orbital motion can be used
to follow the pattern of characteristics and then the surface
r(L,w). A typical characteristics (w,L) is shown on Fig. 4,
where the periodic motiom on the orbits is shown to induce a
periodic oscillation of the characteristics. The slowing down
of the orbital motiom at 8 = 7 results in a flat behavior, at
(n+l)/4(n+l). In that region r(8 = 1) is given by

W =w, =W
1 o

l-r(m) = wO/wl, i.e.
£(m = 1= (4Guer)) !/ (0FD, o/ (arl) (3.4)

These remarks are actually very useful in solving
problem B (sec. Section 4). In fact, in that case, w is fixed
and we have toc solve the implicit equation : w = wo/(lur(L,wO))
for W This means that, for a fixed level w, all the charac~
teristics starting at LR and satisfying this equation must be
taken into account, From the above amalysis, the relevant W
are given by : f4(n+1)w]1/(n+l) €§wo=<.w. Furthermore, for

1/(n+!)w-n/ (n+i)_

fixed w, 0 Sr Sr , where L I = (4{n+1))

mnax
Therefore, the procedure to be used for the calculation of
r(L,w) at fixed w is the following one. Each characteristics

of origin Wy W< w.< W, generates a sequence of points

r(L,w) which is periodic in L. The union of all these sequences
provides the desired solution r(L,w), which defines the

reflection coefficient at the chosen w and L. It is important

to notice that the period in L is not the same for all the
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sequences. In fact each characteristics exhibits a large
number of folds (see Fig. 5) which becomes important at

large L : the period of the maxima ( 0 = m ) is given by !

A 4 (e yw 1T/20FD

-n/2
W

whereas the pericd of minima is

A . This folding leads in particular to the following

Wn/2 _ (4(n+1)w)n/2(n+1)]/x

multiplicity of folds : L | ,
which increases with both L and w. As will be shown in
Sec. 4, this behavior of the degeneracy of folds is not

altered by the presence of disorder.

3.1.b. Small w limit

In this iimit, r remains in the viecinity of the origin

and F = 2 +aw"/2(n+!1). This leads to the following equation
a g

for the orbits : 1:”2 = *awz cos 6/2., The corresponding

. . . . . n Lo
trajectories are simple circles of radius :uwo/ﬁ. The fixzed
points are given by the centers of these circles. The angular

velocity on the orbits becomes

d 1
46 . k + fusz + O(kw

2n
dL )

(3.5)

o

In particular, Eq. (3.5) yields the following expression for

the period (k = 1)

Lp = b —T (3.6)
n
i +awo/2

=
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As before, the characteristics are periodic in L :
w({L) oscillates between LA and Wy o= WO/(I— wgn/é). Therefore,
at fixed w, r oscillates between O and wzn/é. The period of

minima is associated with the characteristics starting at

k.

1+ /2
Similarly, the period of maxima corresponds to the charac—

w, = w : the corresponding period in L is given by

teristics starting at v, o= w(l - wzn/é) ¢ the corresponding
2n
period is (g) /11 + %-wn(l - n EZMJ] . Finally, the proli-

feration of folds can be measured with the multiplicity of
folding :

2

o
L .J1¢1 + % wn)—(l + %-wﬂ(l -n¥ W] o=

The degeneracy increases linearly with L, but much more

slowly with w in comparison with the large w limit.

3.2. Perturbation of the orbital motionm by disorder

In this section, the effect of a small disorder (i,e,
potential u(L}) on the orbital motion is investigated. A
more systematic study of the influence of disorder will be
found in the next section. Here we limit our investigaticn
to the large L limit, where I-r = t is vanishing.

Let us consider first the behavior of the orbits. To
the lowest order in t, Eq. 3.1 gives the following expression

for Fir,5) :
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2W0(1+cose)

L2 l n+l
F(r,8) = =+ Tla vy | - 3.7
Similarly, the angular velocity becomes
2w (1 + cos 8)
B s gk [ —2— 1™ (1 + cos@) (3.8)

Assuming that t = tD at 8 = 7 before the random perturbation
is turned on, Eq. 3.7 shows that the equation of motion can

be the simplified as follows ( 8 = 7 - ¥},

€@ = ¢ , o0<e8< g°
(3.9)
o 2w0(1+ cos 03 L 4_W9_ e 1) ]1/(ﬁ+l) g <8< 7
n t (L) T g

x .
Here, ¥~ denotes the extension of the angular sector where the

gecond term in Eq. 3.7 dominates :

1/2(n+1) (E_g)n/?_(n«i-i)

W
o

¢ = [4(a+])] (3.10)

Performing the same sort of analysis for Eg. 3.8, one obtains

the following behavior for the angular velocity :

98 _ o 4 2u(nel) (Ey2otD) , -9t << 1 (3.11)
dL bt
@
48 Yo yn/{n+l) ' %
and HFL— = 2k+k [4('[1“"1) T:"—‘ ] (I+COSG) 3 0 = 0 < 8

e}
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The two angular sectors are matched at § = 7 - ¢, Egq. 3.11

shows that, as long as 9 is close to

m, the angular velocity

can be expressed as a function of the reduced variable ¢/¢™,

The contribution =

in L,

tional to (to/wo)

following expressicn of the period : Const. (to/wo)

a

(ig)n/Z(n+1)

of this sector to the period

. This leads in particular to the

n/2{n+1)

dominates that of the second sector, which is propor-

an/ (a+l)

Here the constante in front refers to an n dependent prefactor.

3.2.a., Averaged perturbation method

In order to follow the effect of a small disorder con

the transmission coefficient, we consider the dynamical system

giving the

dL

a8
dL

In the absence of n(L), the orbital motion corresponding to

H

"time"

krl/z(l—r)sin 9 InfL) + uW:(

2ktk [1 +

}

5 (r

1/2

+r

-1/

evolution of r and 8

these equatioms has been studied in the previous section 3.1.

In the limit considered here

reduce to

»
°

l-r «

1, and Egqs. 3.12-13

l+r+2r1/2cose o
=5 )]
P a l+r+2r1/2cose
ycosd ] L)+ oW ¢
[~

)

R

(3.12)

{(3.13)
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&« k(i-r)sing [n(@) + ol (Lteos0yny (3.14)
° (1-x)/2
%— = 2k + k(1 + cos 8) [nL) +o Wn(i_i_ggg_g)n] (3.1%)
L 0
(I-r)/2

The presence of n(L) generates fluctuations around the closed
orbits deseribed above. The main contribution of n{L) comes
froﬁ the sector where 8§ # m , because n{L) enters the equa-
t;ons of motions via the combinatioms (1 + cos 9)n{L) and

sin 8.n (L). This results in a diffusion-like motion of the
Poincaré section points. To the first order in n , the average
of the perturbation Ar, integrated over each revolution
period (0 < 0 < 2m) vanishes. In fact, using Eq. 3.14-15, one

deduces

L
A(l) gn(l=-y) = -~k X n'y sin 6(L") dL'

L
s ey =k X n(L") (1 + coso (L'))dL'

The average over n (< n > = 0) gives mo centribution to {(l-r).

To the second order, ome obtains

L L'
A(z) nli-r) = -gkz S n{L") cos e(L’)dL'J n(L"y (1+coss (L") dL" (3.18)

The average over 1 leads to !

L
< A(z) n(l-r) > = —gk2 J dL' ecosB (L") [1+cosB(L™)] (3.17)
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Therefore, the net effect of disorder can be cast as follows

27

(2) _ __ 2 cosB (!+cosf)ds
< Y g1 r)>Iperiod = - gk T
0

{3.18)

The different contributions to the integral in Eq. 3.!8 can be
separated and the final result is =~ ¢X3. However, the period

of motion is proporticnal to ¢* and this leads to

t
Afn(l=x) - _ o.n/ (n+l)
€ TAL T periog T T omSt: ) (3.19)

Due to the persistence of a quasi-orbital motion in the presence
of the perturbation, a non monotonic behavior of t = !-r is
obtained on each characteristics w(L). The typical values as
given by Eq. 3.19 are respectively : tmin(L) e L—(n+l)/n {at

~t/n (at 8 = 0). The average value of

8 =1 ) and tmax(L) = I
tr ot LS (L = ot (L) is therefore no longer an
min max
exponential function of L, but a power law. This behavior
contrasts with the well known expeonential decay in the linear
i,e. = . . (L d

case (i.,e W, 0). The power laws tmln( ) an tmax(L) must
be viewed actually as the lower and upper envelops of the
true < t{L) > . A similar behavior has been obtained in

Ref. 4, for n = | and another derivation of this result wiil

be given below,
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3.2.b. Fluctuations and self-averaging properties

()

It is well known that at w, = 0, i.e. in the linear
case, the fluctuations of t,r,..., etc., are very important
and the full probability distribution of t is of importance.
In order to follow the influence of non-linearities on the

statistical distribution of t, we shall use the approximated

equations for the unperturbed orbital motion (¢ =7 - 8).

lt=«£1-5 . for ¢ <y~
| 0% e
" o (‘P_.) , for oSy « | (3.20)
o]
4w
= _EE (n+13} ACAEY /2wo(1 + cosB) elsewhere.
o

The corresponding angular velocity in the three angular

gsectors is given by

#®

ﬁ)Z(n+l)

do/dL = 2k + 2k(n+i) o o , fore < ¢

2k + 2k(n+l) (np/tpx)z , for o€ @« 1(3.21)

1}

W
2k [4 =2 (aeD) 12/ D)L 0s8) elseshere

a]

As will be shown below, there is two sources of fluctuation

the first is due of course to disorder, and the second comes
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from the orbital motion. Actually, the averaging procedure
over the closed orbits, generates "fluctuations” which domina-
tes at large Vo where non linearities govern the behavior
of t. Here we shall investigate this second source of fluctua-

tions.

i) Average and_fluctuation of i/t(L)

Following the definition of the average over each

period, one has ([ ...] denotes the average over orbits)
T w
! - -1, 49, -1 48, -1
£ period j £ (®as G o/ J 6 (g (3.22)
0 0

The sector & # 7 does not contribute to the integrals,
because t and also (d6/dL) are large in this sector. The main
contribution to the numerator is = wx/to, whereas the period
(denominateur) is = ¢*. This implies in particular that :

[ 1/¢] = const.-g— .

0

The same argument holds also for l/t2 and [1/t2] = const Jf .
£
This leads in particular to the relative fluctuation °
-2 -1,2

lim e e | = const at fixed w (3.23)

-1, 2 e}
t,>0 fe ")

This "self-similar' behavior of the fluctuation of |/t
originates from the following fact. The angular sector contri-
buting to the average of !/t has the samelscale ¥~ as that

contributing to the period.



~R 45

ii) Average and fluctuation of £ :

According to Eqs. 3.20-21, t increases in the sectors
where d8/dL increases. Therefore the fluctuations of t should

be important. Using a similar expression as 3.22 for t and

taking the ratio t/(%%) from 3.20, 21, one obtains (k = 1)

. Yo.n/2 (n+1)
fe] = £, (t—o)

(3.24)

Note that for 6 =1 @ ¢t = tO and for 6 = 0

b [ @)

£ o= 4w0/[ _EE {(n+l) . Eq. 3.24 shows that [t ] /wo

is nothing else than the geometrical mean of these two extreme
values of t/wo. This implies in particular a large fluctuation

of t. Indeed, the expression of {tz] assume the folilowing form :

n

3
W e —re———
= gonst. tg (EEJ 2 o+l {(3.25)
o

[t2]

The resulting relative fluctuation behaves as

n/2{n+1) (3.26)

W
= (2
[ el 2 to

which diverges as to =+ 0 at fixed L
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1ii) Average and fluctuation of &n t :

The average of &n t is dominated by the gsector & = g s
because of the slewing down of the angular velocity in this
region. Taking into account the main contributicms to 4&n 1/t
and {%n !/t)2, one deduces that the relative fluctuation of
%n 1/t, due to the orbital motiocn, vanishes as to = 0.

Anticipating the results of the next section, the above
results can then be summarized as follows :

I+1/n

1) < I/t > is dominated by tos Ly, < I/t >~ L and the

in
distribution of 1/t becomes self similar at large L.
2)< &n t > is similarly dominated by tmin(L) and the relative
fluctuation goes to zero at L = =,
3) <t > 1is given by the geometrical mean of tmin(L) and
tmaK(L) and decays to zero as a power law of L.

The physical origin of the power law decay comes from
the equation w = wo/(l—r) of the characteristics, which
implies that mon linearities dominate definitely at large L.
In fact due to discrder, r(L) approaches its asymptotic

value (= 1) and this enhances in a sensitive way the role of

non linear terms.
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3.3. Hamiltonian approach

An equivalent approach to the transmission problem A
is provided by the Hamiltonian formalism described in Section 2.

Such an approach is facilitated by the existence of the inva-

/2 1/2

riant F. Making the change of variables a = 2r sind/ (1+r+2r ' “cosy),

b = [1+1:+21:1/2

cosd]/(l-x), the corresponding Hamiltonian is
H = 2F. The associated Hamilton's equations, when pn{L) is present,

are glven by

da 5

T - " wm T n (L)

(3.27)
ab _ ot
dL Ja

It is important to notice that the perturbation n(L) is "time"
dependent. The Hamiltonian formalism allows us to write down
a Fokker—-Planck equation for F(r,8) and then follow its proba-

bility distribution. Recall that H is given by the following

1y

expression (k

n+l

2 1 n
{(a” + [)b + TD_ + G,Wo ‘_-ITL.'*'_I. (3.28)

=
i

[y

s
I

In the presence of the potential n(L,) the "time" evolution

of F, as deduced from Eqs. 3.27-28, is given by :

‘?E (2F) = 2ab (L) (3.29)
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9

Using Novikov's theorem'”’, the "time" evolution of the moments

< FUo» of F can be deduced from (3.20). Fer instance, < F >
and < F* > are the solutions of the ordinary differential equa-

tlions

d<F > _

i =g <bo>
(3.30)
d < 7 » 2,2
—-—-—-&-i——=2g<ab >+2g<Fb>

Eq. 30 permits in particular to follow the variation of F in
the general case. In the weak disorder limit, < b > , < a2b2 >,
< Fb > , etc., can be approximated by their values correspon-

ding to the motion on an unperturbed orbit.
3.3.a. Large w  limit

Before going to the calculaticn of the moments of F and
its probability distribution, let us consider first the
unperturbed orbital motion in the phase space {(a,b). In the
new variables, the closed orbits are invariant under a + -a
and the ranges of variations are : = < g <w , b 0. In the
limit r > 1, 8 = O corresponds to b == and 8 = 7 is
reached at b = 0.

In what follows, H will be written as

K= 27 = a%b + G(b) (3.31)
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bn+1

where G(b) T

1

b+ 1/ + awz

denotes the positive function

shown in Fig. 6. The minimum of G(b), which cccurs at b = b*

is actually the fixed point of the dynamical system. In the

%L 1 )1/(n+2) «

= !, The position of p"

limit of large W b
ow

. .0
is close to bC correspondiflg to the value of b, where the

. +1
main terms : 1/b and mwg b /n+l become comparable :

b n+1 ]i/(n+2)

c n
ow

are giveg by the solutions of : H = G(b). In the vicinity of

at large w_» Two other special values of b

the first b = bO = 1/27F, G(b) v 1/b and

oL 112
a =+ [ E‘(E—" E)] (3.32)
)
whereas for b b1 = (Egiggll)l/(n+l), G(b)v aw: bn+1/(n+1)
oW
o

and

n+1}

a=zx0m’? (La —g—) (3.31)
:

b

In terms of the above nctations, the period Lp in L takes the

following simple form

by by

L =2 J db/(db/dL) = J db/ (ab) (3.32)
b b
a] o)

Actually, bo and bl can be viewed as the turning points for the
periodic motion on the orbit corresponding to the fixed level
2F on Fig. 6. Fer an initial condition r(L = Q) = 0, i.e.

bI =], one has 2F = 2 + awz/(n+1) » | at large W This
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implies in particular that in Eq. 3.32, the dominant contri-

bution is given by the interval {bc,bll R bca: i S b1 and then

u(ZFwO)
. . I | 1
The constant factor C is given by C(n) = =T B (53 ETE:TTJ'

It is interesting to notice that Eq. (3.33) reproduces

the result L ~ {t /w )n/2(n+1)
‘ P o' o

obtained previously at t, ™ 0,
where F 2/t0. Note however that Eq. 3.33 is more general and
no assumption on tO is used here.

Following the procedure described before, we consider
now the "time" evolution of < F > , < P s s ++. using the
average perturbation, due to disorder, on each orbit. All the
calculations are performed to the second order in n(L).

Consider first the '"drift" of F, due to disorder. Using

Eq. 3.30, one obtains for weak disorder

)

COF > g e 2 J bdb/ (2ab) (3.34)
b
0
The integral in Eq. 3.34 is dominated, at large W by the

contribution of the interval [bc, b1] . This yields in parti-

cular :

“U/2  2arl) 3/2@r)) g g

n
ow
o

< AF = const. g (2F)

>period

and then when < AF > is divided by Lp :



d <F > _ 2(n+1) _. 1/ (+])
—r— = ) g [——-ﬁ;—— F] (3.36)
oW
g
3/2 1/2 r)riy)
= —— B —_— = e R,
Here }\(n) B(]-/z, n+1)/ (1/2’ n+1)’ Wbere B(X,y) P(X+y) El
T(x) = gamma functiom., The integration of %q. 3.36, with the
ow
initial condition 2F = 2F(L = 0) = 2 * E?% at b = 1, vields
a Wn
_ o) n (1'5‘11)/1’1
< F(L) > = mil + 2 (g ;;5 L] (3.37)
Q

Note that Eq. 3.37 is valid for all values of L, at large W
The result < F(L)> ~ I/wD is obtained at large L. Furtﬁermore,
wo/to appears as the scaling variable in this regime. Under
the action of discrder, F(L) diffuses with a systematic "drifc"
towards larger values. The agsociated diffusion in phase space
is illustrated on Fig. 7.

The same calculation can be repeated for < F2 >, starting
from Eq. 3.30. For weak disorder < azb“2 > and < bF > can be

replaced by their unperturbed values. This leads to
Ale F7» = <F >2] . = 2g ab.db. (3.38)
period

Here again, [bc’bi} dominates the integral in Eq. 3.39, and then

1/2  2(a+1),3/2(at1)

wn
OtG

A< F2 > - <FSZ ] = const. g(2F) (3.39)

Comparing Egs. 3.39 and 3.37, one arrives at the following
2 _ 2
conclusion. The relative fluctuation of FiZ P >-<F>

< F >2
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stabilizes at a constant value for large ¥, i.e. large L. This
behavior of F will be termed "sélf-similar' in the following.

The results so obtained for the moments of F are confir-
med by the "time" evolution of the probability distribution
W(F,L) of the stochastic process F. The Fokker-Planck equation
satisfied by W(F,L) can be written as(g)

2
3

55

W

e < GRZ% s w (3.40)

Mo~

= -3
= -y (CAF > W) 4+

The "drift" coefficient, in Eq. 3.40 is given by

- - 2(n+1) U/ (n+1)
< AF > = < AF» period/Lp = x(n) gl ——= ¥ ] (3.41)

ow
o

Similarly, the diffusion coefficient is given, to first order in
L ]

g, by
3/2(n+])
< @n? s = umgen 22t o (3.42)
aw
)
~ 3/2 1/2
Here p(m) = B(3/2, EIT)/B(I/z’ H;T)
The resulting Fokker-Planck equation can then be written :
oW 3, 2(atl) . 1/(n+]) 52
T Aln)g T {(*“E——— F) W] + uf{n)g —
oaw ' aF
)
Clor, (2D oy UGty (3.43)

CLWD



A more familiar form for Eq. 3.43 can be obtained, by making

the following change of variables :

2 (n+1) n/(l+n)  _ 2ng

I = — ¥ ) o
oW GWOL
(3.44)
o= dI
W(F,L) = W(,L) .« 35
This change of scales. leads to :
oW _ _ 3W 2n 3 3w

The normaiized solution of Eg. 3.45 1is (W(I, u=0) = §(I-1)}:

1 I ,cl{n)/d(n)

W(Il,u) = G

exp(-I/d(n)u) (3.486)
dyT( + Sy g

for I > O and W(I,u) = 0 for I <0, where c(n) = A(n) - 2u(n),

2n

d(n) = p(n) e

The obtained solution for W(I,u) permits the calculation

of the moment < Fp > of F :

P . p T(p+l+c(n)/d(n)) ' 3
< IF > (d(n) u) ETOYEIO) (3.47)
In particular, the previous results for < F >, < F2 > and the
2 2
relative fluctuation <1 > ; 1> . d(n) = const are
< I> e (n)+d (n)

recovered,
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The solution Eq. 3.46 is actually valid for large L,
such that <F(L)> » F(I, = Q)= F0 is fulfilled. In order to
describe the other limit, we make the change of variable :

' =1 ~ Io’ where I = | corresponds to the initial value

Fg = %.ﬁEgll of F. The probability distribution W' for I' is
o

now the solution of the following equation (valid for

2] « 1),
—. @ 25
Fm o @ mam) By gy BT (3.48)
31’

Eq. 3.48 shows that (3.46) is no longer valid for 17| <L

Using Eq. 34.8, one deduces the gaussian distribution for I'

=y, -1/2 ' 2

W' (I',u) = (4nd{n)u) exp {-1 I' ~(c(n)-d@m))u]® /4d(n).u) (3.49)
Eq. 3.49 describes the region where [T élr whereas Eq. 3.46
is valid at I' 3 . The difference between these two distri-

butions can be seen, on the behavior of the moments of I :

For the exponential distribution :
2 2 2
<I>=[c@ +d@) u,< I 5 - <1°> =d (n) (c(n)+d (n))u

For the gaussian distribution :

AN

-

'
]

[c(n)+d(n)]u+i

<125 - I‘g [c(a)+d (m)] d(n)u2 + 2d(n)u

I
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Note that p{(n) < A(n) and then
d(n)+ec(n) = Aln) - 2p(n)/(n+1) > O as it should be. Further-
more the only dependence of the relative fluctuation of F on
n is via A{n) and pin).

Let us conclude this section by neting that Eq. 3.43
can be used to support the approximation, used in the deriva-
tion of Eq. 3.37, where the fluctuation of AF (Eq. 3.35) has

been neglected. Indeed starting from Eq. 3.43, one deduces,

fof large L :
%i < F >=x(ng « Il/n >
| rﬂ+ = c(“))
= A(n)g [d(n)u]l/n c(i§n) (3.50)
T(ls S
and then
2 (at] e TG s c@ra@y 2L
——l%;—lF > = Aln) {(d{(n)) n G- u B {3.51)
o7 T (I+e(n)/d(n))

. . 2 . .
Repeating the same calculation for < F~ > , one obtains in a

similar fashion :

n+2

(22D p? - Qe [dm] "
w
o

2
r'(2 + =+ c(n)/d(n)) :
s G2+ /n (3.52)

Il + c(n)/d(n))

The results so obtained support the previous ones, and show
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n

that 2(n+1)F/ W

is actually the appropriate scaling variable.

3.3.b. Smail w,-limit and linear-pon linear crossover

In the previous section, we have considered the case of
strong non linearities, i.e. large Vs where already at L ~ 0,
the whole bheavior is dominated by the non linear terms. Howe—
ver, there are characteristics, starting at vanishing L where
disorder dominates first at short length scales, and non
linearities govern at large L. Such a crossover between a linear
and a non linear behavior takes place (for small wo) at a
®
length scale L".
From the form of G(b) as given by Eq. 3.31, it is clear
that threg regimes can appear : G(b) ~ 1/b, G(b) = b and
Yo  n+l

o
G(b) = — b » according to the walus of b. The crossover
n+! g

between the first two ones is at b = 1, whereas the two other

ones match at b2 = Qgil)l/n

3 /wO. Therefore a necessary condi-

tion for the dynamic to be dominated by nonm linearities is
given by : g(bz) « 2F. For small W bz » 1 and this condi-
tion can be written : Fwo > ngl)l/n. In what follows we
show that this condition is actually a sufficient one. For
the values of Vv, which violate this requirement, the exponen-
tial decay of transmission will be shown to take place.

Let us consider first the orbital motion in the

absence of disorder. The dynamics can be approximated as

fellows. In the interval, bo < b < | where b0 = 1/2 F one
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has G(b) v 1/t and then a = [%.(ﬁ;.— % ]1/2. In the second
interval, 1 < b < bz, Gh) ~ b isolinear in b and

a = [%g -1 ]l/2' Finally for b, < b < b, where

b1 = [EﬁEill F ]1/{n+i), G(b) can be writtem as G(b) = 2F(b/b1)n+1
ond a2 O Z - (%T)“+l);1/2. This leads to the following

1
expression for the oscillation perioed : Lp = Jb db/ak. For
o)

small W b, « b, and the integral is dominated by the contri-

1/2

2
bution of [bz,blj and then Lﬁ%[ bI/ZF] , which is the same
béﬁavicr as for large wO.Note however that in the quasi-linear
regime where G(bz) 3 2F, the interval [bZ’bI] ieg no longer
present, In this limit, the peried becomes independent of F as
it should be.

Following the same procedure used at large W the

"drift" of F, due to disorder (Eq. 3.34) is given by :
bi
period R Sb

[bZ’bl] and then

< AF > db/a. The main contribution comes from

-1/2 _+3/2

< AF >, = ,
F period (2F) b1 {3.53)
Similarly, using Eq. 3.38, one obtains :
A¢ < s - < F >2) = (ZF)I/2 b1+3/2 (3.54)
Note that in the quasi linear reglmeG(bz? z 2F, < AF >period = F,

But, Lp is independent of F in that region. Therefore, an
exponential decay of transmission is expested. Eq. 3.53-34 show

that beyond a crossover value of F, the large W behavior is recovered,
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Such a crossover is given by

_ ottt /o
FWO = (T) (3.55)

In particular for & =m, where F = 2/t, this corresponds to a

precise value of t and w :

£ = 20 (e (ar) R, o o LpEEy /e
o} 2 a
s
. N s} 4 n+l .

Similarly, at 8 = O where F = Tarl) (t) s the corresponding
values are respectively ;

S @ g 2 22 i

2172n+1) Yo ‘n+l anc w 4 o

i.e. nearly the same values as 8 = 7 . One deduces therefore

. -L
the expression of the crossover lemgth (< t > v e /4E in the
linear regime)
L¥= %é Ln [(n+1)/awg] : (3.56)

The exponential decay regime ends up at L ~ L® and this agrees
with the intuitive picture described in the introduction. Beyond
Lx, t decays as a power law of L because of the enhancement of
the non linearities. Note that L® diverges as w > 0 or o~+ O,
This means that for vanishing non linearities, the exponential

decay extends on a larger and larger length scale.
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# . . X . s
Beyond L » F 1s given by an expression similar to

Eq. 3.37 :
n+l

P 075_)1/n 1+ 21/(n+1) A () g E%T (-5

](n“"l)/n

r
WV
£

(3.57)
This is consistent with the fact that [2(n+l)F/aw2]n/(1+n)
the appropriate scaling variable.

On figure 7, the different behaviors are clarly shawn.
Starting at small w_, we have periocdic oscillationsbetween
two turning points in the "well" G(b) vs b, Under the action
of disorder, a diffusion~like motion takes place, towards
large F. As far as G(b) v b, we have an exponential decay of
transmission. However for larger F, G(b) changes over towards
G(b) bn+1, where non linearities dominate,This picture
explains in a rather simple way the crossover described above,
For more general form of non linearities, such a crossover
takes always place and this because of the modification of

the form of G(b} at large b.




4. TRANSMISSION AT FIXED IMPUT

In this case (Problem B) one is interested in transmis-
sion at fixed w and L. As explained above this requires perfor-
ming the averages over all characteristics. In the limit of
large L, the function w(L) along a characteristic curve oscil-
lates strongly as a comnsequence (Eq. 2.i0) of the oscillating
behavior of r(L). Furthermore, the oscillation period depends
oﬁ the initial value wo. As a result, there is in general a
large number of characteristics which satisfy w(L) = w (for a
given w). This multiplicity of solutions is indeed anm important
feature of the propagation of waves in non linear media, and
this occurs for each individual realization of the potential
n{L}. In the following we shall limit our attention to the
large w limit.In this case, the small L behavior is dominated
by non linearities. However, at large L the wave intensity
becomes more and more small and an expomential decay is
recovered. The other limit, w + O, is definitely dominated by
disorder and nmon—linearities are irrelevant. This behavior at
fixed imput contrasts with the previous cne (Sec. 3) at fixed
out put.

Follewing the same procedure used in the previous
secticn, it 1s useful to folliow the behavior of transmissicn

at 9 = 0 and m. For this, we recall here the expression of F :
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n n
oW oW
o n (n+l)/n 0
F m{l + Zg)\(n) ""—EL} atm>>1 (4.1_3)
oW
o
and
_ 1 o+l 1/n 1/ (a+l) n L% (n+1)/n
F = Vg ( a ) (1 +2 an)g =T (-1 ]
n
o a b
at ==y <1 and L » L™ (4.1.5)

Here, LF = %% 2n¢n+lygwg). Assuming w » |, we shall find first
the characteristics leading to w(lL) = w at 8 =0 and £ = ¢
respectively. The possible values of r(L) = 1-t(L) are lying
between two limits rl(L) 2 r (L) 2’r2(L). Here r (L) (re5p.r2(L))

are given by the characteristics of origin W such that

w(l) = wat 8 = ¢ (resp. 8 = 0).

4.1, Recovery of an exponential decay

Let us consider first the case 8 = 7.Ip the limit w » [,
Fo= 2/t and w = FWO/Z. Using the expression of F (Eq.4.!.a),one

has to soclve for W, the following equation

OWmﬂ
T T (4.2)
oW
o

The corresponding solution can be written as

o 4i{n+D)w ]1/(n+1) (1 - L/Ll)l/n 4.3)
Q o
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where we have defined the following length scale Ly ¢

o 4(n+1)w ]nv(n+1)

Ll(w)E 2X{n)gn o

(4.4)

Eq. (4.3) leads in particular to the following expression for

the transmission coefficient CI(L) :

Iy 2 [ !
ey = of 2@ i 5 n (4.5)
W o
which reproduces at L * 0, the known result of a pure non
p
linear medium : tl(L) = Giigéllz—)l/(n+i). The range of vali-

dity of the above expression is actually much shorter that

Ll(w), because we have used the expression of F corresponding

{xl
AW

to E:% *» 1. Indeed, as L approaches LI(W)’ L decreases, and
the above expression for tl(L) is no longer valid. Using the
obtained solution for L uwz/(n+1) = 1 gives the following

range of validity ;
(=) > ELH D (LyalGel) (4.8)

and for large w, this range extends up to Ll(w).

For length scales larger than Li(w), the relevant cha-
racteristics originate at vanishing W where disorder effects
dominate. In this limit, the origin v is given by the soluticn

of w = FWO/2, F being given by Eq. 4.1.b :
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(1+n) /n

1 n+l 1/N L/ (n+1) n =
=3 { 5 ) i1+ 2 Almdg =T (L-1M] (4.7)
The solutions W, oare given by the implicit equatiom {(w » 1) :
R T ) B L P (4.8)
1 n n '
oW
o
i.e.
L-L. (w)
_ o+l I/n 1
W, = ( S ) exp ( i ) 4.9)
Therefore, one obtains !
W L~L, (w)
_ "o _ o+l 1/n 1
tl(L) == (;;H exp( _'755_—_) , L > LI(W) (4.10)
We turn now to the other limit 6 = O, where for large w the
following expression for F
n
o 1/2
. 0 l+r+2r n+1
Fo= ACTD ( = ) . (4.11)
holds. Using Eq- 4.l.a one deduces the following equation for
W
o
Wt o= Wb+ 2)(n)gn L (4.12)
o a
and the corresponding solution leads to :
t,(w) = (1 - L/L )l/n at t,(w) < 1 (4,13.a)
2 2 2 ~ o
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tz(w) = 4(l= L/Lé(w))l/r1 at t2(w) v 0 {(4.13.1)

n
L
2 (n)gn

Thea range of validity of the above expressions for

Here, L,(w) = and L'z(w) = a(&w)n/zx(n)gn respectively.

)ik
. N (o)
tz(w) is fixed, as for tl(w), by - !
(1= L/L', () 2‘%1 (4w) ™ (4.14)

For length scales beyond Lz(w), one has to use Eq. 4.l.b. for
the calculation of w . &s for § = 7, one finds the following

implicit equation for W

¥ _ - x
L'y =L-L (4.15)
and then
Tt
o - @LUn o e
o s exp iE

The corresponding expression for transmission coefficient is

therefore given by

W L-L' (W)
) = P g B e - 2 (4.16)

It is important to notice that : £ « Ll(w) & Lz(w)
at large w. This means that these three length scales are well
separated at large (fixed) imput w, The curves rl(L) = I~t1(L)

and T,(L) = 1 ~ tz(L), as shown on Fig. 8 are actually the
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envelops of r(L), which oscillates between them. The real r{(L)
exhibits a large number of folds as L increases and this dege-
neracy will be discussed below. It is important to realize
that an exponential decay 1s obtalned here at large L. In fact
as L increases the origin v of the relevant characteristics
decreases and then a crossover towards an exponential decay

is obtained for the transmission. The corresponding crossover

n)i/(n+1)

lengths are Ll(w) o w £ and Lz(w)mciwn.g respec~
tively. This behavior contrasts with problem A, where an
algebraic decay has been shown to take place. Physically,
this originates in the initial damping of the wave infensity,
on a langth scale given by Li(w) {or Lz(w))rwhich are larger
than £ at large w. This damping allows the recovery of the
linear-like behavior, corresponding to the fixed point w = 0.
The obtained behavior for ¥ (L) can actually be unders-
toed by noticing that at 6 = 0 as wellas 8 =7, w is a
function of the scaling variable Fw_. However, Fw_ becomes
independent of w, at large L on each characteristics. This
leads in particular to the behavior of the asymptotic
envelops, shown on Fig. 9. In fact, using Eqs. 4.2, 4,12 it

1+l /n at

is easy to gee that, at large w, w v L 9 = 7 and

1
w"uL/n

at 6 = 0 and then W does not appear in the equations
of these asymptotic envelops.
Note that the existence of such asymptotic envelops,

towards which the characteristics envelops converge is a very

general property which holds for a large class of non linear
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models. This remarkable property is at the origin of the
existence of two well defined length scales L](w) and Lz(w).
To see this, recall that the transmission across a non linear
medium described by

2

e AR VT S

dx

can be described in terms of the "Hamiltomian" J{ = 2F, where
2F = (a® + )b + & + L F(y by (4.17)
b Wo o]

where F denotes a primitive of the function f. H governs the
evolution of a and b in the absence of disorder. In the
presence of disorder, one has the following evolution equation

for F (Eq. 3.10)

d < F »

e =g<bo>

Furthermore, when non linearities dominate,

1 -1 2FWO
<b> v b = ‘“‘iﬁ ( } and then
max v, o
2F
d < F wo > 3} <ﬁ'1 , wo) (5.18)
d.X g o

This equation for < Fw0> shows that Fwo is actually the appro-

priate scaling variable in the problem described by Eq. 4.17.
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For both 6 =0 and 6 = 7, w(L) on a given characteristics,
becomes independant of W Note that this remarkable result
is a very general omne and holds for any non saturating

(F(w) = w } positive function £.

4.2, Folding and degeneracy

For a given realization of n(L), the reflection coef-
ficient r(L) oscillates between rl(L) and rz(L) as calculated
above. Furthermore, t{L) exhibits a large number of folds,
which areresponsible for the hysteresis of r({L) {(£ig. 10}.

It appears that this degeneracy increases with both w and L,
and is independent if the strenght of disorder g.

To see this, let us define the degeneracy as follows,

The abscissa of the points where r(L) hits theklower {resp.

upper) envelop are ordered as follows : a < aj < ... < <...

{resp. b0 < b1 < uaa < bm < ...). For a fixed abscissa x,

there are two different intervals containing this value :

h< x<b s <x <a ., wherem «n. The successive arcs
m n n+l

m+1’

of r(L), crossing the vertical line at x are of number

am+2J Se ey {an, an . The

2(n—m)rl : [ ] ’lbm+1’

A+l bm+1

degeneracy of folding is then defined by

L
deg(L) = 2 [ aL’ (U /(L' = Y @wh) (4.19)

Q

where ﬂ((L’) {resp. T (L')) refers to the short (resp. large)
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period of oscillation at L', corresponding to the lower (resp.

upper) envelop,

It appears that at large L, T, and T, become

independent of L. More precisely,

m(L) = y(pwo)"“/z(“”) (4.20)
where Yy denotes a constant number.

In fact, on the upper envelap, FwO = 2w and then

(L) =y (2w /2 (D) (4.21)
Similarl the 1 lop, Pu_ = =2 @wy™! uiep

imilarly, on the lower envelop, LA Tias1) B¥ W
B =latr(l) vOand B8 =4 at ¢ n l. Therefore,
_ o n+l, -n/2{(n+1)

m (L) = vl PICT) Bw) | (4.22)

Using Eqs, 4.21-22, one deduces
deg(L) = 2y [-S W20 (o in/2 (4.22)
g Y 2(]:1""1) .

This result shows that the degeneracy of folding increases
Linearly with I (at large L) and is independent of g : only w

is involved in the expression of deg(L}.
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5. NON LINEAR RANDOMNESS

In the previous sections we have focused our attention
to the cases where the random terms enter additively in the
field equations. In this section, we shall consider another
case, where‘a(x) is a random variable. This implies that the
non linear term is a random variable with a prescribed proba-
bility distribution., We comsider just the case where the
potential V(x) is absent and only random non linearities are
present. In such a case, it is useful to comsider first the
case of a negative constantq before going to the random

case.

5.1. Case of negativeo

Using the same form of non linearities, one is inte-

rested in a wave field described by

2
e L TR TR (5.1
dx

where o 1s a negative real number.

The invariant of motion is still defined, as before,

by
wn
C_ _ 2 1 o n+l _ 2
Hz=2F={(a + 1)b + E-+ o oy fa) = a“b + G(b) (5.2)
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and the equation of motion are :

da _ _ 2 db 3
i - T 9% (2F) * Ix 33 (2F) (5.3)
n
. l Yo n+l , .
The function G(b) = b + 5T e b is shown om Fig. 1l for

la} «1 and [a|» i respectively. In the limit of small non linea-
rities, there is a non trivial fixed point b*, which is unstable.
Qualitatively, the dynamics in the phase space is modified : the
trajectory reachsthe point b = = in a finite "time" L_ . Indeed

L is given by (db/dL = 2ab)

L = S db/2ab (5.4)

b .
min

On the other hand, one has :

n
oW
. o.1/2 n+l _ n+l 1/2
a= GV re™ -ty (5.5)
and then -
. 1 . =n/2 n+l 1/2 e ¥l =1/2
Lo * 7 bpin ©F j dz [z(z7 -1
ow ]
- 1 b-1:1/2 (E-_])l/z < o (5.6)

E nin
. oW
o

The limiting point a = b = © corresponds to r = | and & =.1.
This point is not a fixed peint however : the phase is still
running over the interval [0, 27]. The phase trajectories are

shown on Fig. 12, for weak and strong non linearities respectively.
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a

A qualitative modification of the dynamics occurs at a
critical value of (awz) corresponding to the disappearance
of the unstable fixed point b,

In the present case, the reflection coefficient
reaches the value r = | at a finite distance L and this
corresponds to a "self-repelling” of the incident wave.
This phenomenon occurs at enough large F, allowing to reach
the maximum of G(b)} at small o ; and for any value of F

when there is no maximum (large o).

5.2. Random o (x) case

Assume that ¢ is the sum of two terms : a positive
constant o and a random term B (x). In the following, B(x) is
assumed to be a gaussian white-noise : < B(x) » = 0,

¢ B (x)B (x') > = g8(x-x"). The equations Jf motion are now

given by
da _ _ 3 . a1
Iz " gg(zg) B(x) v b ) 5.7)
db _ 9 :
& "3 4P 5-8)

and difer from the pure case by the presence of an additional

term for da/dx. Here F is given as above by Eq. 5.2.
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As for the additive noise, the equation of motion of F
can be used to follow the influence of disorder. In the present

case, we have :

n+l

a

== " Bk w ab (5.9)
Using Novikov's{g) theorem, one deduces

d <F> _  2n 2n+]

g T &v, < b (5.1

d < F2 >, 2n 22me s 2g w2, s

dx &% & wo‘ )

In particular, for weak disorder ome obtains :

djerd -crsY - 2gw" < a%p?W2 (5.12)

dx

In comparison with the additive noise case, there is an
additional term winbzn.

The same anmalysis can actually be repeated and the
following results are obtained. The average rate of variations

over one period hecomes :

d < fw > ~ _
o) = 2 (n)g (2_(331_1)2 l/(n+I)(FWO)2 1/ (n+]) (5.13)

dL period

where A'(n) denotes a constant givenm by
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] 1
X dz z.’Zn]'z /(l—zn+1)]1/2/ J dz[z(]~zn+l)f—1/2
0 0

A (n)

bn+3 /B ( l L

]
=B m) B Toam

Neglecting the fluctuations of F, one obtains therefore :

d(Fw )
o - 2(ntl); i+n/(n+l)
(Fw )140/(n+1) Aln)g [‘“?;“4 dL (5.14
0
and then for F(L = 0) = Fo :

A () (=)
(5.15)

- _ n/ (n+1)
<F(L)>—Fo[l g wo}

Eq. 5.15 shows in particular that < F > diverges at a finite
length and this expression makes sens below this length scale.
The above approximation is actually valid either at large LA

or at small v but at values of L such that F(L) has reached
large values (beyond the region where G(b) ~ b). This behavior
of F(L) can be explained as follows. The random term o +B (x)

is actually a white-noise, so that this sum can assume negative
values and this situation has been analyzed in the previous
section. In fact for negative o+B(x) and large F, the point

r =1, 8 =5 is reached by all orbits. This implies that F
increases very rapidly. Therefore, < F > can diverge at a finite
length. Beyond this length, the random variable F is described

by a singular probability distribution, for which < F >, < F2 >,

2n+? 1+n/(n+1) J—(1+1/n)
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diverge. Such a behavior would correspond to a complete gself-
repelling of the incident wave.

The above picture becomes more precise by working the
Fokker-Planck equation describing the evolution of F. Using
Eq. 5.9, the rate of variation of the fluctuations of F,

calculated over one period, is given by

%fk F2>—<F>2] = ZU’(n)g.ZF{EEE(n+])]1/(n+l)wgn[ggg(n+l)]Zn/(n+1)
' aw o
where : |
R T | aatzammy 12
0 0
3 4n+3 1 1
B(_: 21_1_‘_2)/ B(‘rz” 2 +2)

The probability distribution W(Ff;L) of F is then the solution

of the following Fokker-Planck equation

)
gl]j_ = __}\r (n)gwin %{[%(Dﬁ'l)] (2n+[)/(n+§)w}+u, (n)gwin _a_f
awo aF
.{2?[3-15H (nt1y 1 D/ D)y (5.17)

oW
(o]

From this equation, ome deduces :

‘gi{ F o= K,(n)gw§n< (i’:_n (n+1))(2n+l)/(n+1)> >)\'(n)gw§n
o

(2u+1)/(n+1) (5.18)

(n+1)>

(5.18)
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This result shows that Eq. 5.15 gives actually a lower
bourd for <F >. This implies in particular that < F > diverge
> >, .
at a length L <L  , where L” is given by

>

= (2n+1) / (n+1) (IWOFo)—n/ (n+1)

I ' o
[ (1 + E)/X (n)J(ETE:T))

1
2
In particular, at large W where FO = aw:/Z(n+1), L” assumes
the following simple form

7 = 5%- [)\'(n)gngqI (5.20)

This means that < F > diverges more and more rapidly either
at large g (strong disorder) or at large w_ {(large power).
Furthermore, < F© > diverges at finite L for every

. +
integer m > 0, and this because %—-< ooy o= <Fm+n(n D >,

L
. >

Assume now that beyond this lemgth (L, <L ), WFE,L)

reaches (if any) a stationary distribution. Then Eq. 5.17

leads to the following behavior for such a disttibution

F‘(2n+1)/(n+l) -n(2n+2)

W(F,L) = A, + B.F {(5.21)
at large F and large L. This means that the stationary distri-
bution does not exist., All the moments (as well as their

derivatives) diverge : in particular such a distribution is

not normalizable,

(5.19)
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6. CONCLUSION

The main results of this paper have been summarized in
the abstract and the introduction. In this final section we
discuss some general features of our results and a number of
open problems,

[. It is clear that the formalism we used here permits
us to investigate a large class of problems, where non
linearities enter through the intensity of the wave field.
We have limited our attantion to a simple form f(u) = u of
non linear terms in the wave fisld equation, but the derived
results are actually very general and hold for different
distributions of disorder. The generic behavior of transmis-
sicn can be understood from Eq. 2,10 : w(L) = w(O)/(!-r(L)).
Due to the random potential, the reflection coefficient
increases and this results in a sensible enhancement of the
non linear terms. For instance, in the case of fixed output,
the usual exponential decay will dominate only at short
distances or for very weak non linearities. At large length
scales non linear terms dominate the transmission behavior
and this can be viewed as a breakdown of the backscattering
mechanism. The absence of a superposition principle is actually
at the origin of this behavior.

2. Neglecting the generatim of harmonies is not a
gerious limitation to our results : a higher group velocity

corresponds to a larger localization length £ and then a
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weaker sensitivity to disorder. This approximation can be
expressed in termsof a length scale condition for the range
of application of the results.

3. The problems worked in this paper are relative to
the stationary regime. The stability of such regime has not
been addressed here and is still a completely open question.

4, Transmission through optical fibers are probably
potenéial candidates for an experimental realization of the

systems investigated in this paper.
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FIGURE CAPTIONS

Fig. 1 : A typical characteristics (w,L), obtained by nume-
rical integration of Hg. 2.9 (wo = 0.1} for £{u) = u
and with a white-noise potential V{(x), corresponding
to a localization length £ = 45. The insert shows
some orbits of the dynamical system : {a) w, o= L,

(B) w, = 10 in the absence of disorder and (c¢) a
perturbed orbit by randommess.

Fig, 2.: Typical orbits (RI’RZ) in the absence of the random
potential, at W, o= w(a) and w03> 1 (b) respectively.

Fig. .3 : Orbital motion in the phase space (r,8), 0 Sr < L.

Fig. 4 : Oscillatory behavior of the characteristics (w,L) of
erigin wg-

Fig. 5 : Folding of the characteristics (w,L) as function of L.

L and L, are the periods of minima and maxima :
m

M
-n/2 Fn/(2nv2)

L N~ ow L.
m

M
Fig. 6 : Schematic plot of the function G(b) used in the text.
The values bO and bl of b are associated with the

position of the turning points, of the periodic:mation

at fixed level 2ZF.

Fig. 7 : Diffusion like motion, towards large F, under the

action of the randem potential.

Fig. 8 : Schematic behavior of the upper and:lower bounds
rl(L) and rz(L) of the reflection coefficient.

l+1/n and w le/n show

Fig. 9 : The two dashed lines ! w AL
the asymptotic envelops for the characteristics {(w,L).

Fig. 10 : Folds of a typical r{L).
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Fig. 11 : Schematic picture of the function G(b) (as in Fig. 8)
for small ([OL| « 1) and large {io&{ * 1) non linea-
rities. Here b" refers to the unstable fixed point
and b . is the initial wvalue of b.

min
Fig., 12 : Orbital motion in the phase space (r,8), 0 S<r =1,

for negative values of o (compars with Fig. 3).
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CONCLUSTON

Pour terminer, rappelons quelques th2mes qui ont été abordés
dans cette thése. Nous avons eu 1'occasion d'insister & plusieurs re-—
prises sur l'image de la localisation comme résultat d'une interférence
constructive associée aux deux sens de parcours possibles d'un chemin
fermé. Ce phénoméne se révéle 8tre trés pur et trés sensible a diverses
perturbations, en particulier la présence d'un champ magnétique, la mo-
dification de 1'énergie incidente de la particule et 1l'introduction
d'une non-linéarité dans le milieu, trois mécanismes ayant fait l'objet
de ce travail. Les méthodes employées ont été principalement de deux
natures différentes. Dans un premier temps, nous avons utilisé la théo-
rie de la localisation faible, qui repose sur un calcul de perturbations
de la conductivité moyennée sur les réalisations possibles du désordre.
Cela aboutit & une description quantitative trés satisfaisante des os-
cillations de magnétorésistance observées dans des réseaux de conduc—
teurs normaux, De maniire complémentaire, mous avons ensuite cherché i
obtenir des renseignements sur la distribution de probabilité de la ré-
sistance. L'idée, exposée de maniére détaillée au chapitre IV revient
3 suivre 1'évolution des quantités physiques intéressantes (coefficient
de réflexion notamment) lorsque l'on ajoute au systéme un élément dé-
sordonné infinitésimal. Ce procédé engendre une équation différentielle
(aux dérivées partielles lorsque 1'intensgité de 1l'onde intervient, dans
le cas d'un milieu non linéaire) stochastique, que l'on transforme en
équation de Fokker-Planck pour 1'évolution de la distribution de proba-
bilité. Pour l'instant, ce genre de méthode ne convient gu'aux systé-
mes unidimensionnels ou avec un petit nombre de canaux de propagation,
Dans le chapitre II, nous retrouvons sur 1'exemple de la période des os—
cillations de magnétorésistance la propriété des systémes quasi unidi-
mensionnels d'8tre parfois trds mal décrits par les valeurs moyennes :
la période d'oscillation de la distribution de probabilité peut diffé-
rer (par un facteur 2) de celle d'un échantillon. Un critére simple

pour la périodicité de la distribution de probabilité se dégage : elle
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vaut h/e en général et h/2e lorsque lz loagueur caractéristique asso-
cide au désordre {libre parcours moven) est inférieure & la taille des
boucles. A ce propes, nous avons souligné 1'importance des détails mi-
croscopiques du modéle (concentration des impuretés, amplitude des
fluctuations de potentiel). L'adéquation entre le comportement d'un
échantillon et celui de la valeur moyeme requiert la présence d'un
grand nombre de boucles et le choix de grandeurs auto-moyennantes com-—
me le logarithme du coefficient de tramsmission. Le chapitre III ncus
a permis de voir que la modification de l'énergie incidente de la par-
ticule agit avec trols longueurs caractéristiques différentes selon
que 1'on considére les moments positifs, les moments négatifs ou le
logarithme du coefficient de transmission, effet gqui résulte de 1'élar-
gissement considérable de la distribution de probabilité dans ces sys—
témes. Enfin, nous présentons des résultats sur 1'influence d'une non-
linéarité (équation de type Schrddinger mon linéaire) : atténuation en
lol de puissance de la lomgueur du coefficient de transmission, lorsque
1'on travaille 3 intensité sortante fixée et atténuation expenentielle,
aprés un régime transitoire dans le cas ob 1'intensité entrante est

imposée.

Les deux types de méthodes évoquées apparalissent deonc comme
complémentaires, Le probléme de passer de 1'un & 1'autre nous semble
important et non complétement éclairci. Partant de la théorie pertur-
bative, on peut rejoindre la distribution de probabilité em faisant un
calcul des moments de cette distribution. Dans 1'autre sens, 11 est in-
téressant de cherche r & augmenter le nombre de canaux dans des systé-
mes quasi unidimensionnels afin de pouvoir travailler directement sur
la distribution de probabilité en dimeasion plus grande que un. Peut-
gtre faudra=t-il imaginer ume théorie d'échelle portant non plus sur la
conductance moyenne mals sur sa distribution de probabilité 7 Dans cet-
te dernidre éventualité, comment interviennent les détails microscopi-

ques des modéles (distribution de probabilité du désordre) ? Ces ques-

ticus nous sont seulement suggérées par ce travail. Trés certainement
leur portée s'étend au~deld du seul probléme de la localisation pour
rejoindre d'autres domaines ot le désordre joue un rdle essentiel, qui

n'a pas fini de nous surprendre !







DOUCOT BenoTt

Sujet : "Efpets cohdrents dans Les systimes désorndonnés"
Osciffations de magnétonésisfance dans des késeaux
de. métaux wommaux - Ingluence d'une non Linfaritd
die miliew”

Résume

Cette thése a pour théme principal 1'influence du désordre
sur la propagation d'une particule ou d'ume onde. Dans le premier cha-—
pitre, nous développons une méthode de calcul des corrections quanti-
ques a la conductivité électrique -dans une gdométrie de réseau, dans
le cadre de la théorie de la localisation faible. Nous présentons des
calculs complets pour différentes géométries (vréseaux carré et nid
d'abeilles, dehelies, tamis de Sierpinski). Ces calculs sont confron—
tés & des données expérimentales récentes sur les oscillations de ma—
gnétorésistance de réseaux conducteurs normaux. Un trés bon accord
quantitatif est obtenu. Le second chapitre pose le probléme de la .pé-
riode des oscillations de magnétorésistance dans un systéme désordon—
né. Nous montrons que la distribution de probabilité de la résistance
d'un systéme de boucles en gérie oscille avec la périede h/e (flux par
boucle) ou avec la période h/2e, selon que le libre parcours moyen est
supérieur ou inférieur 2 la taille des boucles. Nous soulignoms le
r6le des fluctuations d'échantillon & échantillon dans ces systdmes.
Dans un troisiéme chapitre, nous étudions l'influence d'une légére va—
riation de I'énergie incidente sur les propriétés de transmissiom’ ‘
d'une chaine unidimensionnelle désordonnée. Plusieurs lonmgueurs de dé-
corrélation apparaissent selon la quantitéd physique considérée. Enfin,
le dernier chapitre s'intéresse &4 la transmission d'une onde dans un
milieu unidimensionnel désordonné et nen-linéaire. A ipntensité entran-—
te fixée, on retrouve une atténuation exponentielle de Ia transmission
avec la longueur. Par comtre, 4 intensité sortante fixée, la non linéa—
rité 1'emporte et une décroissance polynomiale apparait.

Mots clés ! Localisation d'Anderson - Localisation faible - Effet
Aharonov-Bohm - Effet Sharwin-Sharvin - Equation de
Fokkern-Planch - Fluctuntions d'échantillon & échantillon -
Equation de Schrddinger non Linéaine stochastigue.






