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L'objet de cette th&se est de présenter et de discuter
quelques problémes reli&s i la propagation des ondes dans les milieux
désordonnés. Les deux mots—clés sont ici déja prononcés, il s'agit
d'onde et de milieu désordonné. Par le terme d'onde, nous voudrions
recouvrir um concept assez large pouvant décrire la nature quantique
des particules, les &lectroms par exemple, mais aussi des ondes "clas-
siques" : &lectromagnétiques, hydrodynamiques, phonons,... Par milieu
désordomné, nous entendons un milieu comportant des impuretés ou des
inhomogénéités qui en brisant la symétrie de translation provoquent
des collisions de 1'onde qui se propage. Un des objectifs prinmcipaux
de ce travail est d'étudier les effets associfs i la diffusion multiple
de 1'onde, i.e. d'évaluer la contribution aux propriété&s de transport
macroscopiques de tous les ordres de diffusions (c'est-a-dire au-del2 de

1'approximation de Born !).

Bien entendu, ce travail se place logiquement dans le cadre
du probléme de la localisation, domaine immense dont les traits carac-
téristiques sont esquissds dans le chapitre I, afin d'expliquer la
problématique de notre démarche. Nos motivations ne se sont pas réduites
3 8toffer un peu plus ia gamme des problémes relevant de la localisation
en y introduisant 1'effet des ondes plus "classiques", mais ont plutdt

consisté 3 étendre la g3néralité de ce probl&me en essayant de montrer

qu'il devient pertinent d&s que l'on essaie de d&crire le problime de

la propagation d'unme excitation quelconque, poss&dant une phase, dans un
milieu susceptible de la diffuser un grand nombre de fois. Ce probléme
devient d&s lors indé&pendant de la nature des excitations et des carac-—

téristiques du désordre,

Cette thdse est divisde en deux parties bien distinctes. La
premiére partie traite de la propagation dans des milieux dé&sordonnés
unidimensionnels. Ceux-ci longtemps considér&s comme des mod&les théori-
ques quelque peu académiques, ont néanmoins permis de montrer comment
le comportement ohmique usuel devait étre remis en question lorsque
1'on prenait soigneusement en compte les effets de phase des &lectrons
qui se propageaient. Dans cette perspective, nous &tudierons dans le

chapitre II, un mod&le simple de chalnes d'imp&dances aldatoires




en

permettant de décrire les caractéristiques les plus générales d'une
onde se propageant dans un milieu désordound de taille finie. On montre
alors que l'onde incidente de fréquence @ a son comportement entifre-
ment caractérisé par son coefficient de transmission €(w, N) oii N est
la taille de la chafne. La bonne variable aldatoire extensive du
probléme, i.e. admettant une loi limite centrale pour N grand, est

G, ). Le comportement de la valeur moyenne,< 4n% > = - ET%T"
permet alors d'introduire la longueur caractéristique E(w) décrivant
les phénoménes pré&sents dans la chaine (localisation, diggipation,
superposition des deux). Les exposants, £(u) « w ¥ , associés 3 ces

phénoménes sont universels et ne dépendent donc pas de la distribution

du désordre sauf dans la limite de désordre fort pour laguelle les moments de

cette distribution peuvent diverger.

La forme du coefficient de transmission nous permettra
alors dans le chapitre ITI de calculer la conductance thermique G(L,T)
d'un milieu de taille finie L, 3 la température T en évaluant attenti-
vement la contribution des deux types de modes pouvant exister dans un
tel systéme : des modes ballistiques de basse dnergie et des modes
régonants 4 plus haute énergie, localisés aléatoirement Ile
long de la fibre. Nous montroms alors que si G(L,T) a un régime
universel 3 basse température indépendant des caractéristiques du
systéme, il apparafit par contre i haute température des fluctuations
qui rendent compte de l'extréme sensibilit& du coefficient du transpert

macroscopique G, & la structure du d8sordre & 1'dchelle microscopique.

Ces fluctuations relatives de G ne s'éteignent pas d'une manisre stan-
dard (Lﬁl/z) mais beaucoup plus lentement. Par ailleurs, ce mode de
transport du "type Landauer' n'est pas le seul pouvant exister dans ces
systémes. En particulier des mécanismes du type "Mott hopping"

peuvent apparaitre i plus haute tempé@rature. Nous étudierons domc dans
le chapitre IV ces deux régimes ainsi que 1'interpolation entre eux.
Finalement, dans ce méme chapitre, nous nous attacherons & déterminer
la forme exacte des modes résonants localis@s ainsi qu'une expression
analytique du coefficient de transmission qui leur est associé au moyen
d'un mod&le exactement soluble. Nous comparerons enfin ces résultats

aux travaux numériques.



La seconde partie de cette th&se est dévolue au probléme
de la propagation dans des milieux désordonnés de dimensionalité 2 ou
3. Nous avons voulu avec le chapitre V &tendre dans un premier temps
le probléme de la localisation faible, i.e. du régime intermédiaire
entre la localisation forte et unm comportement du type Boltzmann,
au cas des phonons se propageant dans un milieu dé@sordonné.Nous mon-
trons que l'effet de la localisaticn faible sur le coefficient de
diffusion peut s'obtenir d'une fagon générale au moyen du rapport de
deux temps caractéristiques, indépendant de la nature du dé€sordre,

de la statistique du systéme et de la dispersion des excitations.

_ Le chapitre VI montre comment les id€es précédentes peuvent
expliquer les anomalies de transport dans les verres. On sait en effet
que ceux-ci présentent au voisinage d'ume température caractéristique

TX

[}

10 K un plateau pour la conductivité thermique ainsi qu'un fort
exc@s de chaleur spécifique. Ces effets peuvent 8tre interprétés comme
dtant dus 3 une forte ré&duction du libre parcours moyen de transport
jusqu'd des valeurs de quelques dizaines d'Angstrdms seulement. Nous
montrons alors que les effets de localisation faible couplés &
1'anharmonicité entrainent une réduction importante du libre parcours
moyen ainsi qu'un fort excés de densité d'états pour une méme tempéra-

et 4
ture caractéristique T .

Finalement, les chapitres VII et VIII reprennent d'une

facon générale le problE&me de la localisation faible pour une onde
quelconque, et le décrivent comme le dernier effet coh&rent pouvant
survivre lors de la diffusion multiple des ondes. Cet effet cohérent
résulte d'interférences qui ont lieu entre les chemins de diffusion

de 1'onde et leurs homologues renversé& dans le temps correspondants &
une méme séquence d'&vénements de collision. On peut alors caract@riser
entirement cet effet coh8rent dans 1'approximation de diffusion et
ainsi rendre compte de la correction en A/% & la constante de diffusion
dans le milieu (A @&tant la longueur d'onde et % le libre parcours
moyen &lastique). Cette correction est la premi@re &tape d’'un processus
de remormalisation du libre parcours moyen de transport associé i la
diffusion multiple, qui est obtenu par un développement en &

autour de la dimension critique inférieure 4, = 2. Celui-ci permet




de mettre en &vidence un seuil de localisation pour les ondes & d > 2,
analogue & la transition d'Anderson et d'dtudier le comportement cri-
tique autour de ce seuil. Nous montrons finalement dans ce chapitre VII
comment ces effets d'interférence se manifestent de fagon macroscepique
par une valeur deux fois plus grande de 1'intensit& rétrodiffusée dans
un céne d'ouverture A/ autour de la direction d'incidence de 1'onde
sur un milieu semi-infini. Le chapitre VIII est alors dévolu & l'analyse
des résultats expérimentaux obtenus qui démontrent 1'existence du cdne
de rétrodiffusion cohérente et & 1'dtude de 1'influence sur ce cdne deg
effets d'interface, d'absorption de la lumidre et de fréquence (modula-
tion de la lumidre incidente). L'extension de ces considératicons au cas
de la propagation dans des structures fractales sera aussi discutée

dans ce dernier chapitre.



CHAPITRE I

UN DREF HISTORIQUE DE LA LOCALISATION






La nature du transport et particulirement de la conduction
Electrique dans les milieux ordonnés {(milleux cristallins) est une
chose bien comprise dont 1'origine se fond avec les débuts de la
mécanique quantique. Dams un systéme qui admet une symétrie de trans-—
lation, les &tats propres d'un &lectron sont des ondes de Bloch
étendues et cohérentes sur l'ensemble du cristzl. En fait, dans un tel
cristal parfait et infini (cf. Fig.I.1) il n'y a pas de diffusion (au
sens de la mécanique quantique) du moins & T = 0, ce qui a pour consé-—
quence que la conductivit@ comtinue est infinie. Autrement dit, si
on définit T comme le temps caractdristique moyen entre 2 collisionms
dlastiques d'un électron sur des impuretés, alors le cas du crisgtal
parfait correspond & T + =, ou de la méme facon & un libre par-
cours moyen €lastique £ = Vet infini (VF gtant la vitesse des e au
niveau de Fermi). La divergence de % ou de T est Equivalente au fait
que 1'onde de Bloch pour 18lectron est cohérente de phase sur 1'ensemble

du ecristal.

Cependant, le cristal parfait est un modéle théo-
rique qui ne représente la réalité physique que de fagon approximative.
En fait, dans les systémes usuels, le désordre est toujours présent,
méme s'il peut 8tre traité & des degrés et avec des approximations
différentes, Considérons tout d'abord le cas faiblement désordonné ol
le milieu &tudié peut &tre décrit comme un cristal parfait avec
"quelques" impuretds en demsité n (cf. Fig. I.2) qui peuvent 8&tre
traitées comme autant de centres diffuseurs. On sait alors encore
calculer la conductivité Electronique dans un tel mod&le et d&finir

un temps de collision &lastique fini 1 correspondant & la perte de

cohérence d'une onde de Bloch, La conductivité continue devient finie
nect

et est donnée par : ¢{0) = oli e est la charge de 1'électron

m sa masse effective rendaﬂ#compte de la structure de bande du sys-
téme. o, est souvent appelde conductivité de Boltzmann, car elle peut
directement &tre déduite de 1'é&quation de tramsport de Boltzmann. A
température non nulle (T # 0), 1'électron peut de plus &tre diffusée
de facon inélastique par les phonons par exemple, de telle sorte que

non seulement sa phase mais aussi son énergie relaxent. Toujours dans

1'approximation classique de Boltzmann, on peut calculer ia
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conductivité totale & basse temp&rature qui peut se mettre sous la

forme (ré&gle de Mathiessen) :
o(T) =g ~ AP (L. 1)

Dans cette approximation de "scattering faible", si on
augmente la température, la conductivité doit diminuer et donc A > O.
On sait d'autre part &valuer 1'exposant p suivant la nature des proces-
sus inélastiques et en général on a p 2 (par exemple p = 2 pour 1'inter-
action e —e dans le cadre d'une théorie de Landau des liquides de Fermi

(1U

pour les métaux . Dans la limite de fort désordre, le traitement

de 1'intégrale de collision dans 1'éguation de Boltzmann n'est
plus valable et 1l'approche généralement employée pour &valuer les
coefficients de transports consiste Z redéfinir une p&riodicité moyenne
du milieu de fagon i appliquer les comncepts précédents ; c'est 1'esprit

de 1l'approximation du potentiel cohérent (CPA)(Z).

Bien que ces approches aient réussi
avec succés 3 expliquer nombre de résultats expérimentaux, de trés
nettes déviations ont Eté expérimentalement mises en évidence, durant
ces quinze derni8res anndes .+ Alors que la variation
do/dT est toujours négative dans 1'approximation de "scattering faible"
donnée par (I.1), Mooij (1973) a mis en évidence(3) dans un grand
nombre de conducteurs métalliques une variation dg/dT > 0 dans un
régime oll ¢ devient inférieure 3 des valesurs de 1'ordre de 100 (uQcm)_I
D'autre part, l'essor récent dans le développement de microstructures
et de milieux de faible dimensionnalité, typiquement d = | et d = 2,
a permis de mettre en &vidence une wvariation do/dT > 0
toujours en contradiction avec 1'approximation de "scattering faible" (4).
Mais, surtout ces systémes semblent &tre des lsolants 3 température

(5)

nulle™””, Enfin, la dépendance de ¢(T) est, 2 basse tempéra-—
ture, beaucoup plus faible que celle prédite par (I.1), c'est-a-dire
avec des exposants p plus petits (typiquement p = 1/2 pour

des milieux tridimensionnels Y.

Ce faisceau de résultats expérimentaux

convergealt en un point orécis : la thdorie de Boltzmann ou ses



succéddanés &taient inad@quats et il fallait introduire de nouveaux
concepts pour traiter plus complEtement le probléme du transport dans
un milieu dé&sordonné&. En marge de ces résultats, plusieurs approches
ont t& tentees pour expliquer le comportement i1solant #

température nulle. Tous les mécanismes proposés invoqualent des
interactions anormales pour expliquer la tendance 3 devenir isolant
glectrique : 1interactions éElectrons—électrons. (6)
(Bubbard, 1964), structure de bande anormale(7) (Mott, 1974), créa-
tion d'excitonéa)(Kohn, 1967), piggeage des Electrons par les pho-
nons(gé,(Toyozawa, 1961), etc. En fait, méme si ces mécanismes
existent, ils ne donnent pas une explication universelle aux anomalies

obgervées expérimentalement.

Finalement,ce sont deux travaux fondamentaux, qui ont permis

de repenser compl&tement le probléme du transport en milieu désordonné.

(1

Le premier de P.W. Anderson 0) {1958) introduisait le concept de

localisation et indiquait les conditions d'absence de diffusion des
4D (1970),

quelque peu iconoclaste, mettait en cause la validité de la loi d'Ohm

glectrons en milieu désordonné. Le second de R. Landauer

pour 1'association en série de barridres quantiques distribufes alé&a-
toirement le long d'une chaine., Les id8es développées dans ces deux
travaux é&taient audacieuses et il faut bien comprendre que parmi les
nombreuses approches déjid existantes utilis&es pour traiter des pro-
priétés des milieux désordonnés, elles ont constitué une vision
révolutiomnaire du probléme en ce sens qu'elles mettalent en lumiére

la nécessité de traiter ces questions d'un point de vue statistique

et non pas en se contentant de valeurs moyennes souvent inefficaces.
Elles restdrent donc dans l'ombre jusque vers la fin des ann&es 1970, date

(

12) {association de blocs) et de

(13)

laquelle les travaux de D.J., Thouless
E. Abrahams, P.W. Anderscn, D. Licciardello et T.V. Ramakrashnan
(groupe de renormalisation) ont achevé de nous domnner une nouvelle

vision du transport en milieu al&atoire.

Mais avant de poursuivre sur un aspect plus
"moderne" du probléme, revenons aux deux idées initiales afin de

montrer leur complémentarit&. Tout d'abord celle d'Anderson :

(Wil




Le but &tait d'aboutir & la localisation & partir d'un
modéle contenant un minimum d'ingrédients, i savoir, un &lectrom sans
interaction 14ché dans un paysage désordonné. Une telle situation

peut 2tre décrite par l'hamiltonien de liaisons fortes :

H= fe, cie, +3 V., cl c, (1.2)

;1 1 ii "1 73
o les termes de transfert vij peuvent &tre supposés constant (V) sur
l'ensemble du syst@me tandis que les &nergies e, en chaque site sont
distribues aléatoirement selon une loi de distribution de largeur W
du type de celle représentée sur la figure (I.3). Les opérataurs ey
ne sont pas restreints 3 des &lectrons mais peuvent tout aussi bien
décrire des spins ou des phonons par exemple. L'équation du mouvement
obtenue & partir de 1l'hamiltonien (I.2) est :

de.

. i
ih -&-t—— = Ei Ci + ? Vij Cj (1.3)

S1 W =0, i.e. dans le cas ol les &nergies ne sont pas
aléatoires, 1l'E&quation précédente donne une bande d'états de Bloch de
largeur ZV (Z &tant la coordination du réseau). Danms la limite de
faible désordre, W « V, la thdorie de Boltzmann s'applique et permet
d'introduire le temps moyen &lastique t et domc la relation (I.1), par
une théorie de perturbation sur les &tats &tendus de Bloch. On peut de
plus montrer dans cette situation, que la densité d'états en chaque
site est un continuum, correspondant donc 3 des &tats &tendus. Dans la
limite opposée de fort désordre, W » V, le mod&le d'Anderson montre
explicitement que 1'on a un spectre &nergétique discret correspondant
id des modes localis&s. Ce r@sultat peut 3tre obtenu toujours par
un développement de perturbation, mais d'une nature diffsérente du

précédent. En effet au lieu d'étre effectué sur des propagateurs du

Lype

eF, T = V@) —— 3. &N
i l E - Ei *

qui donnent, dans 1'espace réciproque, une quantité locale, Gy ? le
développement est effectué sur les fonctions Gii’ locales dans 1'espace

réel (i &tant 1l'indice du site). Une telle approche est justifide dans



la mesure ol une description & 1l'ordre zéro donne dans la limite de
fort désordre, des orbitales localis&es comme Etats propres du systéme.
Le développement de perturbation permet alors d'obtenir une "self-
énergie™ I, (E + ie ) définie 3 partir de la forme :

Gii(E + &) = L pour € =+ O,

E + ic ~E, - Zi(E + ig)

Cette '

‘self-énergie" est une variable alBatoire dont le développement
de perturbation est :

2
V.. V..v., V. .
L. = L A z 1) _Jk ki + ... {I.4)

i#] E - E. ji,k#i (E - E)(E - E
i#] ; jok#i ¢ J)( 1)

Sans entrer plus avant dans le détail du calcul, on peut

" néanmoins dégager les remarques cruciales suivantes :

1) Le densit& d'états du systéme s'obtient 3 partir de ImZ, qui est
aussi une variable al&atoire. Le point essentiel noté par Anderson est
que la densité d'états réelle du systéme ne peut &tre obtenue qu'a
partir de la demsité de probabilité totale de ImZi et nmon pas & partir
de sa valeur moyenne seulement. Cette remarque met du m&me coup en
défaut toutes les théories du type CPA dont la finalité est justement

d'approcher un milieu d&sordonné par un milieu moyen.

ii) Par contre, la fonction de distribution de Zi qui peut &tre calculée

au premier ordre du développement douné par (I.4) permet de montrer que

la densité d'états proportionnelle 3 ImG,, est constitufe d'une some infinie
discrate de fonctions § pondérées par des coefficients en série conver-
gente afin d'assurer la normalisation de la fonction d'onde. Une telle

forme de ImGii pour un systéme infini correspond effectivement 3 1'exis-—
tence d'8tats localisés dans le syst@me. Ces &tats sont localisés en ce

sens que leur enveloppe décroit exponentiellement avec une longueur

caractéristique £, dite longueur de localisatiom, telle que 3

V(@) | = exp( 1T - T.] /8) (I.5)

1

Enfin, il faut noter que la notion de seuil de mobilité ou ce que 1'on

appelle maintenant transition de "Mott-Anderson" peut 8tre obtenue dans




les limites du mod&le précé@dent. En effet, nous venons de voir que les
deux régimes de faible désordre (W « V) et de fort désordre (W > V)
correspondent & des spectres en énergie de natures différentes. Il est
d'autre part physiquement inconcevable que ces deux spectres Se racou-
vrent car il n'est pas possible de trouver un état isolant dans une
bande d'états conducteurs. Les deux spectres sont done disjoints et
leur fronti&re constitue un seuil de mobilité en énergie ou de transi-
tion du type métal-isolant. Cette singularité correspond i

une &€nergie pour laquelle aucun des deux développements de perturbation

précédemment Evoqués n'est valable,

Si riche fut~il, le mod&le d'Anderson ne remettait pas
directement en cause un des dogmes de la théorie du transport dans les
milieux désordonnés : la loi d'Ohm. Ce fut le mérite de 1'approche
complémentaire de Landauer.Il serait cependant injuste de la dissocler

(14) (15)

des travaux de Borland » et de Mott et Twose » qui prouvaient
rigoureusement que dans les milieux unidimensionnels, tous les modes
propres sont localisés avec la forme suggérée dans (I.5) et cela

quelque soit la force du désordre . L'apport fondamental du

modéle de Landauer est de mettre clairement

en évidence les effets de phase dans le probléme
de localisation. Plus précisément, considérons d'abord le probléme
du transport d'une onde 3 travers une barridre de potentiel caractérisée
par une amplitude de r&flection r et de transmission t comme cela est
schématisé sur la figure (I.4). Pour une densité n d'électrons incidents
sur la barridre, on peut calculer la constante de diffusion D comme le
quotient du courant de diffusion par le gradient de densité des &lectrons

conformément 3 la loi de Fick. Le courant est mesuréd par Tv, (ol Vo est

F
la vitesse de Fermi des électrons) tandis que le gradient de densité est

— — =

On obtient ainsi :

LV’F

D=2

% (1.6)

On peut d'autre part relier la conductance G de la barridre a D au

moyen: de la relation d'Einstein :



G.L = ean(EF) (T.7)

ol n(EF) est la densité d'états au niveau de Fermi., La combinaison de
(I.6) et (L.7) fournit alors :

e2
G="ﬁ-‘

el

(L.8)

Gette relation, aussi appelée formule de Landauer, fait apparaitre une
unité fondamentale de conductance e2/h =~ (4RQ}_1. file montre que la
conductance ¢ en unité de ez/h de la barrifre est simplement reliée

3 ses propriétés de "scattering. Que se passe-t-il maintenant lors

de 1'addition en série de deux barridres de caractéristiques différentes
comme cela est représenté sur la figure (I.5) ? En &crivant les ampli-
tudes de chaque cbté@ de chacune des barriéres et en moyennanit sur la
différence de phase entre elles, on cbtient :

P 1 2 (1.9)

(1 - Rl)(l - Ry

ofi g est la conductance en unité e2/h et Ry» R, les coefficients

de réflexion respectifs des barridres. La conclusion que
1'on tire de (I.9) est qu'elle viole la loi d'Ohm qui
imposeralit < g_l > = ;% + %% d'aprés (I.8), et que celle-ci ne

peut 8tre retrouvée que dans %a limite d'une ty&s bonmne transmission

(T1 = T, = 1) pour laquelle les effets de phase deviennent négligeables.
Si on réiteére la procédure N fois, alors on peut montrer que la conduc—
tance décroit exponentiellement avec une longueutr caractéristique £

qui dépend des propriétés de diffusion du systéme
sN/E (I.10)

Ce résultat, s'il donne le comportement attendu pour g, n'est
pas cependant complétement satisfaisant. En effet, comme on 1'a wu pour
le modale d'Anderson, ce qui importe pour un systme d&sordonng, c'est
la loi de distribution de g, ou mieux encore, de la bomne variable
extensive qui suivra une loi limite centrale. Ce fut un des mérites
supplémentaires d'Anderson(16) (1980) de montrer que pour um systéme

unidimensionnel, cette bonne variable est &nT, c'est—a-dire que 1l'on a :
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Fig. 1.4 : Transport d'une onde & travers une barrnitre de potentiel.
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<

Fig. 1.5 : Addition en série de 2 barnrnilres







<o+ gy s =W (1.11)

Je voudrais enchainer malntenant sur des approches plus
récentes et peut—atre plus parlantes du probléme de la localisation
apparues dans la fin des années 70, qui ont permis de donmer ume vision

(12)

plus "claire” du probléme. La premi&re de D.J. Thouless consista &
formuler le probléme de localisation en termes d'invariance

d'échelle. L'idée est la suivante : supnosons que dans un espace de
dimension d (généralement d < 3) on dispose de cubes d'un matériau
donné d'aréte L. Si on conmalt la nature des &tats propres et du trans-
port électrique pour un cube E€lémentaire, de volume Ld, la question est
de savoir si les caractéristiques de transport pour un cube de volume
(2L)d peuvent encore 8tre obtenues 3 partir d'un petit nombre de para-
métres. Un premier &lément de répomnse sera fourni par la nature des
modes dans le cube d'aréte 2L. Si ceux-ci restent &tendus, le systime
sera métallique, alors que s'ils deviennent localisé&s, le milieu
sera . isolant. Comment décrire la nature des modes ? Définissons
tout d'abord les deux &nergies caractéristiques qui apparaissent
naturellement dans le problZme. La premidre est 1’espacement moyen AE
des niveaux dans un cube &l&mentaire d'ardte L. On a AE = (N(E)Ld)_1
ot N(E) est la densité d'états. La seconde &chelle d'énergie SE mesure
la distance entre niveaux d'énergie de bl;cs voisins. Autrement dit,

SE mesure 1'énergie associe au transfert d'un &lectron d'um cube
glémentaire & som voisin. Si T est le temps associé & cette transi-
tion, alors &E = E% . Pour évaluer JE, Thouless suppose que T est

le temps caractéristique pour qu'un &lectron diffuse d'um bout & 1l'autre
d'un cube &lémentalire, soit T = L2/D(L) olt D(I.) est le coefficlent de

.~

diffusion de cette marche al&atoire & 1l'&chelle L. On a ainsi :

SE = —=— (L.12)
L2

Supposons maintenant que l'on construise une chaine pério-
dique par juxtaposition de cubes &lémentaires. Les &tats €l&mentaires
vont alors s'élargir pour former une bande dount la largeur est juste-
ment mesurde par l'énergie SE de recouvrement. D'autre part, la largeur
de cette bande mesure aussi la sensibilité@ des é&tats propres & une

modification des conditions aux limites{pour la chaine). Si ces &tats




_17_

propres sont localisés, alors SE(« AE) est exponentiellement petit et
ne va pas dépendre des conditions aux limites. Si ay contraire

SE » AR alors les états vont &tre Stendus dans tout le systéme et le
systéme aura un comportement métallique. Le rapport SE/AE apparalit
donc comme le paramétre pertinent pouvant décrire la nature du trans-

port dans le systéme. On a :

SE _ whD d
E D N(E)L
L
. 2 _ o .d-2
et puisque g = e"N(E)D et que la conductance G = gL , alors
88 _ 7h
F- 35 6 (I.13)

Ainsi, le paramdtre de Thouless SE/AE apparait comme la
conductance a-dimensionnée g{lL),c'est-3-dire exprimée en unité de ez/h,
d'un cube &lémentaire. Donc si g « 1,le milieu est isolant et si
g » 1 il est conducteur 3 l'&chelle L : g apparait comme le seul
paramétre nécessaire 2 une description compldte du systéme au cours

du changement d'échelle.

THEQRIE D'ECHELLE DE LA LOCALISATION

Une synthése de toutes les idées préc&dentes est donnée dans le schéma

(13) en 1979 par E. Abrahams, P.W..Anderson,

de renormalisation proposée
D.C. Licciardello et T.V. Ramakrishnan (bande des quatre). Cette
approche prédit complétement le comportement 3 température nulle de la
conductivité d'un systéme &lectronique désordonnd en dimensions i, 2
et 3. Les primcipales conclusions de ce travail sont qu'd d <2 i1
ne peut pas y avoir de vrai ré€gime métallique, tandis que pour

d = 3, un seuil de mobilit& marque une transition entre un régime
métallique et un régime isolant. La procédure de renormalisation

développée repose entidrement sur les idées de Thouless.

On a vu en effet que le degré de localisation des fonctions
d'onde dans un cube donné, d'ar8te L, est entidrement décrit par le

paramétre de Thouless g(L) qui n'est autre que la conductance en unitéd
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de ez/ﬁ de ce cube. L'hypoth&se fondamentale de la bande des quatre
consiste alors & dire que lors d'une dilatation d'échelle du type
L + bL, la seule quantit& pertinente pour décrire la conductance

g(bL) du cube dilat@ est g(L). C'est—#-dire que l'om a :
g(bL) = £ [b,g(L)]

ce qui sous forme différentielle peut s'écrire :

ding _
Tl R{g) (L.14)

Quels sont les comportements asymptotiques de B(g) ?

i) Dans la limite de g grand,omn sait d'aprés Thouless que l'on a des
8tats &tendus et donc un comportement ohmigue de la conductance pour
le systé@me macroscopique (i.e. pour L +~ = ) = Ej GLd_ avec umne
conductivité g indépendante de L. D'oft lim B(z) = d - 2.
g—)-OO

1i1) Ta limite de gpetit correspond 3 1'existence de modes exponentielle-
ment localisés dans le milieu et donc d'aprés les arguments initiaux
de Anderson & un comportement exponentiel de g du type : g(L) = goe_L/g
oii la longueur de leocalisation £ est celle introduite dans (I.5}. D'oll

B(g) = An(g/g,).

La seconde hypothé&se fondamentale de 1a bande des quatre
fut alors de supposer que la variation de B entre ces deux limites
asymptotiques &tait monotone et continue en fonction de g au cours de
la procédure de renormalisation., On obtient ainsi pour les différentes
dimensionalités d le comportement reproduit sur la figure {I.6). Deux

conclusions importantes sont i retenir.

i) Pour & = 2, la fonection B(g) est toujours strictement négative.

Donc il n'y a pas de seuil de mobilité& en dimension deux,
ni de régime de conduction du type métalliique & T = 0. En effet, lors
de 1la renormalisation (L + «) la conductance g tend exponentiellement

vers 0.
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BrdLnlg)/dsn(L) é
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Fig. 1.6 : Trajectoire de renormalisation de Lo bande
des quatre.



11) Pour d > 2 (domc en particulier pour d = 3), B(g) s'annule pour
une valeur -3 de 1'ordre de 1'units. Ce point fixe, instable, corres-—
pond 3 une transition entre un régime métallique (8 > 0) et un régime
isolant (R < 0). Le comportement critique peut &tre obtenu en linéari-
sant B (g) autour de g et en intégrant g i partir d'une Echelle
microscopique LD correspondant & un certain 2,- Du cBté conducteur

on obtient :

g = 2 (4-2)V (1.15)
m
g,78 2
-~ _ "o "¢ . & d-2 1 . ~pz
ot & = 5 > 00 % TR LO et G—est la pente en g, de f{g). Du cBté
igolant, on a de méme :
-lelL/L,
gV oe (1.16)

et donc v représente 1'exposant avec lequel la longueur de localisa-
tion & = L_ [el—-\J diverge & la transition. Il est important de noter
ici que la forme de 8(g) du seuil de mobilité g, oft ¢ s'annule
continfiment est en contradiction avec 1'hypoth@se initialement avancée
par Mott(IT) de 1'existence d'un saut de conductivité au seuil de mobi-
1ité qui rendrait la tranmsition m&tai-isolant du premier ordre. Fina-
lement, suivant la valeur g, a 1'échelle microscopique, la courbe
universelle 8{g) conduit dans la limite L + = & un comportement isolant

ou métallique suivant que g, < 8, U 8, ¥ B.-

LOCALISATION FAIBLE

Ce terme mal choisi mais d'appellation contr8lée décrit
la portion de la figure (I.6) correspondant & une faible déviation du
régime ohmique pour lequel ¢ est une constante indépendante de la
taille. Le régime de localisation faible correspond donc aux systémes
faiblement désordonnés pour lesguels on a(ls) kFﬂ » 1, kF étant le

vecteur d'onde au niveau de Fermi. En effet, on a

- Ld—2 - neZT d-2
€o Ok m o

-

or, i l'échelle microscopique, nous prendrons L0 = ¢ d'cl
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2
ne 1t ,d-2 . d-1
g , SoOit g~ (kF,Q,)

S " Tm
Cette limite correspond physiquement & un régime ol 1'onde plane de
longueur d'onde KF qui décrit 1l'électron subit des collisioms décor-
relldes sur les impuretés du syst@me. Le comportement de g peut dans

ce régime &tre obtenu par un développement de perturbation en g

(limite de faible désocrdre)} 3 partir de ;
B(g) =d -2 - alg + ... (I.17)

Ce ré€sultat peut aussi &tre obtenu d'une maniére plus
systématique en calculant dans la limite kFR » 1, les corrections &
la conductivit@ de Boltzmann au moyen d'un développement diagrammatique.
Ce développement a &€té& effectué pour la premidre fols par Langer et
Neal(lg). Ils ont montré en &valuant la somme des diagrammes de
Feynman pertinents 1'existence en dimension deux d'une singularité
logarithmique. Cette singularité disparait en dimension trois pour

(20)

laisser place & une correction & la conductivité ¢ (ou de fagon

équivalente au coefficient de diffusion D) de la forme :

L) = e2 (1 . 1
Y3d =05 " MY T
'”2 (1.18)
- e 4k
0,d(L) = o, 7 G

totalement en accord avec la relation (I.17). Nous n'insisterons pas
plus dans ce chapitre sur le développement de pertur-

bation d'une part & cause de som caractére technique et d'autre part,
parce que ces calculs seront repris en détail dans le chapitre V de
cette thése. Une interprétation physique trés belle et trés féconde a

(2)

€té donnée par Larkin et Khmelnitzskii por cette premiére correc-
tion au régime ohmique usuel. Nous avoms vu que l'existence d'impuretés
(en concentration suffisamment faible) pouvant diffuser les Electrons
se traduit par 1'existence d'un temps de collision &lastique moyen T ,
mesurant la relaxation de la phase de la fonction d'onde. Dans 1a
limite asymptotique des temps longs, ou d'un nombre de colliisions
importants, le mouvement de 1'Electron ob&it 3 une lei de diffusion
caractérisée par la constante

2T
F
D, =3
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Toute cette descrintion est entiérement classicue, en ce sens

qu'elle néglige 1'aspect ondulatoire requis pour une description quan-
tique de 1'électromn. Supposons maintenant que l'on d&sire &valuer la
contribution de cet #lectron au transport entre deux polints A et B,

en tenant compte des effets quantiques. A chague chemin i1 possible
reliant A et B,(cf. f£igure (I1.7)), on peut associer une amplitude de

probabilit& A, Soit P la probabilité totale pour aller de A en B,

on a o
P=]z A.|2
' 1
1
Soit W= £ l|al®+ £ A, AT (1.19)
: . 1 .. 1]
i i#]

Le premier terme de (I,19) représente la contributiom "classique' de
chaque chemin, i.2. celle obtenue en négligeant tout effet d'interfé-
rence ; c'est 13 1l'esprit de la théorie de Boltzmann, qui

est bien justifidepour le cas représenté sur la figure (I.7) par
exemple. Mals prenons meintenant une configuration du type de celle
représentée sur la figure (I.8) nour laguelle les points A et B
coincident. Il apparait alors une dégénérescence d'ordre deux associée
3 la possibilité pour 1l'électromn de parcourir la séquence de collisions
de A en B de deux facoms différentes, renversées dans le temps l'une de
1l'autre. Les amplitudes A, et A, associées sont alors égales (Al = A2 = A)
donnant lieu alnsi & une interférence constructive entre ces chemins.

Si on veut maintenant &valuer la probabilité P de retour au point de

départ (puisque A = B), on obtient :

Ainsi du fait de ces interférences, la probabilité de
retour a l'origine est deux fois plus grande que la valeur obtenue classi-
quement. On congoit alors ais@ment, que cette diffusion de nature
"quantique", sera plus faible que son homologue classique, puisqu’elle
augmente la probabilité@ de retourner sur ses pas. En d'autres termes,
cela signifie que dans un milieu désordonné, les "particules quantiques™
sont moins mobiles que les particules classiques, C'est 13 tout le secret

de 1'abaissement de copnductivité obtenu dans les relations
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Fig. 1.7 : Difhérents chemins assccdds au
transpont enthe A el B.

1~
K7

Fig. 1.8 : Dégénénescence associée & A = B.
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(I.18). La pertinence de cette interprétation a d'ailleurs &té
démontréeexpdrimentalement de facon spectaculairé?zeette idée sera
généralisée dans les chapitres V et VII. Pour conclure cette partie
dévolue & la renormalisation dans le probleéme du transport
€lectronique 3 T = 0, je voudrais tenter une remarque d'ordre plus

général,

L'emploi du groupe de renormalisation par la bande des
quatre représente plus qu'une application supplémentaire d'une méthode
dont la réputation n'est plus 3 faire. Le probléme ici est de donner
une solution du probléme de fransport macroscopique en partant d'un
point de vue microscopique, qui a permis de définir exactement leg
bons paramétres du probléme. Cette solution va au-deld des
méthodes utilis&es habituellement en physique du solide (liquide de
Fermi par exemple) et les extrapole. A part, peut-&tre le traitement
de l'effet Kondo dont les conclusions les plus fécondes relevaient
d'une approche similaire, le probléme de la localisation comme mod&le
permettant de suivre la renormalisation de la fonction de distribution
d'un hamiltonien aléatoire afin d'en obtenir les points fixes représente
une approche complétement nouvelle dans le domaine des milieux macros-—
copiques désordonnés. Finalement, il faut aussi ajouter, qu'outre cette
renormalisation directement effectude gur 1'hamiltonien, le problime de
localisation a &t& relid avec succés & des problémes de théorie des

. . N R . 23
champs, en particulier le mod3le ¢ non iinéaire, xenormallsable( ).

NATURE DES INTERACTIONS DANS UN SYSTEME LOCALISE

Une solution compl&te, méme esquissée, du probléme du
transport Electronique dans un systdme désordonné doit n&cessairement
inclure 1'effet de 1'interaction coulombienne. Il a longtemps paru
évident, que l'effet d'un potentiel d'impureté sur les propriétés d'un
gaz d'&lectrons en interaction &tait négligeable(27). En effet, toutes
les propriétés d'un tel gaz sont trés bien décrites dans le cadre d'une
theorie de Landau des liquides de Fermi, par 1'introduction d'un mombre
fini de param@tres phénoménologiques décrivant bien la renormalisation

des quantité&s physiques. Aussi , Altschuler ,» Aronov et Lee(25)
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produisirent un certain effet, en montrant que les fluctuations de
densit& électronique dues au désordre Introduisent # deux dimensions
des corrections logarithmiques 3 la conductivité, & la densité d'états
et 4 la chaleur spécifique. Ces déviations & la théorie des liquides
de Fermi sont importantes. Elles indiquent gue le r8le du désordre en
ré&duisant la diffusion des électrons; accentue les interactions entre
eux. On congoit alors qu'd trois dimensions, ces effets vont devenir
prépondérants au volsinage de la transitiom métal*isolant(26). Ce
-probléme est encore ouvert malgré deux récentes avancées obtenues 1'une

(27)

au moyen d'un mod&le de théorie des champs

(28)

, L'autre par un dévelop-
pement de ﬁerturbation prenant solgneusement en compte tous les
diagrammes présents. Une des conclusions principales de ces travaux

est la possibilité pour les interactioms coulombiennes d'induire dans
un systéme désordonné une transitiom métal-~isolant en dimension d > 2.
Une telle conclusion est bien entendu préoccupante, si om veut tester
expérimentalement dans un systéme &lectronique la validité des hypo-
th&ses de la bande des quatre, i.e. l'existence d'une transition métal-

(29)

isolant du systéme sans interaction.
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CHAPITRE II

MECANIQUE STATISTIQUE DES MILIEUX DESORDONNES 1D
CHAINES D'IMPEDANCES ALEATOIRES






I - INTRODUCTICHN

Le probléme de la propagation dans les milieux désordomnés
unidimensionnels est en fait beaucoup plus vieux que le concept de
localisation. Les premiéres études sur la nature des modes propres et
sur la propagation dans les milieux désordonné@s omt €t&@ effectudes en 1953

(1

par F.J. Dyson Celui-ci s'intéressait alors au probléme des medes de
vibration pouvant exister dans un réseau de particules de masse M
connectdes par des ressorts i leurs premifres voisines. Ce mod&le avait
pour ambition d'expliquer les propriétés des verres & basse température.
En fait, Dyson se limita 3 1'&tude du cas unidimensionnel pour lequel il
obtint analytiquement la densité d'&tats pour une distribution particu-
lidre des constantes de rappel (Lol de Poisson) et dams la limite asymp-
totique d'une chaine infiniment longue. Malheureusement, ce travail
n'apportait pas de résultat décisif sur la nature des modes propres, et

(2)

i? fallut attendre les années 60 pour que Mott et Twose d'une part et

Borland (3) d'autre part déterminent la nature des &tats &lectroniques
dans un syst@me désordonné unidimensionnel, tandis que Hori(a) et colla-
borateurs effectuaient le méme travail pour le probléme de la chaine
harmonique. Tous arrivaient 3 la m@me conclusion que les &tats propres
d'un tel systime sont localis@s en ce sens qu'en moyenne, leur enveloppe
décroit exponentiellement de chaque cdté du maximum. La largeur de ces
modes, i.e. la longueur de localisation, a pu &tre calculée pour cer-—

5)

tains mod@les : modéle de Lloyd( pour une Equation de Schridinger avec
un potentiel de Kronig-Penney distribug suivant une loi lorentzienne
(nous reviendrons plus en détail sur ce moddle dans le chapitre V),
nod&le de Dyson décrit précBdemment. Dans ce dernier cas, la longueur
de localisation varie comme &(w) « w—2 dans la limite ® = O pour le
mode d'énergie w. Il restait néammoins plusieurs questions non
résolues pour ce probldme, 3 savoir la stabilité de cet exposant 2
vis-a-vis du type de désordre, la modification éventuelle de cette loi
dans le cas d'un systéme de taille finie, la dé&finition de la bonne
variable pertinente pour décrire les propriétés de ces milieux et la
coexistence avec la dissipation. En fait, un travail considérable a
apporté ces dernires années des &léments de réponse, parfois décisifs

i certaines des interrogations posé@es ci-dessus. Nous ne citerons que




les Etapes principales. L'enjeu consiste @ donner une base plus solide
aux résultats de Landauer & partir de la nature du spectre des &tats
localisés. Ce fut le mérite d'Anderson, Thouless, Abrahams et Fisher(6)
que de dériver complétement une théorie d'dchelle du milieu unidimen-
sionnel bhase sur les propriétés de "scattering" d'ume barridre telles
gue les avaient définies Landauer. Cette théorie conformément aux
idées initiales d'Anderson consiste i trouver la "bonme variable alé&a-
toire' qui ait la propriété de moyenne additive et pour lagquelle le
processus de renormalisation conduit & une loi limite centrale. Cette
bonne variable est Zn® offi % est le coefficient de transmission du
milieu. Cette conclusion repose sur le théordme de Furstenberg(7) qui
assure la convergence en loi de 2n% vers une loi gaussienne. Plus

(8)

récemment, Azbel a retrouvé numériquement ces résultats tant pour le
probléme des &€lectrons que pour celul des phonons. Notre ambition dans
ce chapitre et dans la publication qui le suit est alors d'dtudier le
cas d'un milieu désordonné de friffe Ainde, comportant i la fols des
effets de Localisation et de dissivation que nous voulons traiter

dans le cadre d'un formalisme géné&ral de la propagation dams un milieu

désordonné unidimensionnel. Nous pourrons alors répondre aux questions

sur 1'universalité des différents exposants gui apparaissent.



II - DEFINITION DU MODELE - COEFFICIENT DE TRANSMISSION POUR UNE CHAIKE
DE TAILLE FINIE

Un milieu désordonné linéaire unidimensionnel de taille finie

peut 2tre décrit au moyen d'une chaine d'imp&dances (ou réseau en
échelle(io}) représentée sur la figure (IL.1). On suppose que le
désordre est introduit dans le milieu via les impé&dances Zi""’ ZN’
" tandis que les capacit@s C reliées 4 la masse sont toutes ggales. Le
: r8le de "wvide" extérieur,support des ondes incidentes, réfléchies et
. transmises, est assuré par deux milieux semi-infinis constitués de
 deux véseaux en &chelle LC, pour lesquels les ondes planes ont une

dispersion k = w / LC.

Dans le cas particulier ot toutes les impédances aléatolires
Z; sont de nature réactive, typiquement des inductances, le ré&seau en
Schelle décrit un mod&le analogue i la chaine harmonique dé&sordonnée
ou 3 l'équation de Schrddinger avec un potentiel aléatoire. Dans le
cas oil ces mémes imp&dances sont dissipatives (typiquement des r&sis-

tances), le réseau en &chelle décrit une marche aléatoire,

Ecrivons maintenant 1'équation du mouvement pour la chaine

donmée par la loi des noeuds en un point n quelcongue :@

- = LMCVH (II.1)

ol Vn est la tensionm au noeud n. Cette relation peut &tre décrite de
maniére &quivalente au moyen du courant I i travers l'impédance Zn :

I - ZIn + IIl = leZnIn (1I.2)

n-1 +1

Cette transformation quoique naturelle est une opération importante.
En effet, dans la représentation en courant donnée dans la relatiom

(I1.2), le désordre est dit diagonal car il n'intervient que sur le
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terme In central., C'est 1'équivalent dans le probldme de la chafne
harmonique par exemple d'un désordre sur les masses. Dans la repré-
sentation en temsion donnée par (II.1), le d&sordre est dit hors—
diagonal en ce sens qu'il affecte Egalement des sites différents.

C'est exactement 1'équivalent de la chalne harmonique désordonnée

avec une distribution aléatoire de constantes de rappel ou de spins(ll)
sur une chaine avec interaction aldatoire entre premiers voisins.

Cette dualité entre les représentations tension et courant démontre
1'&quivalence entre les modZles du type diagonal et hors~diagonal.

Nous nous cantonnerons donc ici 4 1'&tude de 1'équationm (II.2).

On peut définir un milieu moyen pour la chaine, & partir

des solutions de 1'&quation caractdristique

XZ - 2%(1 + 1%52

) +1 =0

(ol Z est la valeur moyenne des impé&dances Zn), qul admet des

solutions du type :

T =aA oLy ind (11.3)
n n n

- _ 10CZ N .

od cos ¢ = 1 + 5 et ol les amplitudes complexes An et Bn

obé&issent 3 l'8quation de continuitd :

# B iR, im0 g o ot (I1.4)
ot n -1 n-1

On peut alors définir une matrice de transfert unitaire Qn reliant les
amplitudes An et Bn du courant dans la liaison n & celles An—l et Bn_I

dans la liaison n-1 :

A A
n n-1
= en
Bn Bn—l
ol
=-2ing
I + En En e
g = (I1.5)
o 2ing
-£ e 1 - £
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— 2
wCz et ol =2
Zsing &n _ &n 7
de leur valeur moyenne Z des impédances Zn' Donc, les amplitudes AN

— 1 déerit les fluctuations autour

avec =
gn

et BN dans la liaison N 8 1l'extrémité de la chajne sont religas &

leurs homologues A et B du début de ia chalne par
N
= [I 68 (1I.6)

Afin dévaluer AN et BN’ on doit calculer le produit de
matrices apparaissant dans (II.6). Pour ce faire, nous allons effectuer
un développement de perturbation au premier ordre dans le terme de
fluctuation g, qui est l'&quivalent d'un dé&veloppement de Born dans

1'approximation d'une théorie de diffusion. On obtient alors

¥ N -2in
A= AL+ I EY +B T E e ¢
c n 0 n
n=1 n=1
(I1.7)
N . N
- 2ing
BN - Ao L En e * Bo<1 -2 gn)
n=1i n=1

Le coefficient de transmission est obtenu & partir de conditions aux

limites de la forme

e + re n< O
1 =/ a ™ 4p T o<, <y (II.8)
bl n n

t elkn n> N

qui décrivent bien le probléme que nous nous sommes pos&, 3 savoir
celui d'une onde plane d'amplitude unité incidente 3 gauche sur le
milieu désordonné comportant une partie réflé&chie avec une amplitude
de réflexion r et une partie transmise avec l'amplitude t. Le coef-
ficient de transmission ¥ de la chaine est la variable al&atoire
définie par T = [t|2 et s'obtient en résolvant le syst&me linéaire
d'8quations obtenu en Ecrivant le raccordement des solutions donnZes
par (I1.8) 3 chaque extrémité de la chalne (cf. Eq. (l4) et Appendice

de la publication reproduite & la fin du chapitre).
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Pour obtenir une expression des longueurs caractéristiques
assocides aux ﬁhénoménes présents dans la chaine, il faut alors
considérer, conform@ment au calcul d'Anderson(6), ia bonne variable
de moyenne extensive, soit £n®%. Dans notre modéle, le caractdre
multiplicatif du coefficient de transmission associé au produit des
matrices de transfert sous-tend la nature extensive de %n®%. On peut
alors calculer ¥ng ofi ... représente la moyenne sur la distribution
des impédances pour obtenir finalement (cf. Appendice de 1l'article

reproduit en fin de chapitre) :

. 72 2
TnE = o] —0k - 2oy tme - Ni(—f)ﬂﬂ— (I1.9)
(& + k)

o ¢ dans la limite w = O des basses &nergies est donné par :
zZ,1/2
o= —we Bl

et ol of{w) est la variance de B

Examinons maintenant les différents termes de (I1.9)

bk

2

terme de "surface" qui reég Zo% te du désaccord d'imp&dance entre le
P

1) Le premier terme, fn | est indépendant de N. C'est un
milieu désordonné et les milieux semi~infinis. Ce terme s'annule
exactement si les caractéristiques du milieu moyen d&finies par

(IT.3) colncident avec celles des milieux extérieurs.

ii) Le second terme, —2NIm¢ , est extensif et proportionnel & la
partie imaginaire de ¢. Il décrit les phénoménes de dissipation
dans le milieu (R& Z # 0).

2 2
iii) Enfin, le dernier terme, o (w)4 [0 , Obtenu de fagon pertur-

bative, dépend de la variance du désordre o“ (w). Insistons sur le
fait que la nature extensive (i.e. proportionnelle & N) de ce dernier
terme n'est pas limitée 3 notre développement de perturbation mais
est une cons@quence générale du thdordme de Furstenberg(7) selon
lequel fn# V= Nf(w). Nous n'avens fait qu'obtenir une expres-

N &+ @
sion de f£(w) 3 basse fréquence.



IIT - APPLICATIONS

A. Chaine purement réactive

Ce cas correspond # une distribution des impédances Zn de
la forme Zn = 1w Ln’ oii les Ln sont maintenant des inductances aléa-
toires. Cette situation décrit, comme nous 1'avons mentionné plus
hauﬁ, le cas d'une chaine harmonique ofi la masse des atomes serait
aléatoire, mais aussi le mod&le d'un €lectron dans un potemntiel de
Kronig-Penney aléatoire. Si omn choisit maintenant L pour que le
milieu moyen coincide avec les milieux semi-infinis, les termes de
surface disparaissent et (II.9) se réduit alors & :

J= 2
New LCcL

In® = - — (IT.10)

puisgu'il n'y a pas de terme dissipatif. On dé&finit alors la longueur

. . - . o N . P
de localisation &{(w) 3 partir de &n¥ = ~ ?%57 , ce qui condult i basse
. . 4 = . . P
fréquence au résultat : E(w) = 5= - On retrouve ainsi un résultat
C

. . W~ Lo . .
connu, mals obtenu lci sur un system@ de taille finle sans aucune

hypoth&se sur la mature du désordre, si ce n'est que l'on impose une
distribution réguli&re pour laquelle tous les moments solent bien
définis. L'intérét de la formulationm en taille finie réside dans la
facon &quivalente suivante de présenter le syst@me : une telle chalne
d'impédances peut en effet aussi &tre considérée comme un filtre passe-
bas pour lequel le coefficient de transmission s'annulerait (em fait
tombe 3 des valeurs non mesurables) au-dessus d'une certaine fréquence
caractéristique W, . On sait en effet que le coefficient de transmission
pour un milieu unidimensionnel désordomné doit s'annuler dans la limite
d'un systdme infini. Ici pour N fini, on a une dépendance mc(N), oli @,
délimite une zone passante basse fréquence par opposition aux plus
hautes fréquences ofl ne subsistent que des modes localis&s. Une

facon simple d'8valuer la dépendance en N de w, est
d'dcrire que : N g E(mc) pour que le systdme soit passant soit :

0, (W) = N_l/z.
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B. Chaine purement digsipative

On considére maintenant le cas ol toutes les imp&dances
sont de nature dissipatives, typiquement des résistances : Zn = Rn'
Les modes propres du milieu moyen sont alors des ondes exponentiel-

lement atténuées et la relation (II.9) se réduit 3

— 1/2 U}:R. G O';
in® = - N(2&RQ) - N —— (IT.11)

Ainsi, & basse fréquence, le premier terme associd 3 la
dissipation pure domine la contribution provenmant du ddsordre
{(proporticnnelle & U;). D'autre part le mod&le dissipatif a 1 D
correspond au probléme de la marche aléatoire d'une particule classi-
que et il n’est donc pas surprenant d'cbtenir la longueur de diffusion

ED(m) & partir de :
anEg = - ——— (II.12)

oli gD(w) = (2 RC m)1/2 avec le comportement en fr&quence usuel. Ici
encore, le milieu peut &tre déerit comme un filtre passe-bas mais avec
une nouvelle fréquence caractéristique mC(N) = N_g. Comparée au cas
purement réactif, om voit domc que la largeur de la bande est fortement
réduite, ce qui nous améne 3 nous poser la question de la "cohabitation"

entre les deux ph&noménes de dissipation et de localisation.

C. Cas mixte : superposition localisation et dissipation

On a vu dans le paragraphe précédent que le comportement
dissipatif associ& i une distribution Zn = R est dominé par le terme
dii au milieu moyen. Aussi pour étudier le cas mixte nous nous
restreindrons par soucl de simplicité i une distribution du type
Zn =R + ian ol seules les inductances sont distribuBes alBatoirement.
I1 est i noter que nous nous trouvons ici dans ume situation oil juste-
ment la wariance gz(m) de la distribution dépend effectivement de la

fréquence :



2.2 L.2
UL(—)

Gz(m) = g =

Dans ce cas la relation (II.9) s'@crit :

3 =2
Tow = - N(2ure) /2 - M ER—C

2
op (IT.13)
Le premier terme de cette expression est le terme de milieu moyen
présent dans (II.1l). Le second, plus inté&ressant, est responsable des
effets de localisation. Une premire remarque est qu'Z basse fréquence,
domaine de validité de (II.13), il est toujours négligeable devant la
ﬁéntribution associ&e i la dissipation. En terme de longueurs caracté-
ristiques, cela se traduit par le fait que la longueur de diffusion

-1/2

assocife & la présence de dissipation, ED(w) < est beaucoup
plus courte que la longueur de localisation £(w) = w_3. Cette conclu-
sion, d'ailleurs physiquement prévisible, a son importance. Elle montre

en effet, que dans un milieu dé&sordonné unidimensionnel, lindaire, le

phénoméne de localisation ne peut pas &tre observé i basse fréquence
en présence de dissipation dans le milieu ; nous pensons que c'est 12
une des causes essentielles pour laquelle il est difficilement obser—
vable dans la version unidimensionnelle de 1'expérience de propagation

(12)

d'une onde de gravité em eau peu profonde .
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IV - EXTENSION AU CAS DE DISTRIBUTIONS SINGULIERES DU DESORDRE

Les vrésultats oprécédents nécesgsitalent
1'hypoth&se d'une fonction de distribution dont tous les moments
Etaient parfaitement définis afin de domner un sens au développement
(II.7). Une telle restriction est nécessaire si 1'on veut sauvegarder
1'universalité des exposants y associfs aux longueurs caract€ristiques
Elw) = o ”. Il est néanmoins intdressant, méme si ce probléme reste
quelque peu acad®mique, d'Etudier le cas oil on reliche cette contrainte,
En effet, nous voudrions tout d'abord savoir comment est cassde le
comportement universel des exposants v, mais aussi s'il est possible
en considérant certaines classes de distribution, de modifier 1'extrme
sensibilit®d de la localisation relativement & la dissipation. Considé-
rons pour cela le cas purement réactif &tudié em III.A. mais avec pour

fonction de distribution des inductances :

- -(2e
p(Ly = (1 = @) L; o = (2 (IT.14)
ol L € [LO, +o[ et o € ]0,I[ . Cette fonction est normée ,
mais tous ses moments divergent et donc on

ne peut plus définir de milieu moyen. Le calcul développg précédemment
n'est donc plus valable 3 partir de 1l'expression (II.l4) de p(L).
Pour pouvoir 1'appliquer & mouveau, nous allons tronquer p(L) jusqu'a
une valeur L définie comme &tant la valeur la plus probable de la plus
grande fluctuation d'inductance. Soit n(L) la probabilité que 1'induec~
tance L soit plus petite que L. On a :

L

- L

= pma-1- (11.15)
L —
[e]

La probabilit@ de trouver une chaine de N inductances aléa-
toires avec une et une seule fluctuation supérieure a L est nN_l(i—n).
Et donc la valeur la plus probable L de la fiuctuation la plus large
est obtenue en maximisant la probabilité nN—i(l—n), gsolt dans la

limite N graud :
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r—

N _ (T1.16)

| el
il
-

On d&finit alors la distribution tronguée p'(Ln) par :

p(L)  silL <1
p' (L) = : ' (II.17)

0 ginon

Tous les moments de cette distribution sont maintenant bien définis
mais dépendent de mani3re non triviale de la taille N de la chatne.
On peut dés lors appliquer les résultats précédents et dans le cas
purement ré&actif on obtient alors :

2_.
w2 L, ¢ yiT (I1.18)

o

O
e Y SR

Cette expression d&finit alors ume nouvelle longueur de

2

localisation : &£(w) = w '(luufz_a)dont le comportement n'est plus

universel mais dépend fortement des caractéristiques de la distribu-
tion. D'autre part, on a g € 10,1 [ , donc 1'exposant v = 2 . %E%
est réduit par rapport & sa valeur v = 2 obtenue précédemment. Cela
s'explique tr&s bien par 1'accentuation des effets du désordre qui
autorise maintenant 1'occurrence d'événements consistant & couper la

chaine.

Une question consiste alors 4 se demander si cette forte
diminution de £(w) ne peut pas produire un régime pour lequel les
effets de localisation deviendraient prépondérants par rapport i la
dissipation. Afin d'y répondre, considérons toujours des impédances
du type Zn =R + ian ol les inductances Ln sont distribuées suilvant
(II.14). On se raméne alors comme précédemment @ la digtribution

tronquée p'(L) donnée par (I1.17) pour obtenir en définitive

LZC 2
I- Tery
Dl (R = P (I1.19)

On constate alors que si 2/3 < g < 1, la longueur de localisation
devient plus petite que la longueur de diffusiom assocife & la dissi-
pation. C'est & notre avis la seule situation ot les effets de locali-
sation pourraient &tre observés en dépit de la présence de phénoménes

dissipatifs dans la chatine.
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V - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons essayé de dégager les caracté-
ristiques essentielles du probléme de la propagation des ondes dans
les milieux désordonnés unidimensionnels linaires de taille finie. La
propagation d'une onde de fréquence @ est complétement déterminée par
son coefficient de transmission %(w,N). Les longueurs caractéristiques

. des phénoménes pré@sents dans la chaine {(localisation~dissipatiom,...)
peuvent alors s'obtenir & partir de la valeur moyenne de la variable
aléatoire pertinente du syst@me (i.e. celle qui converge en loi vers
une gaussienne) 4n“% par la relation ¢o% = - E%%T . Nous avons
calculé £(w) & basse fréquence au moyen d'un développement de pertur-

bation au premier ordre en fomction de 1a fluctuation.

Nous avons de plus montré qu'en présence de dissipation dans
le systéme, on ne pouvait pas mettre en &vidence les effets de locali-
sation dus au désordre, sauf pour des situations extrdmes de désordre
ol les moments de la distribution divergent.

Enfin, nous avons montré que le syst3me est &quivalent 3
un filtre passe-bas caractérisé par une fréquence mc(N) dépendant de
la taille. wC(N) sépare une région de basses fréguences ofi les modes
sont passants et relativement insensibles au désordre d'une région de
plus haute frequence, ofl le coefficient de transmission est nul
(exponentiellement petit) excepté pour un ensemble de mesure nulle de
modes résonants correspondant 4 1l'ensemble des solutions propres de
1'8gquation du mouvement (II.2). Ces modes ont &td mis en &vidence

(8)

numériquement par Azbel et sont les modes localisé&s dont nous avons
parlé au début de ce chapitre., Nous reviendrons en d&tail sur leur forme
dans le chapitre IV. L'existence, pour un syst&me de taille finie, de
ces deux types de modes, et donc de mC(N) a une cons8quence fondamentale
sur la pature du transport dans ces systdmes qui est 1l'objet du

chapitre III.
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Résumé. — On calcule le coefficient de transmission d'une onde électrique de fréquence 4 travers un réseau
linéaire de dipdles électriques d'impédances aléatoires en fonction de w et de N, la taille du réseau. Deux types
de désordre sont étudiés : le désordre fzible ol tous les moments des impédances aléatoires sont définis et le désordre
fort o aucun de ces moments mest défini. Les longueurs caractéristiques associées aux phénoménes présents
simuitanément, de localisation et de diffusion sont obtenues 4 partir du coefficient de transmission, ainsi que la
fréquence de coupure du filtre passe-bas équivalent. Pour la plupart des situations, la dissipation impose sa lon-
gueur caractéristique et sa fréquence au coeflicient de transmission. Toutefois une situation particuliére est envi-
sagée ol le phénomeéne de localisation pourrait &tre observé en dépit des effets de dissipation ou de diffusion.

Abstract. — The transmission of an electrical wave of frequency @ through a random ladder network is calculated
at low frequency in terms of the scaling variables w and N (the size of the chain). Two classes of disorder are consi-
dered : weak disorder where all the moments exist, and strong disorder where no moment can be defined. The
characteristic lengths — localization or diffusion — are obtained from the transmission coefficient and the cut-off
frequency for the band jow-pass filter. For most situations dissipation impeoses its characteristic length and fre-
quency dependence on the transmission coefficient. A special situation is found where the localization phenomenon
could be observed above the dissipation or diffusion effects.

The problem of propagation of a wave in a one
dimensional random medium has now been studied
extensively and is well understood. It is established
that all the modes are exponentially localized while
the threshold of localization is the zero frequency.
The critical exponent v, for the localization length
&, = @ " has been found [1, 7] to be 2 for a weakly
disordered medium. However the question of the
universality of this value with the various kind of
disorder usually considered has not been answered
so far and constitutes part of the motivation for this
study. Alternatively, the diffusion of a particle in a
random one-dimensional medium has been also
studied extensively by various authots [8, 10} The
space-time scaling relation &, = ¢ or w™'® for
asymptotically long time or low frequency has been
obtained for various classes of disorder : vy = 1/2 for
weak disorder and v, < /2 for strong disorder. The
analysis of both effects — localization and diffusion —
has not been attempted and this represents the second
part of our study. This mixed situation is present
in many linear mechanical systems where dissipation
or viscous forces act simultanecusly with the reactive
or harmonic forces. A unified description of the most

general linear systems deals with an electrical network
built up with resistances, capacitances and inductances.
When only inductances and capacitances are present
the ladder network corresponds to a harmonic chain
[11-12] while the resistances and capacitances describe
the diffusion process [8].
This article is organized in 5 sections. In section i,
a general expression for the transmission coefficient T
of a propagating wave of low frequency o through a
chain of random impedances is obtained from the
lowest order term of a series expansion in the fluctua-
tions around the average impedances (in the appendix
the detailed calculation of this coefficient is reported).
The correct averaging is then performed and produces
the ¢ In T ) expression. The case of weak disorder
_is studied in section 2 and the new frequency depen-
dence of a mixed network — reactive and dissipative
impedances — is then obtained. For this mixed
network the dissipation plays the dominant réle at
low frequency. In section 3 the class of strong disorder
is considered for the random impedances, A new
expression for the localization length is deduced.
A special type of random chain is also studied for
which the effects of localization could dominate
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those of dissipation at low frequency. Space correla-
tions of phases are given in section 4 in terms of a
characteristic length while conclusions are drawn
in section 5.

1, The low frequency transmission coefficient of a
chain of length N.

We consider a sequence of N + | random impe-
dances Z, {n = 0, 1,2, ..., N) linked with two semi-
infinite ladder networks of seif-inductances L alter-
nating with equal capacities C (see Fig 1). Let ¥, be
the voltage at terminal »; the current equation at
node # for frequency w is :

Viooy = V., (V,,-V,,

n—1

zZ

4

n+1

“) =iaCV, . (1)

n

By using the current intensity 7, through the impe-
dance Z, in the section n, I, =(V,_, — V )/Z , the
current equation (1) can be changed into :

I =21+ 1, =inCZ, I, @)

where the disorder, via the impedances Z,, now
becomes diagenal. For ~_weak disorder, there is an
average value for Z, 1 Z, = Z and we start by solv-
ing the equation (2) for the average chain ;

Ly =21 +1I,, =iwCZI,. ()]

The solutions are given by the associated characte~
ristic equation

-2X(1+%CZ)+1=0. @
By defining :
Z
cos ¢ = 1 4 19CZ 5)

2

The solutions have the canonical form X = e
where ¢ can be a complex number. This step is useful
to define a basis for the disordered chain for which
the solutions of (2) are sought in the following form :

I,=A,e" 4 B g~in (6)

where A4, and B, can be complex numbers obeying
the continuity equation :

A" + Be ™ =4 _ e 1 B_ e (7)

o,
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The coeflicients of adjacent intensities are connected
by the transfer matrix :

An _ An—l
Zl-eli] e
1+ ¢, &, e dind
8, = {_5 oy e :! (8b)
where ~
wCy, Z
¢ = Ton (8c)
Z
= — - 1. 8d
=3 (8d)

Here ¢, or g, describe the fluctuations of the random
impedances around the average value Z. For the
random ladder network of figure 1, the coefficients
Ay and By, of the current at the section N are obtained
from A4, and B, by the product of the N transfer

matrices &, :
Ay _ X Ay
o)=L (o] ®

With the aim of determining the frequency depen-
dence of the characteristic length of this problem we
now expand the product to first order in the fluctua-
tions ¢, (equivalent to the Born approximation in
scattering theory) :

g N
1+ Z {:n Z &ne—limﬁ
N =1 n=1
{16 = N N (10)
n=1 — Z én ezfrrqb 1 — Z in
n=1 n=1
which gives the relations :
¥ N )
A, = AO(I + ¥ g',,) + B, 3 & g2
n=1 n=1 (Il)

. N
By = — A4y, ¥ ¢ ¥ 4 Bo(l -
a=1

Both regular chains at the ends of the random network
support incident, reflected and transmitted waves of

IWT“TZ‘ T” T L Efm‘l

..-..._._._ _—-..

Fig. 1. — Chain of random impedances. The random Z,C chain is connected with two regular semi-infinite LC networks.
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dispersion refation

k=w./LC (12)

where k is the wave vector. This dispersion relation is
a special case of relation (5) where Z = iwL and
¢ =k < 1 in the approximation of long wave length.
The transmission coefficient through the random net-
work is obtained by imposing the following expressions
for the intensities :

gt 4 p g~k n<0
A, e + B e ™ 0<g<nsN
t ethn

I =

(13)

n>N.

Matching of these solutions at both ends » = 0 and
n = N provides the four relations :

I, =21 +1y=-w*LCI_,

I_ =215+ 1 =iwCZ, I,

Loy =21, + Iy = i0CZy I
Iypa — 2 Iysy + Iy = — 0* LCIy, .

(14)

By using {12) and (13) in (14) a linear system of four
unknown variables r, f, A, et B, is obtained, a system
which can be solved directly, The energy flow through
the network is defined [1!] by the local relation :

Jo=Re{I}V,}. 1s)

The transmission coefficient T, ratio of the transmitted
energy flow to the incident energy flow, is equal to
bel.

In the appendix, the expression In T =1In|¢}® is
derived up to lowest order in &, or g, (Born approxi-
mation for | ¢ |*). Taking into account the randomness
of the impedances Z,, we define the average (In T )
over the distribution function of Z,. It has been shown
by various authors [1, 13] that the correct proceeding
is to average the transmission coefficient over a
disordered chain since it is only { In T > which obeys
the central limit theorem for large N. This property
is due to the multiplicative character of the transmis-
sion coefficient through different media which becomes
extensive in the In T formulation. This averaging pro-
cedure provides a great simplification when successive
randem impedances are assumed uncorrelated. We
finally obtain the following expression :

4 Pk

gk P N 9P
(¢+5)

{InT)»=xIn —~2NIm¢ 3

(16)

where ¢ is given by the low frequency approximation
of (5) :

¢ = i @CZ)2 . (17

The first two terms are not related to the disorder.
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Furthermore the first term does not depend on the
size N of the chain, it originates [11] from the mismatch
of the impedances at the junctions between the sem-
infinite LC network and the chain of average impe-
dance Z. For large and disordered chains it is negli-
gible, The second term is proportional to the imaginary
part of ¢ therefore to the dissipation in the circuit.
The last term makes use of ¢*{w), the variance of the
| g, I It is this term which is perturbative and derived
to lowest order in | g, |*. However we know from the
Furstenberg's [14] convergence theorem that at any
order in g, a variation in N of { In T  is expected but
with more complicated frequency dependence than in
the non perturbative regime. Only at low frequency
a very simple power law dependence is obtained for
{InT>

2, Weak disorder.

In this section we consider disorder situations where
the various related moments of the distribution func-
tion of Z, are well-defined.

2.1 PURE REACTIVE RANDOM NETWORK. — The ran-
dom impedances Z, are of self-inductance nature L :

Z, = iwL, . (18)

A section of the ladder network is made up of capa-
citance C and inductance L . This configuration can
be mapped onto the harmonic chain of atoms where
L, and Cstand for the masses and the inverse harmonic
restoring force respectively.

It can also be put in correspondance with the
Schridinger equation of the random Kronig-Penney
modet [1]. By tuning the L (the average inductance)
to L in order to eliminate the reflexions at the junc-
tions, one finds from (17) that ¢ = + & Im¢ =0
and of = {(L, — L)*/L? ) are independent of the
frequency. Then,

Nk? a3

y
This result has previously been derived for the disor-
dered harmonic chain [2, 3, 5, 15} With the dispersion
relation(12), ¢ In T becomes proportional to — Ne?.
This result can be understood in a simple way : The
o = 0 mode is extended owing to global translation
invariance. It is the mobility edge of localization at
1 dimension. For smali but non-zero frequencies, the
modes become localized. The localization length £, (w)
is usually defined by the standard relation (in units
of the length of one section) :

(InTH>=— (19)

N
{In T(m)>=,—m- (20
Here we obtain
4
fo@) =TI 21
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The linear dependence of {In T > in N comes from
the uncorrelated distribution of random impedances
to lowest order in the fluctuation expansion or, at any

order, from the Furstenberg's theorem, The ? varia--

tion of &5 '(w) is simply due to the weight of a local
impedance fluctuation in ® as in the harmonic
disordered chain where any mass fluctuations contri-
bute as w? to the force equations. Another wzy to
present the result [19] is to consider the network as a
low-pass filter for which the transmission coefficient

vanishes above some critical frequency w.. We know

from the general theorem of localization in one dimen-
sion that at any finite frequency, the coefficient of trans-
mission vanishes for the infinite network. For a finite
network of size N, a low-pass band filter subsists up
to a critical frequency w (N). This cut-off frequency
is simply evaluated by writing :

Eolw) 2 N (22)

which produces here :

w, ~ N~V

(23)

This scaling relation is characteristic of the low fre-
quency regime of standard localization,

2.2 PURE DISSIPATIVE RANDOM NETWORK. — All the
random impedances are resistances Z, = R,. From

1,

$ = i wRC)H2 (24)

which produces damped waves, as expected, in the
average medium.
Since

Im¢ = (a)__fg)”z (25)

the dissipative term contributes to In T by an atte-
nuation in - 2 N(wRC/2)"%. The fluctuations in R,

contribute through | ¢ [* by a term proportional to @
R 2 .
while ¢*(w) = { (_I_EE -1 > is independent of fre-

quency, Finally, by adding the two terms we find :

Y 2
(nT>= — NCwROY: — N “’Rf" . (26)

For low frequency the dominant term is the first one
coming from the average dissipative medium (weak
disorder does not affect strongly the scaling relation
of the latter). It is well known that this purely dissipa-
tive case corresponds to the problem of diffusion of a
particle in a random medium. The diffusion length
¢plw} is obtained from (25) by rewritting :

N
{InT)=~ — o) 27
which gives :
Ep(w) = (2 RCw)~ 112, (28)
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This is the standard space-time relation for diffusion
where ¢ is proportional to ¢ ', The cut-off frequency
corresponding to this case is now o, ~ N~? : the
pass band width is strongly reduced compared to the
localization situation (A).

2.3 THE MIXED REACTIVE-DISSIPATIVE NETWORK, —
Since weak disorder does not affect the scaling relation
of the dissipative case, we consider for simplicity only
the fluctuations in the impedances :

Z, =R+ iwl,. (29)

The dominant term for @ — 0 is indeed the resistivity
part of ¢ so that the dissipative term is unchanged
from (26). In contrast the term of disorder is changed
by the frequency dependence of the variance ¢*(w) :

L

2
ow) = (g * > = o? (@ op  (30)

where ¢} is the variance of the random inductances.
With ¢ given by (24) we see :

3 72
Nt L C 2y

~ 12 _
(I T>= - N2 wRC) ) R

The main conclusion of this general case is that the
disordered term is not the dominant one for the trans-
mission coefficient. In the presence of dissipation in
the one dimensional network, the localization effect,
responsible for the term in Nw?, is negligible compared
with dissipation at low freguency. In terms of charac-
teristic lengths, the diffusion length &y ~ ™12 s much
shorter than the localization length &, ~ w3 This
situation must be enhanced even further in higher
dimensions since the localization length is even longer
(for example &, ~ %" in two dimensions [16]).

3, Strong disorder.

One-dimensional systems are very sensitive to the
occurrence of a cut, even when the probability of this
event is vanishingly small. This situation has been
considered in detail by Alexander et af. [8] for the case
of diffusion in a random medium corresponding to the
purely dissipative network. In this section we are going
to generalize this result to the case of localization
(reactive network) and mixed chains.

Let us consider first the purely reactive network with
large fluctuations of L, described by the probability -
density function g(L,) :

pLY)=(1 ~ @)Ly~ L ¢ (32)
for L,e [Ly, + oo and o e J0, 1f (L, : minimum vajue
of L. All the moments of this distribution diverge
and no effective medium can be defined for this case
of strong disorder. Therefore the previous method
cannot be used and some modifications must enter in
the previous expression for the transmission coefficient
(16). The basic idea is to truncate the distribution
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function (32) up to a special value L, defined as the
most probable value of the largest ﬂuctuatson of L,
on a chain of size N. Let us call n(L,) the probab;hty
that the inductance L, is less than L, :

l—a
n(L) =1- (52)
Lﬂ

The probablhty of finding a chain of N random induc-
tances with only one fluctuation larger than L,is
equal to #™(} — 1). The most probable value of the
large fluctuation L  is obtained by maximizing

#¥(1 — n) which gwesN = n(L) [1 — g(L)] . For
large size one finds :

(33)

1
I =LyNT-%, (34)

The truncated distribution for finite size is then :

(- Li L2 L <Ly (35
L) = { " N
0 otherwise.
This is for the same conditions as in(32). The moments
are now well-defined.

E;I“aLONl’“
[x 4
(L, — D> o
o} = = l_mZN. (36)

The expression (19} must be changed both for & and
¢y, since

o= LCx L2 %2 L,CNT==  (37)
which gives
(InT)2 - e ? L oniE (38)
7= T F ) 0 '

The expression (38) defines a new scaling relation
through the factor N2 -2/ =217 which provides a
new localization length £, as well as cut-off frequency
for the pass band :

Co ™ @
_12-a (39)
w, AN 21°¢
As « is defined in 10, 1], the exponent v of ™" is also

reduced to the interval J0, 1] instead of 2 for a weak
disorder, This leads to an important shortening of the
localization length. This is expected since strong
disorder enhances considerably localization pheno-
mena

Consider now the mixed network with constant
resistance but random impedances. Suppose that these
impedances have the probability distribution given
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by (32). The second term of the expression (31) of
{1n'T ) must be changed by taking into account the
N-dependence of L and o, (36} :

(InT)>= — N2 wRC)'? —

LiC 1 —u

2
_ ) 1-a
IR T3 a2 VT

(40

The scaling between N and w is different in the two
terms. While the dissipative term gives the Nw'/?
dependence, the localization one now exhibits a new
dependence w® N@1~? The limit of very low fre-
quency now shows two regimes. Let us call wqy the
cut-off frequency for the dissipative term (wep ~ N 72)
and ¢, the same cut-ofl for the second term. One
finds :

__2
3(i-a) (41)

Wep = N
which becomes less than or equal towep for 2/3 <a<1.
For these values of « and for w 2 w, the transmission
coefficient is controlled by the localization phenomena
instead of the dissipation. It is, to our knowledge, the
only situation where localization can be observed at
low frequency in the presence of dissipation.

Finally, for completeness, let us deduce the diffusion
length for the case of random resistances where the
resistances follow a law of distribution analogous to
(32). By a similar method one can obtain the moments
of the truncated distribution :

(Ry =Lz %R N1
) (42)
2 4
= N
Tk _ a2 -
Expression {26) now becomes
172 e
(nTYx - (W)’ ol NS
o
CaR, 3=z
— Y a 4
ETT ) (3)

The scaling variable is now /2 NUZ-=31-al for
both terms, which produce the «diffusion» length :

(44

i) ~ w 270

_2-a
t-2 in apreement

and the cut-off frequency w, ~ N
with reference [8].

4, Phase correlation function

We would now like to consider the effect of disorder
on the phases of 4, and B,. In the case of the random
impedances network we can generalize previous
approaches to this problem [17, 18] due to the fact
that the disorder introduces only one single charac-
teristic length describing both amplitude and phase-
correlation decay.
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We define the phase-correlation function g(p) as
the ratio of the phase at some point p to the initial
phase ¢, so that

q(p) = go (45)
where we defined the phases ¢, by !
{ A, =14, e

B =B, |e%, (46)

We can easily show that phase-correlation functions
have the same scaling form for both cases :

4]

¢o’
corresponding to 4, and B, respectively. Following
Azbel, we consider the only relevant extensive quan-
tity which obeys a central limit theorem for N — oo,
to describe phase correlations, { Ing 5,

Starting from (11} and using the notation introduced
in the appendix, we get the following form :

ap) =§§ and q(p) =

% ~1+ Z Im¢), (47
‘i’o n=i
with a first order expansion of tg (¢, — @,). Then we

have
= -3 ¥ (Im@P, @

where the linear terms in £, of zero mean-value are
eliminated.

This expression for { In g(p) > allows us to obtain
the scaling form of the phase-correlation function in

the three previous cases :
w./LC
Im(¢) = =

LCw? No?
{lng(p) ) =~ —'—g—*-“i,

i) purely reactive network :

ii) purely dissipative randem network :

me) = (45" 4

RC o} Nw
(nglp)y = ~ ——422,

il1) mixed reactive-dissipative network :

172
Im (&) = L(2 R) g,

LZC

(Ina@p)> = — 7%

O’L Nao?
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Then the influence of disorder on the phase correlation
of the amplitudes A4, and B, has the same scaling form
as { In T }. This was expected since in 1D, the disorder
can be described by a single characteristic length.

5. Conclusions.

Let us summarize the main results of this article. The
electrical one-dimensional network is made up of a
finite number N of random reactive and dissipative
impedances. The propagation of an electrical wave is
studied by means of the transmission coefficient T
through the network. Simple results for the scaling
variables ®w and N can be obtained only at low fre-
quency. In this regime an effective medium is built up
by average impedances while the fluctuations around
the mean-values are treated by a perturbation expan-
sion to lowest order in the fluctuations g,. The correct
averaging on { In T » is performed and produces the
scaling dependence as well as the characteristic lengths
(localization and diffusion) and the cut-off frequency
of the low-pass band filter. For weak disorder (ail the
moments of the distribution function exist) we find
for the general chain a strong dominance of the dissi-
pation over localization, reflected by the fact that the
shortest characteristic length is that of diffusion.
Strong disorder is considered in terms of distribution
laws for which no moments exist. The extreme sensi-
tivity of the one-dimensional systems to this type of
disorder leads to a marked, change in the scaling rela-
tions, in particular a new frequency dependence of the
localization length is derived. A special situation is
envisaged where there is no randomness in the dissi-
pation while ths reactive -impedances are strongly
fluctuating. For this situation only, there is a domain
of [requency where the localization becomes dominant
over the dissipation.

The domain of validity of the fow frequency expan-
sion is limited by valuesof (In T > » — 1 or, equiva-
fently, by the cut-off frequency w, of the low-pass band
filter. At higher frequency we have estimated the fol-
lowing terms in the expansion which show a similar
scaling dependence. This indicates a range of validity
probably broader than might be expected from the
lowest term of the perturbation expansion. However,
at higher frequencies, we know from Azbel's recent
numerical work [l] that « passing modes» emerge
from a background of very small transmission coeffi-
cients for discrete values of w in the case of a random,
purely reactive chiain. We believe that any dissipation
term will affect these « passing» modes and smooth
considerably the frequency dependence of the trans-
mission coeflicient. This smocthing conjugated with
strong damping of the dissipation would probably
prevent the observation of the localization phenomena
through the transmission peaks even at high frequency,
except for the special situations described in section 3.

Many physical systems can be put into correspon-
dence with the electrical network described here.
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Vibrations of random masses corresponds to the
purely reactive case while the electrical resistance could
describe the viscosity of phonons coming from the
anharmonic normal collisions or, more generally,
inelastic scattering. Mechanics or linearized hydro-
dynamics have electrical network analogues. The
recent proposal {19] to observe localization of shallow
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water waves by a random bottom belongs to the ciass
of random impedance problem in one or two dimen-
sional networks, Since the frequency dependence of
the localization length is even more divergent, & ~
exp(1/w?), [16] in two dimensions the viscous length
will be shorter, preventing the observation of the
localization phenomena at low frequency.

Appendix.

DERIVATION OF { In T ». — Starting from {14) we obtain two different systems coupling respectively (A4,, By, 1)
and (Ag, By, 1)

{A0+BO=1+r

. ‘ = — Al
Aje ™ 4 B, e — re* — iwCZg,) = e™* — iwCZy, 4.
and
tef W) 4 oad, — 6B, =0
(A.2)
te™ cd, —dB, =0
where a, b, ¢, d are defined by :
a= e—i(N+1)¢ S1 _ ei(N+1)¢(1 + S},)
b=eWNrie s, 4 ¢ iVHIN(] — §))
c=e ™S, —e™(l + 8§,)
d=e% 8, +e ™l - 5,
and
N ) N N
Si= L& S,= % E,  Sy= ) Lo
p=1 p=1 p=1
Eliminating r and ¢ in (A. 1) and (A .2) one obtains :
{Ao(a”"*b — &% + iCwZg,) + By — e* + iCwZg) = e~ * — * A3
Agla ~ ce™) + By(de* — b) = 0. '
Let D be the determinant of this system, then the resolution of (A 3) gives
A0=2:smk(bﬁdefk) and BO=2151nk(a_Ce,.k)
D b
and we find the following expression for ¢ :
;elkN=4_s_w_¢.(1 ~S2+8,5,). (A.4)

D

This result gives the expression of the transfer matrix to the lowest order in £, and, the quadratic terms, 52
and S, §, in (A .4) are of the second order in the fluctuation ¢. Actually, we should have to take into account
in the expansion (10) of the transfer matrix, the terms ¢, &, (n # p). But for a complete disorder without site
correlation where &, and ¢, are independent random variables, the contribution of these terms vanishes after
averaging This is a well-known result for the incoherent scattering in a random medium with the Born appro-
ximation where the two sites scattering is destroyed by the averaging of the interference effects and yields finally
a cross-section proportional to the impurity concentration. -

Substituting the expression of D into (A.4) one obtains :

dk.p(l — 52+ 8, S3)
e ™(P + KA — SP] + (F — ¢7)(S, e + 5, M)

! eikN -

(A.3)
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where we have done an expansion in e*'* and e** and the following non restrictive hypothesis :
Img¢g = 0.
Taking first the squared modulus of (A . 5) and afterwards its logarithm :

InT = -—---—4;k 2—2N1mq5+1n!1—-S2+S 5,2 —
(,t k)l 2 1Y3
—Inil - 8§ +E____2(S .|_32="“¢’5')2 (A.6)
2 (kl !)2 1 3 '

thetermIn |1 — S + S, S, * gives
~ 2Re(S?) + 2Re (S, Sy

which is zero when averaged. The last term in (A . 6) gives the contribution :

N N
_ ISZ i2 + 2 Re [;{*( Zl | fn |2 e—z:‘,-uf;‘ + e—ZiNrb‘ Z | fn ’2 ezmdb‘):l

n n=1

k? — @2 - . . .
where we have defined 1 = (7?:-% and we have eliminated the linear terms in ¢, which have zero mean-
values and, we have taken into account the fact that the &, are non-correlated variables.
In the presence of dissipative terms, one can make the assumption | ¢ | > | k| in the zero-frequency limit

and { In T ) reduces to :

|tk P Cdisp
{InT>» =In s 2NIm¢ — (|8, )*> (A.7)
where

N

<ISzI2>=<;lcf,.I2>
Z N

SEY A R IPA
a=1

sty =L o) (A.8

where the notation o?(w) was introduced to reflect the fact that g, could be w-dependent.
Substituting (A8} in the original formula (A7) leads to :

(InT>=1In %2—-2le¢—1\{—-}?|—202(&}) (A.9)

as was given in the text
If there is no dissipation (purely reactive network), then ¢ = k and the original formula (A5) becomes :
1 -87+5;8,
N 1 -8,

and
(nT)=— (]S, 1)
because of the canceliation of { — 2 Re(S?) + 2 Re (S, §,) > and then

Nk? g2

{InT> = - 3

(A.10)

which is a result given directly by (A9) with ¢ = k.
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CHAPITRE III

FORMULE DE LANDAUER POUR LA CONDUCTANCE THERMIQUE D'UNE
CHAINE ATOMIQUE DESORDONNEE ET HARMONIQUE -~ FLUCTUATIONS GEANTES
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I - INTRODUCTION

Dans le chapitre II précédent, nous avons dé8crit un systéme
désordonné unidimensionnel de taille finie en terme de filtre passe-~
bas. Il existe,en effet, une fréquence caractéristique wC(L) dépendant
de la teille L du milieu qui sépare des modes de vibration de basse
fréquence (définis par les conditions aux limites (II.8)), c'est-a-dire de
grande longueur d'onde (relativement insensibles au désordre} de
' modes localisés le long de la chaine. La bande passante (0 < mc) du
milieu est donc constituBe des modes ballistiques, qui sont les ondes
planes usuelles du milieu moyen défini dams le chapitre II. Pour ces
modes, le coefficient de transmission est de 1'ordre de l'unité et
décroit exponentiellement pour & > mC(L). Au-dessus de wc(L), la
structure des modes est plus complexe. Ce sont les solutions propres
de 1l'&quation du mouvement de la chaine. Ces modes sont localisés(l),
c'est-d-dire que leur enveloppe décrolt exponentiellement avec une
longueur caractéristique £ qui est la longueur de localisation. Le
spectre de ces modes est discret ; par conséquent aux fréquences supé-
rieures & mc(L), le coefficient de transmission est exponentiellement
petit, excepté pour les fré&quences correspondant aux modes propres
pour lesquelles il devient de 1'ordre de 1'unité. Quelle est alors la
nature des coefficients de transport pour un tel systéme ? Un &lément
de réponse est fourni par la formule de Landauer(z) (cf. chapitre I)
qui relie directement ia conductance &lectrique au coefficient de
transmission. Notre ambition dans ce chapitre est de calculer direc-
tement la conductance thermique G(L,T) d'une chaine atomique désor-—
donnée de taille L & partir de la formule de Kube et de la comparer
au résultat de Landauer. Nous &tudierons ensuite la forme de G{L,T)
suivant la température en &valuant la contribution des deux types de

modes : ballistiques et localisés.,
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II - FORMULE DE LANDAUER POUR LA CONDUCTANCE THERMIQUE D'UNE CHAINE
DE TATLLE FINIE '

Contrairement & la formulation originale de Landauer exposée
dans le chapitre I, nous allons établir une relation pour la conduc-
tance thermique G{L,T) & partir de la formule de Kubo. On considére

pour cela 1l'hamiltonien suivant pour la chaine atomique :

2
Pj 1
j S Ihk

oli 1'indice } rep@re la position d'un atome, Pj sa quantité de
mouvement , uj 1l'amplitude de son déplacement et mj sa masse considérée
comme une variable al@atoire. On suppose un couplage entre premiers

voisins avec une constante de rappel W uniforme,de telle sorte que :

- 28, . * 3§

1 e T8k (TT1.2)

D, = - W{§.
1.k {Js

L'hamiltonien (III.l1) peut alors &tre &crit sous la forme usuelle :

H= o £ ha() [a'@al) + 5] (111.3)
k
oli L g'exprime ici et dans ce qui suit en unité de pas du réseau a
et ofl les opérateurs a(k) et a+(k) gsont cbtenus 3 partir de la trans-

formation :

L o 1/2 = +
3y =k Sdk <m> (b, (0a®) + u®a" W] (II1.4)
et
he (k)m,
P, - - i 13 Sdk <—2—3->”2 [, (®)ak) - u}*(k)a‘%k)} (111.5)

De plus, les composantes de Fourier uj(k) satisfont 1'équa-

tion du mouvement usuel des phonons

2
W [uj+1(k) - 2uj(k) + uj_l(k)] = - mo (k)uj(k) (I1I.6)
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Soit J le flux d'énergie total 3 travers la chaine de taille L. Il est
donné par la somme (cf. Appendice IIT.1)

L-1 .
_ W m
J = 5T z (un_1 un+1) s (IIT.7)
n
n=0
oll u, et p  sont les quantités définies par les relations (IIT.4) et

(II1.5). On peut domc &crire :

L-1
2
b s '
J=-1 —%E- b Jﬁk dk (ﬁgt)))l/z [ (u _ k) - uj+1(k))a(k) +
n=0
* gL - G0)aT (0T (alk) - wTkna" ()] (111.8) -

D'autre part une extension de la formule de Kubo de la conductivitd

d la conductance G(L,T) donne :

co g
D) =z S at j dh < 3(0) J(t + ihp) > (1I1.9)
o o
ol B = %T et < ... > représente la moyenne thermique, i.e.

Tr {J(0)J (¢t +‘ihx)e'BH }
< J() J(t + ih)) > =

-8H

Tr (e 3

iHt/h A eAH e-lHt/ﬁ

et J{t + 1h)) = e i J(0)

Soit |n> un ensemble de vecteurs propres associ&s a H. On peut alors

crire (III.9) sous la forme :

il

G(L,T) = 7 L 8wy —w) <2 [J m><n [J] 2>, (I1I.10)
n b

k. T 2,n

B
ol ‘Bﬁwg
=e =
oy ‘Bhwl et J J(0)
L e
2

Pour obtenir (III.10), nous avons de plus uwtiiisé la relation

400

it(mn"we)
dt e = Zﬂé(wn -mg).
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Les €léments de matrice apparaissant dans (II1.10) sont

obtenus & partir de (III.8)

L-1
ip 2
-ih
<9 |3l no>-= laz Jﬁk dk' < gla’ (Ryak")] n>.[ I (u?_l(k)—u?+l(k)).
n=0
T vy ' =
. uj(k ) (uj_l(k ) uj+§(k ))uj(k)] (IIT.11)

Si A(k,k') représente le terme entre crochets dans l'expression pré-

cédente, alors G{(T,L) s'écrit :

24
6 (T,L) = - ‘EEEKE‘E erkl dk, 6(w(k1)-w(k2))JT-dk aK’ Ak, kA, k)
16L%kT
B
£ < 2la @ak) [n>< af & Gpalky)le > oy (ITI.12)

Z,n

On fait de plus 1'hypoth&se de phonons de dispersion lindaire w(k) = v |k|

de telle sorte que :

[G(ki - k)48 (k) + kz)]

MM%)—m&?)=%

On peut alors effectuer dans (IIL.i2) la somme sur k2 pour obtenir :

2.3 .
G (L,T) = - Eg“%ﬁgﬁj Sdkljgdk dk'[A(k,k')A(kl,kl)z < 2]a+(k)a(k')|£ >
2

6L kBT

+ o (kp, * AGGK DA, k) 2z;sa[ a+(k)a(k')|n:x:n|a+(k1)a(-k1)|g>p£]

(III.13)

ol ng(kl) représente le nombre moyen de phonons de vecteur d'onde ky
dans 1'état d'énergie Wg « D'autre part :

£<t | a (wak|e > n, {k;)p, = 8 (k-k') [ 1 *

2 (eﬁﬁw(k)_l)(eﬁﬁm(kl)_l)

eBﬁm(k)

+ S(k‘kl) zggﬁaszjzgg ]
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et L <4 ] a+(k)a(k')|n > < n [a+(k1)a(—k1)] [ Py =
L,n

eBﬁw(k)
- t_ _
= 6(k+k1)6(k kl)agﬁﬁﬂﬁﬁij;ﬁ

81 on pose x = Bhw(k) alors (III.I3) devient :

h ﬂv J] 1
CL,T) = dk dk Ak, E)A(K. k) +
16L, k 72 Preex () _py ( x (e 0

X
(e™-1)

Nous allons montrer ci-apr&s gue A(k,k) est une fonction impaire de k

et donec
~ﬂhv3 e® 2

G(r,L) = —— |dk —— [A" (k,k)+ AQk,~K)A(~k,k)] (I11.14)
161K, T (e®=1)

Calcul de Afk,k)

A(k,k) est définie d'aprés (III.il) par :

L-1
® %
jEO [(uj_l(k) - uj+1 (k-))uj (k) - (uj_

"

Le terme entre crochets, ou plutSt sa partie imaginaire, est 1'ex-
pression du courant local d'énergie pour le mode k., D'autre part, la
conservation de ce courant impose que la quantité entre crochets ne
dépende pas du site j oli le courant est &valué. On peut par consé&quent
preadre pour les uj des valeurs obtenues 2 1'extérieur, dans la région

ordonnée, oll 1'on a :
ik, ]
u (B = t(@,k)e 1
et olt t(L,k) représente 1'amplitude de transmission pour une chaine

de taille L associée au mode k comme elle a &té définie dans la rela-

tion (II.8) du chapitre II. On obtient donc
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. —ik(i= N . cLra el i
ACLK) = L[ (tF e ik (] 1)_txe lk(J+1)>tele ~ (telk(J ) _ col (J+i))tx o lkj}
Secit finalement :

Alk,k) = 41 L sin k it(L,m)l2 (III.15)

D'autre part, on remarque sur cette expression que A(k,k) est bien une

fonction impaire de k.

Calcul de A(k,-k)

11 faut prendre garde ew fait que lorsque 1l'on considire une
valeur uj(k) 4 1'extérieur de la chaine désordonnée de taille L, i.e.
dans les deux supports semi~infinis ordonnés qui connectent le milieu
aux réservoirs de phonons i l'équilibre thermique, les conditions aux
limites ne sont pas les mémes. C'est~d-dire que 1l'on doit prendre:
-ijk . E eijk

uj(~k) = e T

oi T est ici 1'amplitude de ré&flexion. On peut alors évaluer A(k,-k) :
-t D - —_a ) s . - k-
Alk,-k) = [¢F ¢ MU= Zik(rDy ( mikd px LK

+ r

) -

o e—ik(j~1) . oiRGHD rx(eik(j—l) _ eik(j+1))]tx Lik]

Soit
. xw .
Alk,=k) = 41iLr’'t” sin k : (IT1.16)

De facon &vidente, on a : A(-k,k) = =A% (k,-k).

En combinant (III.14), (III.135) et (IIT.16), cn obtlent
finalement pour G(L,T) :

2 (ex_l)Z

—ﬁhzv3 ot 2 2
GL,T) = T dk —2— (€7 + BH)sink
kyT

- 2 .o Do 2 .
ot ¥ = |t| ° est le coefficient de transmission, et & = |r|” celui
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de réflexion, tels que # +% = 1, On obtient :

WkgT XZex
G (L,T) = + dx T 6 (w, L)
{e™-1)
soit P
CL,T = whky | do B 4,1 (1T1.17)
B
x2eX °
ol E®) = ——r ,
(ex--l)2

(III.17) est 1'&quivalent pour la conductance thermique des phonons de
la formule de Landauer pour les &lectrons telle qu'elle a &té obtenue

par exemple par Azbech).

Pour finir ce paragraphe sur 1'expression de G(L,T}, je
voudrais donner une démonstration wn peu plus simple de la relation
(ITI.17),en formulant le probléme du tramsfert de chaleur & travers
la chaine de taille L d'une maniére similaire 3 celle utilisée poux
calculer le courant & travers umne jonction tunmel. Pour cela, on
considére comme précédemment que le systdme est en contact 3 chacune
de ses extrémit&s avec des sources de phonons qui sont des Ccorps noirs
respectivement aux températures T et T + dT. La contribution au courant

total & travers la chalne des phonons d'énergie @ allant de gauche 3

droite est donnée par
1= o vg, @alw,T + dD%w,1) (III.18)

. 1 N . .
oll gl(m) = est la densité d'états des phonons et v leur vitesse. Si
on fait le bilan des courants en soustrayant i I la partie I se propa-
geant de droite & gauche, on obtient alors directement la relation

(III.17) pour la conductance G{T,L).

Comparons maintenant 1a relation (III.17) et la formule
initiale de Landauer donnée par exemple, par la relation (I.8) du
chapitre I. Cette derniére donne une valeur de G proportionnelle afg
au lieu de % comme dans (III.17). La forme en %? est plus réconfortante
puisque dans la limite ¥ = | d'une barridre parfaitement transparente,

la conductance G devient infinie. Mais d'autre part, il nmous faut



insister & nouveau sur les hypoth&ses qui sous~tendent notre calecul de
1'expression (III.17). Nous avons supposé que le milieu désordonné gtait
an contact i chacune de ses extrémités avec un bain de phonons g 1"équi-
libre thermique. De fait, nous avons aussi supposé& que tous les processus
indlastiques de thermalisation des phonons et donc toute 1l'énergie Joule
est dissipée dans les réservoirs et non dans le milieu lui-méme. La
seule contribution de la barriZre est d'introduire via ses propriétés

de réflexion et de transmission une dissymétrie dans les courants de
phonons. Par conséquent, la conductance G donnde par (IIL.17) prend en
compte non seulement la contribution de la barrigdre seule (qui est le
’termecg de Landauer), mais aussi la contribution des termes de contact
"entre le systéme et les réservoirs qui produisent une résistance finie
ot cela méme si la barridre devient totalement transparente pour ies

- phonons s'y prOpageant, ce qui &limine la divergence de 6.

On peut comprendre la différence entre ces deux expressions
de la rgsistance par le petit calcul suivant 1llustré par la figure
(III.1). Sur cette figure, les deux milieux 1 et 2 représentent les
bains de phonons aux températures T + AT et T et 1'interface décrit
1'existence de la barriére qu'est le milieu désordonné caractérisé
par % et ®. Enfin, la résistance thermique dans chacun des milieux
est représentée par une droite de pente (conductivité thermique). La
résistance de la barriére seule est Rp tandis que les contacts,c'est—-a~dire
les conditions aux limites assocides & la présence de l'interface
séparant deux milieux 3 1'Equilibre thermique introduisent une T@sis-
tance supplémentaire R,. Celle-ci provient de 1'impossibilit& de ther-
maliser les phonons au voisinage de 1'interface 2 1'intérieur d'une
tranche d'épaisseur le libre parcours moyen 8iastinue % des phonons.
La résistance totale du systéme est RT donnée par (III.17), soit

1 e . .
RT g (c = chaleur spécifique, v = vitesse du son). La résistance

2/« = l/cv et donc, puisque Ry = Ry + Rz (association en série),

la résistance RB de la barrigre seule est donnée par :

I
Rp =R - Ry =5

o\ 2

qui devient effectivement nulle pour une barri&re parfaitement trans-

parente.
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Fig. T11.1 : Géoméirnie wtilisde pour La formule de Landauex
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La relation obtenue par la formule de Kubo prend donc en compte
ia résistance totale du systéme et mon pas de la barrigre seulement
comme le fait la formule de Landauer. Expérimentalement, c'est plus
satisfaisant puisque la résistance mesurée est la r&sistance totale.

Notons que ce raisonnement s'applique tout aussi bien au cas
d'un systdme &lectronique. Enfin, une expression de la conductance
proportionnelle & <6 , i.e. donmant une limite finie pour le cas d'une
barriére parfaltement transparente, nous permet d'attendre la limite
de Casimir. Celle—ci correspond & un libre parcours moyen infini, c'est-a-dire
a 1l'échange de phonons ballistiques entre les deux réservolirs maintenus
aux températures T + AT et T. Le flux de phonons est alors fini, mais

dans une limite &videmment non ohmique.
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ITI - EXPRESSION DU COEFFICIENT DE TRANSMISSION : MODELE D'AZBEL

Dans le chapitre II précédent, nous avons obtenu par un
développement de perturbation une expression du coefficient de trans-
mission dont le domaine de validité& é&tait limité& 3 la bande passante
[ o, QE] du systdme ddsordonné. C'est-d-dire que dans ce calcul le
coefficient de transmission obtenu est 1imit& aux modes ballistiques.

A plus haute fréquence (w > mc), il n'existe pas d'expression analy-
tique du coefficient de transmission. Ce n'est gqu'au moyen de simula-
tions numériques qu'Azbel(l) a observé des résonances tr&s localisées
dans le coefficient de tramsmission (cf. fig. III.2) Emergeant d'un

fond continu quasi nul. Les fréquences W, discré&tes de ces résonances
correspondent aux modes propres localis&s de la chaine. De plus, on
remarque sur ces simulations que la largeur des réscnances du coeffi-
cient de transmission varie expomentiellement avec la taille du systéme.
Ceci a conduit Azbel i proposer une expression du produit du coefficilent

de transmission.%% par la largeur Sav de la forme :

) L+2Av
qgvﬁsv & exp {4~ E (ITI.19)

o]

ol Av est une variable aléatoire qui mesure le long de la chaine la
distance entre le maximum du mode localisé et le centre de 1'&chantil-
lom. EO est la longueur de localisation, constante dans le cas des
dlectrons. Le sens de la relation (IIT.19) est clair. Le coefficient
de transmission associé & un mode résonnant sera d'autant plus grand
que celui-ci sera localisd au centre de la chalne de fagon a maximiser
la probabilité de la traverser par effet tunnel. D'autre part les modes
sont supposés distribuds uniformément, ce qui se traduit par une loi de
probabilité uniforme pour la variable aléatoire Av . En fait, nous
montrerons au chapitre IV que ces résultats qualitatifs peuvent gtre
obtenus de manidre rigoureuse non pas pour un milieu désordonné, mals
pour un milieu supportant un potentiel incommensurable avec le pas du
réseau ot dont les modes propres, obtenus exactement, sont iocalisés
avec une longueur de localisation identique au mod&le de Lloyd

2

(cf. chapitre II) du syst@me d&sordonné
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Figure 111.7 : Résonance du coefgicient de thans-

msscon dlapres M.Ya Azbel et D.P. Di Vicenzo,
Phys. Rev. B 30 (71984) 6§77),
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Nous nous proposons donc ici d'adapter la relation (III.19)

au cas des phonons en prenant pour coefficient de transmission :

L + :ZA\)
% (L,0) = exp {- —— (I11.20)
& (w,)

La longueur de localisation E(mv) qul maintenant dépend de la fréquence,
est obtenue A partir de la relation (IT.10)

8w§
Ew) = 5575 (I1L.21)

T30, W
M

Dans cette expression, £ est mesurée en unité& a du pas du

p est la fréquence de Debye et Ty la variance de la distribu-

tion des masses. On peut en d&duire la fréquence caractéristique mC(L)

réseau,

de la bande passante du systéme définie par E(mc) = 1, soit :

ZJEQD
(ITII.22)

“e ) - no, /L

M
Donc pour calculer G(L,T) d'aprds la relation (III.17), nous allons
devoir distinguer deux régimes en température suivant que T sera supé-

rieure ou inférieure &

hwC(L)

kp

(L) =
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IV - LES DEUX REGIMES DE CONDUCTANCE THERMIQUE

A. Universalité de G (T,L) i basse température pour T < T~ ,

. o s R . .

Pour des températures inférieures 3 T, les modes qui parti-
cipent & la conduction thermique sont ballistiques. Supposons donc,
tout d'abord, que le coefficient de transmission est un pour @ < @

et qu'il est nul au-dessus. On obtient donc

%
)
N dey hy
G(T,L) = ky 5o E (EET) (111.23)
o
qui fournit les deux régimes asymptotiques suivants
2 KT
%—T SiT(TR

G(T,L) 2o (III.24)
B

m'- SiT)Tx

D'emblée un point remarquable apparait sur la forme de G
telle que la donne (III.24) (cf. figure (III.3). A basse température,
G est une fonction universelle de la température en ce sens que 1la
pente de G ne dépend d'aucune des caractéristiques du syst®me (forme
du désordre, constante de rappel,...). C'est-i-dire que
kg/ﬁ ~ 1,81 . 10--12 W/K2 définit une &chelle naturelle et universelle
pour mesurer la conductance thermique. Ce comportement est i rapprocher
du régime universel mis en &vidence pour la conductance Electrique qui
fournit 1'échelle naturelle e2/h {cf. chapitre I). La forme universelle de
G(T,L) se comprend aisément 3 partir d'arguments simples. En effet, la
formule cinétique pour la conductivité thermique s'écrit ¢ = %-CYR, oli
C est la chaleur spécifique, v la vitesse du son et % le libre parcours
moyen de transport des phonons. A une dimension, la conductance thermique
s'éerit ¢ = % = E%% . Or 2 basse température, les phomons sont ballis-
tiques, if.e. § = L et 3 une dimension C « v_l, par conséquent, G
devient une fonction universelle de T indéﬁendante des caracti8ristiques

du milieu.
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Allons maintenant au-deld de la relation (III.23), en &va-
luant exactement G(T,L) & partir de la forme (IIZ.20) du coefficient
de transmission. En tramsformant 1'intégrale de (III.!7) en une somme

discr&te sur tous les 8Btats, on obtient

kg 1 he L+24

\J \
T Lg(mv) b (kBT) 8xp (- ETBCT

G(T,L) = (I11.25)

< b1

G domnge par (II1I.25) est maintenant une somme de variables
aléatoires ayant chacune une distribution distincte. D'autre part, la
fonction d'Einstein n'a de valeur notable que pour hm/kBT < . Les
modes &tant supposés distribu€s uniformément avec une séparation moyenne
ZmD/L = 27 v/L,le nombre de modes qui contribue & la somme (III.25) est
LT/Z@D ot B, est la température de Debye. Donc dans ia limite T » ZBD/L,
il y a suffisamment de termes dans la somme (III.25) pour appliquer le
théoréme de la limite centrale & G ou plus précisément som extension 3
des sommes de variables aldatoires ayant des lois de distribution
distinctes. Cette extension, qui constitue le th8ordme de Lindenberg(B),
permet de montrer que G(T,L) ob&it encore 3 ume loi normale donc
enti8rement caracterlsee par sa valeur moyenne ¢ et sa variance qf
donnée par la somme des variances de chaque terme. Les expressions de
G et Q; sont dans la publication reproduite @ la fin de ce chapitre.
Pour G, on obtient les deux régimes décrits par (IIT.24) 2 part une
modification du préfacteur pour 1'expression obtenue 3 haute température
(T > T ), - fT . (VY2 - 1) au lieu de l. Donc & basse température (T < Tx)
le régime unlversel de conductance en k%T/h discuté précédemment reste
vrai em moyenne. Plus surprenant est le comportement des fluctuations
relatives de conductance, mesurées par GG/E. En effet, & haute tempéra-
ture (T > Tx), on a GG/E' « (BD/T )1/2 1/2. or T « L_}/2, donc
0,/C = A
lentement avec la taille L du systdme que pour la loi limite centrale
(0 /G = L2
trouve dans le comportement exponentiel de la variable aléatoire %(w. )

donné par (III.20). On obtient en effet une variance OG = lm(G/L)l/2

. Les fluctuations relatives s'éteignent donc beaucoup plus
) usuelle. L'origine de ces "fluctuations gdantes" se
ou de facon 8quivalente GG/E « 1/V LG . Pour T < Tx, C est indépendante

. o =
de L, et on obtient le régime standard usuel, alors gue pour T > T 1la

dépendance de G avec la taille fournit le comportement anormal.



Notons pour finir, que dans le calcul de G, ce sont bien
siir les modes ballistiques, autrement dit ceux de la bande passante
qui fournissent la contribution principale & la conductance, ce qui
justifie d'ailleurs 1'emploi de 1l'expression (III.21) pour longueur
de localisation. Par contre, ce sont les modes localisés qui sont i

l'origine des "fluctuations géantes” observées sur le plateau.
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V - CONCLUSION

Pour clore ce chapitre, j'almeraisdiscuter des conditions
d'éventuelles observatioms de cette amplification des fluctuations.
I1 nous faut donc définir des critéres raisonnables concernant 1'uni-
dimensionnalité du systéme. Tout d'abord, les seuls modes de phonons
excités doivent &tre de vecteurs d'onde longitudinaux. Si d est le
diamétre de la fibre, on s'attend alors i Btre dans ce régime pour des
températures inférieures & GD/d, et donc pour voir le plateau il
faudrait des fibres de diamdtre d < BD/TX (ot T qul varie avec la
taille du systZme est donnde par (III.23)), soit d de l'ordre de
quelques 102 distances interatomiques. Une seconde condition est que
la longueur de localisation £{w) soit sup@rieure au diam@tre de la
fibre afin de ne pas créer de modes localisé&s transverses. Celle-~ci
eat remplie puisque nous avons remarqué que la contribution dominante
provient des modes ballistiques pour lesquels &(w) ~ L » d, Enfin,
il faut que les phonons de basse fréquence soient ballistiques, i.e.
que leur réflection sur les parcis soit apéculaire et non diffuse.
Cette condition sera réalis@e si la longueur d'onde des nhonons est
sﬁpérieure aux rugosités de la surface ce qui est le cas i des tempé-
ratures de 1'ordre de 1 K olt la longueur d'onde des phonons mis en jeu
est de l'ordre du micron. Moyennant ces conditions, on peut &valuer
numériquement les grandeurs pertinentes de notre mod&le. Si 1'on prend
une fibre de longueur L = 1 cm, avec GD = 300 K et G; = Esz, on
trouve TW = 5 K, et cela pour des conductances thermiques

G = 10—}2 WK_l petites mals mesurables,
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Calcul du flux d'énergie total pour la chaine de longueur L

Partons d'un mod&le continu pour la prepagation de 1'énergie
le long d'une chaine d&sordonnée. Macroscopiquement, on peut Ecrire

une 8quation locale pour la conservation de 1'énergie

de(x)
ot

+div jx) = 0 (D)

oli e{x) représente la densité d'énergie en x et j(x) le flux d'énergie

local en x. Si on veut maintenant aveoir ume expression quantique de j
P - ~ ~ [ ~ + -

et e, on définit les opdrateurs e et j tels que l'opérateur e soit donné

par 1'&quation du mouvement

2

if

1 EE': [AésH] (2)

ott B est 1'hamiltonien du systéme. En combinant (1) et (2) on obtient

alors

divr 3 (x) = %-[ 8(x),H ] (3)
Soit,

5 =gl 26K ] (@=1 (4)

Je veux maintenant exprimer j(x) en fonction des coordonnées de posi-
tions et d'impulsions du r8seau d'atomes. Partons de 1'hamiltonien

p?

H = E’2¥nl“?'+vi (5)

1 1

ot 1'énergie potentielle

L D, u, u et D. donné ar (II1I1.2).
ik jok ] 'k 1,k P ¢
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Opérateur é(x) :

Dans un modéle continu sous-tendant (1), 2(x) est une
fonction continue de x, Pour le relier # 1l'hamiltonien H et aux
variables sur chaque site i, on va prendre 2(x) sous la forme ;

. 1 ]

elx) =5 u{akx - 90 Go— * v,) + R} (6)

i i
ol A(x—qi) est une fonction qui rend compte du fait que 1'on calcule
@(x) en faisant une moyenne sur un petit segment du milieu de taille A.
Donc A(x—qi) est telle que A{x—qi)'« I si Ix—qi| > Aol q = ia + Uy
est la variable position pour l'oscillateur enm i , a le pas du
réseau, et Uy la valeur & 1'&quilibre). Enfin, pour que %(x) représente

une densité d'énergie il faut que J' dx A(x—qi) = 1.

L
Calcul de %—[ e(x),qH ] :
((5) + (6)) impliquent que
Elae,u] = -dn Gk Tatea e, oo s o L [gteqny ol
noLevEss = ?.lj ih xqi’Pj"z“EJT 2ijT E7G374P;

2 2

Gl v y.) + (3 (xmq, )b ag,)) b [
Zm; * 8 x=q,)-A(x=q:)) 7

T ,vj] + H.C } (7}
1

Commutateur [A(x—qi),pj] :

e =1

En repré@sentation position : Pi 73 R On a
i

af 3 of 3
S = s Cp e el wy

2ot
Or _{ f(x), % 1= Py
: BA(x—qi)
donc 5 [A(x-qi),pj ] =- SiJ e
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De plus
BA(x—q )
Alx-qp) - Alxmq,) = (q;=q; )‘———;—~a— . (Taylor)
' Lpoe -] O p(xma)) s+ s, o a ke
Soit, gl &G.E] =g I 18,60 a0ea))) g v e 835G dGema il -
i] j i
Pi v BA(X—qi) ; pi
GtV i? (q5-9) —% | 7 v.l +d.Cc (8

En,comparént avec (4), on obtilent :

2
- P3 P
Jx) = -2— v [A(x-q ) 2m Alx- a5 )1 (ﬁ-‘- + Vi)*i' ?(qj“qi)/ﬁ(x—qi) 5
l 1 1]
2
Py
Lo v,] + H.C
mi ]

Pour avoir 1'opérateur flux d'&nergie total le long de la chaine, il

faut intégrer sur x

> 1 -
J=‘-I j dx 7(x)

L

ce qui, compte tenu de la normalisation des fonctions A nous donne :
2 2

~ 1 by P

J = L {izl ?‘Z (z— +V.)+ EJ (q.-q.) 5 [F, VJI + H.C } (9)

2
LA R Wi B ] L (et )]
J = 5= L = = L D, u.u |- L W ou, = 31a+u -u, -
2L so1 Oy Zmi 2 ik j.k "1k ] jm, i
'(Sj,k—l - zaj, + k+1)) + H.C } (10)

Dans (10), J contient deux types de termes !

1) des termes d'ordre 3 en p.ou en u,

ii)un terme d'ordre 2.
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Si on se place 3 température suffisamment basse, les amplitudes
d'oscillation &tant faibles, on va négliger les termes d'ordre 3

pour ne garder que le terme d'ordre 2

,

=
J

~ i y
I=-5 i%j u EI [ (3-1)a ](cSJ.,i_Z Zéj,i + 6j,i+1}
et donc
- L-1 p.
- i -
Jeap Eogm Gy mu)
1=0 1

(exprimé en unitd a de la mailledu réseau).
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The thermal conductance for the energy transport through a disordered harmonic chain is calculated by a
tuaneling expression of Lhe energy current. The dominant contribution comes {rom quasiballistic phonons
for which ihe localization length is comparable to the size of the chain. A universal regime of conductance
in k4T/k is oblained at low temperature, while giant {luctuations are predicted at higher temperature.
Analogies with electrical conductance sre established and conditions for measurements are discussed.

It is well known that one-dimensional disordered systems
can support only localized states. This has been established
both for electrons and phonons, but the transport property
of these disordered chains is a much more intricate prob-
lem. The difficulties arise from interference effects of the
scattered waves which prevent the use of a quasiclassical ap-
proximation of the Boltzmann type. For electrons, an im-
portant theoretical effort' has led to a new formulation of
the electrical conductance in terms of the transmission coef-
ficient first proposed by Landauer.! In this way, a new tem-
perature dependence of the electrical conductance has been
recently proposed by Azbel! The present paper is devoted
to the calculation of the temperature T and size L depen-
dence of the thermal conductance G (L,T) of a disordered
chain. 1t constitutes a counterpart of the phonon problem
of the electrical conductance, The main difference between
electrons and phonons is the existence of the thershold of
localization at zero {requency. As a consequence, the locali-
zation length diverges strongly at low frequency,” as w™?
for'a weakly disordered medium. The main results are the
foltowing: There is a characteristic frequency w” (and corre-
sponding temperature T ") related to the disorder and the
finite size of the chain which separates the phonon into two
classes: ballistic and resonant. At low temperature the
thermal conductance varies linearly in temperature in a
universal non-Qhmic regime independent of disvrder, sound
velocity, and size. Above T*, thermal conductance be-
comes independent of temperature on average, but for a
given sample it has a nonmonotonic variation. The distribu-
tion of random conduciances obeys a central limit theorsm
but with giant fiuctuations decaying in size as L4, These
resuits have been established in the elasiic scattering ap-
proximation. Effacts of anharmonicity!® are expected at
higher temperature and wiil be neglected.

Consider a chain of length L where the masses of the
atoms are independent random variables with average M
and variance o f;. At both ends of this disordered chain an
elastic continuum is matched which supports elastic waves
of the same acoustic impedances as the average chain. A
wave of frequency @ incident from the left is partially
transmitted through the random isotopic chain. The
transmission coefficient 7 (w,L) is defined as the ratio of
the transmitted energy flow to the incident energy flow.
O'Connor'! has established that the random function
In{w,L) obeys the central limit theorem with mean value
—2L/¢4(w) and variance proportional to L. At low fre-

32

quency the localization length £p(w) has been found®’
equsl to

Bwd
ohmin?

where wp is the Debye frequency.

This resuft is obtained by a perturbation expansion to
lowest order in the fiuctuation of masses and is of the order
of the elastic mean free path. The relation £{w")=L de-
fines a cutoff frequency w* for a low-pass band filier by
w*={(2V2wp)/ {rouvL). '

For low-frequency phonons o =o" the transparency is
nearly perfect. They propagate ballistically through the
chain as through a periodic chain. Al higher frequency no
analytical expression of 7 (w,L) is available. By numerical
simulations of this model, Azbel!? has observed resonance
tunneling modes at discrete values of frequency w, emerg-
ing from a backgiound of exponentially damped transmis-
sion coefficients. Moreover, these resonant eigenstates are
not perfectly sharp, but their widths are exponentially small.
For electrons, Azbeil® has quantified these numerical results
by a very simple expression of the product of the resonant
transmission coefficient %, by the width

E{w)= (1)

F.5e, =expl — (L +2A,)/&1

_where A, is the distance between the maximum of this lo-

calized mode v and the center of the sample, A, are as-
sumed independent random variables uniformly distributed
between O and L/2, an hypothesis supported by the receat
work of Gor'kov er al.'* This gives rise to very large fluc-
tuations of the transmission coefficient which will provide
sharp structure of thermal conduciance. Such fluctuations
cannot be smoothed by thermal broadening. We propose to
use Azbel’s approximation for the transmission coefficient
7, and to assume, in addition, a uniform separation of the
modes: dw, =2mv/L, where v is the sound velocity:

L +124A,

" &lw,)

21

T, = A . V)]

Since the contribution of the high frequencies is exponen-
tially small—an exact result first established by
O'Connor'l—we will use the expression (1) of £plw,)} in
(2). The random character of this transmission coefficient
is now contained in the uniformly distributed random vari-

5449 ©1985 The American Physical Society
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able A,. This does not violate the central limit theorem,!!
since the probability of occurrence of these resonant tunnel-
ing modes is vanishingly small for L large. Moreover, at
low frequency the extrapolated 7, from (2) has the correct
functional dependence on I and w.

The problem of heat transfer can be simply formulated in
terms of the transmission coefficient in a way similar to that
for conduction through a tunnei junction.

Let us consider the left-hand side of the random chain a
blackbody source of phonons at temperature 7+ 4T, while
the right-hand side of the chain is in contact with a biack-
body source at temperature 7. The contribution to the ther-
mal current for the phonons w carrying energy from the laft
to the right is given by

!=%ﬁ‘mvg1(cu)n(m,7’+ dT)F{w, L)

where gi{w)={(mv)~! is the one-dimensional density of
states per unit length, and #{w,T) the Planck distribution,
By subtracting the thermal current from the right, one ob-
tains the expression for thermai conduétance:

kg = Kw
G(T,L)=Er—j; dm[{-kB—TJﬂ'(w,L) , (3)

where E(x)=x¥*(¢*~1)-? is the Einstein specific-heat
function. The expression (3) can be analyzed at two levels
of approximation. At the simplest level we suppose that
only the ballistic phonons (@ < *) can carry heat (F=1)
and neglect the other contributions (7= 0). Then,

R

pd i {4)

GOTL) =k [ g’-;ig

which provides twe asymptotic regimes:

wt k3T

3}f.T<T

GO(TL)=

[+

(5)

where T =Fw" iz, a=1,

It is remarkable that the low-temperatura contribution (5)
is a universal function of T which depends neither on disor-
der nor on the elastic conastant of the chain. This can alse
be understood from the classical kinetic formula, At one
dimension G=K/L, where K is the thermal conductivity
given by K= Cyv/, where C| is the specific heat per unit
length and /the elastic mean free path. Since C;=uv~! and
==L for ballistic phonons, the thermal conductance be-
comes a4 universal function of 7, It is also surprising that at
low temperature G is size independent, while at the platean
it depends on L=Y? through T*. In neither regime does it
obey Ohm’s law.

Beyond this crude approximation of ballistic phornous, one
can retein, f[ollowing Azbel'* the contribution of the
resonant tunneling medes to the thermal conductance. The
discrete version of (3) can be written as

kg 1 fo,] [ L+aa, |
G(T.L)~ 2 ;———Lglmv)z[m ex[ ST ] )

where the random transmission coefficient 7, from (2) has
been used. Now G is a random function defined by a sum

of random variables independent but nonidentically distri-
buted. The number of terms in the sum (6) is limited by -
the temperature through the Einstein function. More quan-
titatively, since the average separation of the modes s
2rufL =mwy /L, this number is LT/2®p. Therefore, for
T>>8p/L we are justified in applying the central limit
theorem for the thermal conductance. This is a fundamen-
tai property for the conductance a: finite lemperqiure. By
direct application of the Lindeberg version'’ of the central
limit theorem, we established that G obeys a normal law
centered at the average conductance & and with a variance

‘o} given by the sum of the variances of each term. The

average conductance is straightforwardly obtained from (6):

— _ kg fup fo o) e
G(T.L) 211_J; dw[{kgTJ L ¢

X{] =gttty n

which produces again the two regimes of conductance of the
ballistic approximation with a minor correction for the nu-
merical prefactor: a = (V#/3}(v2—1). The variance of the
transmission coefficient for the resonant mode v ig

PORACT N ) A8 | PR S 7/
ol YA -—”—f(m,) 1—exp o)

tanh{L/2#(w,)]
Xll—w} s (8)

and the variance of the thermal conductance o is obtained
by an integral over the continuous variable @, one obtains

2
k
g-&=(~i-£-]‘fdm[Lgl(m)]"lEz[% cXw) . (9

From (8), ¢ has a maximum around w”: Below w" it in-
creases as {w/w")}, but above w* it decreases as
w~?expl~2{w/w*)?]. The Einstein function dstermines
the relevant range of variation of the frequencies up ‘o
kgT/f in (9). Then o} is given by the integrated variance
o from 0 to kg T/k. At low temperature 7'< T, it is easy
to obtain the relative fluctuations of the thermal condug-
tance o/ G, proportional to @ J2T¥2f -V T%)~2 (B, is
the Debye temperature}). When 7 increases to be of the or-
der of or greater than T*, the relative fluctuations become
temperature-independent and proportional to (8,/7*)V2
XL~ Since T*=0pa5'L~12, the relative fluctuations
of the thermal conductance are proportional to g¥27 =4
These are giant fluctuations, because they decay as L—¥4
rather than as L="2 for standard fluctuations. The origin of
this unusual resuit must be sought in the exponentiation of
the uniformly distributed variables A,. This provides
og=0}G/L)", and G varies as L= in this plateau
regime. It must be noticed that it is the quasiballistic
modes, w < »”, which give the dominant contribution to G
or of. This justifies the approximation of the low-
frequency localization length in Eq. (1) in the general ex-
pressions given by Eqs, (6) and (9).

The previous analysis applies to the electrica conductance
problem with only a few modifications, Foliowing Azbel
and Di Vincenzo,'® the energies of the resonant tunneling
States €, replace w,, the derivative of the Fermi function
(- af/ae).=.v replaces the Einstein function, while the lo-
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calization length £, is assumed to be energy independent
and shorter than L. Instead of Eq. (8), the electrical con-
ductance G,(T,L) can be written

_ L+2A,
£o

(19)

where p;(¢) is the density of states per unit length. As for
the phonons, if T is sufficiently high (T >> T¢/L, where
T+ [s the Fermi temperature), the random electrical conduc-
tance (. obeys the central limit theorem with mean value
G, and variance of .

)
G (TL)= ;?;ILm(e,)]“‘[—%5]‘_',’3:(4

The mean value G, is obtained directly from (10} by
averaging the transmission coefficient, which gives, for
fo<< L,

= 2t fo “ildy

e =T ¢

27k L

It must be emphasized that the T independence of G,
comes both from the double averaging procedurs {(sampling
and thermal) and the non-energy dependence of the locali-
zation length while the non-sampling averaged G, is found
to be temperature dependent in Refs. (13) and {16). The
variance o-f;e is simply obtained from the same variance o

of the transmission coefficient as given by (8), but with o
independent of v:

2t

L =
7 27k

4

2 3 z
Uﬁfde[Lp;(e)]'ll'E{]' . an

Since the integral over € int (11) gives a term proportional to
Tr/(TL) and o?==(£;/2L ) exp{ —2L/&;), we obtain final-
ly for_the relative fluctuations of the electrical conductance
oG, /G, (Tr/ TEQVL,

These giant fluctuations do not depend on the size L,
while for standard fluctuations one would expect an L~Y2
attenuation. The main difference with phonons is that no
states of electrons are bailistic: They are assumed to be re-
stricted to the vicinity of the Fermi energy. These fluctua-
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tions established for sample averaging can be measured by
varying the chemical potential p of the eiectron gas. Sim-
ply, changing w shifts the desivative of the Fermi distribu-
tion { —8//8E) aleng the spectrum of the resonant tunnel-
ing modes. We can then calculate the reduced correlaticn
function of the conductance:

(BG(u+ApIG(n))e _
(8GH(u))

2 (xcothx—1)

Clan) = sinh®x

{12)

where x=Ap/2T. C(Ap) decreases for high Au as
(Au/T)exp{—An/T), and then T appears as the correla-
tion energy for these fluctuations when Au varies. We ad-
vance this as a possible explanation of the nonmonotonicity
int electrical conductance with changing the chemical poten-
tial as observed recently in inversion layers.!”: 1

There are several conditions for experimental observation
that must be discussed. First, for realistic values of L =1
cm, ©p=1300 K and 7,,=10"? one finds T*=5 K. More-
over, the value of the mean thermai conductance G at the
plateau is equal to 10~ WK~ This value is small but
measurable: It is equivalent to a thermal conductivity
K=10"Wm~'K~! of a thin wire of cross section 1 pum?
and of 1 cm tength.

The conditivn of one dimensionaiity for a thin fiber must
be formulated in the following way. First, the reflection of
phonons on boundaries must be specular and not diffuse.
This is usually the case at low temperatures 7 == 1 K, where
the wavelength of the dominant phonons (typically 1 um) is
fonger than the scale of the roughness of the surface
Secondly, for a section of diameter 4 of a fiber one expects
dimensional crossover of the density of states over a range
of temperature of ©5/d For observing the universai re-
gime this implies very thin fibers d << ®p/T", which, for
the typical material considered previousty, limits 4 to 107
atomic distances, Another aspect of the one-dimensional
nature is the localization length ¢ (@) longer than 4 Actual-
ly, this condition is fulfilled since the quasiballistic phonons
which provide ail the present featurss have a localization
length comparable to L.
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CHAPITRE 1V

MODES DE CONDUCTION DANS LES SYSTEMES ELECTRONIQUES
UNIDIMENSIONNELS ET DESORDONNES - CALCUL EXPLICITE
POUR UN MODELE EXACTEMENT SOLUBLE
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I - FLUCTUATIONS GEANTES POUR LA CONDUCTANCE ELECTRIQUE

Nous avons vue dans le chapi;re précédent comment le comporte-
ment exponentiel du coefficient de transmission 3 travers une chaine
de taille finie L pouvait affecter la conductance et surtout ses
fluctuations relatives qui s'&cartent notablement du comportement

standard OG/EGZL_I/Z.

Nous allons voir que dans le cas d'un systéme E&lectronique,
ces fluctuations relatives se trouvent encore amplifies et peuvent
expliquer le comportement nen monotone de la conductance observé e
dans des couches d'inversion (MOSFET). Pour cela, considéroms un
mod&le unidimensionnel identique 3 celul du chapitre ITI, ofi ies
Electrons sont soumis 3 une interaction avec des centres diffuseurs
répartis aléatoirement. Les modes propres &lectroniques sont alors
localisés avec une longueur de localisation caractd@ristique EO que
nous supposerons indépendante de 1l'énergie. Dans 1'expression de la
conductance &lectrique, la fonction d'Einstein présente dans le cas
des phonons est ici remplacde par la dérivée de la fonction de Fermi

de telle sorte gque la conductance &lectrique s'écriwe:

e2 -1 5 L+2A\)
Ge(T,L) =5H [Lp(sv)] (- 5;) eXp - —F (IV. 1)
v £=g o

Y
ol p(e) est la densité d'états par unité de longueur et Av une
variable aldatoire distribude uniformément entre 0 et L/2. De m&me
une dans le cas des phonons, s'il y a suffisamment de termes dans la
somme (IV.1), i.e. dans la limite oli la température T 2>TF/L, on peut
appliguer le thé&or8me limite central 2 G, et donc caractériser la
distribution de conductances par sa valeur moyenne'gg et par sa
variance oée.
‘pour Eo «L

E; est obtenue directement & partir de (IV.l) et s’@crit

2 EQ —L/Eo

GE = H_L . 28 (IV.Z)

Cette valeur moyenne est ind&pendante de la température. Cela est dii &




la moyenne prise & la fols sur la distribution des électrons et sur le
P . PR 1 s 2
désordre. Pour n'avoir pas considéré la seconde, Azbel et Di Vlcenzo( )

conservent une dépendance en température de Ge.

. 2 . . . .
La variance GG est 1ci aussi calcul&e comme la somme des

. 2 e
variances o de telle sorte que

2

2 e’ 2 2 -1 ,_ 3f |2

GGe = Gop) " oo, | dellple) | ( 5 ) (Iv.3)
Nous pouvons alors calculer les fluctuations relatives :

a

€ Tr 172 (IV.4)
= 5

G o

e

oll TF est la température de Fermi, Dans le cas des &lectrons, ces
fluctuations se trouvent donc amplifiées par rapport au cas des pho=-
nons de telle sorte qu'elles sont maintenant indépendantes de la
taille, i.e. qu'elles ne s'&teignent pas dans la limite d'un systiéme
macroscopique od L + », La différemce essentielle si on compare avec
les phonons est qu'il n'y a pas ici d'@quivalent des phonons ballisti-
ques de basse fréquence pour domner la contribution majeure 3 E;. lei,
tous les Electrons pris en compte dans la conduction ont leur énergie

au voisinage de la surface de Fermi.

Le comportement singulier des fluectuations relatives (indé-
pendantes de la taille) pose le probl3me suivant : dans un phénoméne
aléatoire, nous devons trouver la bomne variable a partir de laquelle
une moyenne d'ensemble garde um caractdre pré&dictif sous peine d'8tre
frustré par 1'imprédictibilité du mod&le. Or ici, dans notre probléme,
les fluctuations relatives de conductance &tant indépendantes de la
taille, on s'attend i ce que la valeur moyenne d'un &chantillon n'ait
aucune valeur pré&dictive méme dans la limite thermodynamique d'un
systéme infiniment grand (L -+ «).Notons cependant que ces considéra-
tions sont 2 reprendre en présence d'effets inglastiques introduisant
une nouvelle longueur caracté@ristique li. Par quel mécanisme retrouver
une moyenne d'ensemble ? L'@nergie caractéristique du systéme est le
potentiel chimique u. D'autre part le comportement du coefficient de

transmission en fonction de 1l'Znergie £y du mode propre vest trés



erratique et varie entre O et | suivant les ré&sonances pour  une
réalisation donnée du désordre. Si on se
place 4 trds basse température, typiquement pour des valeurs infé~
rieures 3 la distance en &nergie entre deux modes localisés, alors la
fonction (=~ %é) est trés piquée autour du mode £, = M. On congoit
donc dans ce cas qu'en faisant varier ., on gélectionne des modes
résonants ou non de telle sorte que la conductance €lectrique associge,
domnée par la relation (IV.l), mette en &vidence d'importantes fluctua-
tions. Celles-ci,obtenues par simulation numérique, sont reproduites
sur la figure (IV.1) & tré&s basse température. Nous avangons ce modéle
afin d'expliquer les variations non monotcnes observEes dans la carac-
téristique de MOSFET obtenmue en faisant varier la temslon grille Vo -
Cette tension Vo est directement proportionnelle
& la concentraticn d'électrons dans
le systéme, c'est-d-dire au potentiel chimique p. Les variations
observées expérimentalement peuvent done &tre directement relifes & ce

que 1'on observe numériquement. Que se passe-t-il maintenant si on
af
e

s'8largit tout en diminuant d'amplitude et prend donc en compte un plus

augmente la temp@rature ? La dérivée de la fonctiom de Fermi (-

grand nombre de modes (om suppose dans tous les calculs de ce chapitre

une répartition régulidre des miveaux au voisinage du niveau de Fermi
Eﬂ,hsz
L

variant la température, on doit aussi, @ potentiel chimique fix&,

avec une séparation entre niveaux Ae =

constante). Donc en

observer des fluctuations mesurables sur un méme &chantillon qui doi-
vent s'éteindrecomme l'inverse de la racine cartre du nombre d'états
contribuant 3 la conductance G, soit ff§% . Ce sont ces fluctuations
de G(T), obtenues numériquement, qui sont représentées sur la figure
(IV.2 ). Maintenant, pour savoir si on peut retrouver ume moyenne
d'ensemble en variant U ou T, ilfaut &valuer les fluctuations de

conductance,
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11 - FLUCTUATIONS DE G{T) et G(M) ~— FONCTIONS DE CORRELATIONS

Pour évaluer les fluctuations de conductance et observer leur

comportement, nous allons calculer tout d'abord la fonction de corréla-

tion :
cay) =<8l . A)EG ) > (IV.5)
< 867 () >
- - . h —
ol < ...> est la moyenne sur le d&sordre tandis que G = —» (G-G) .
D'aprés (IV.1), on peut s'&crire : ¢
-2
< Sse(use(p + Ap) =1 o) 2 (- 25 -5 _ <ersr, >
) SE _ BE £ 1 \) AV
v,V e=e, v
(Iv.6)
ofl Tv = e_L/Eo(l+av) est le coefficient de transmission assoclé au mode
d'énergie %)et ol qvest une variable aléatoire distribuée uniformément
entre O et 1. On définit alors 8T =T - < T >, o
-1/t v v v’
< Tv > = gO/L.e o, La relation (IV.6) s'écrit alors ;
- -2,_3f, _ 3t 2
< 86 8G{u + Au) > \Z) (Lpy “( Be)u( Be)wmf §TS >
soit
+co
| By T2LES B e oB (emu=bu)
< 8G(IBGG + A = 5 = e —— | de e ——

-B4u

Posons o = e qui est la variable naturelle, on obtient alors aprés

un peu d'algébre :

1 1
Clap) = 6“2[1—‘%211-—2]
(I=ct)
solt Clau) = 3 . [®x cothx - 1] (Iv.7)
sh'x
olt x = Ay . 81 x + 0, i.e. pour Ay « T, la fonction de corrélation C(Au)
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tend vers 1, alers que pour Au » T, C(AW) ;;m 124 Q%b eﬁAﬁ/T. La
température T apparalt donc comme 1'&nergie de corrélation des fluc-
tuations de conductance lorsque Au varie. C'est-a-dizme que pour des

AU suffisamment grands, de 1'ordre de la température T, les fluctuations

de conductance deviennent dé&corrélées.

Observons maintenant ce qui se passe lorsque sur un méme
échantillon on fait varier la température 3 potentiel chimique fixé.
On constate sur les résultats numériques présentés sur la figure
(IV.8) que la conductance G(T) fluctue avec la température, mais
rejoint la valeur obtenue en moyenmant sur le désordre, i.e. sur Mo
Ici aussi on peut calculer la fonction de corrélation décrivant ces

fluctuations :

C(AT) = < SG(TYSG(T + AT) > (IV.8)
£l ETY
solt c —2L/€ kBT kBT .
C(AT) = ~2-e o J‘ d 1 e e 1
L i " et L TeaTyk
kBT 9 (T+AT)kB 5 B
. fe + 1) (e +1)

Pour &valuer 1l'intégrale ci~dessus, on va appliquer la formule de

Fermi :

3f 2 2
de ¢{e) (- E) = ¢ (u,T) + Ee‘“ (kBT) " (U, T) + ... (IV.9)
T

En ne retenant que le premier terme, on obtient alors :

£, g 1

e ' T

he ' THAT (Iv.10)

CAT) =

o

c'est-d-dire une d&croissance hyperbolique de la fonction de corréla-
tion bien reproduite numdriquement sur la figure (IV#). En définitive,
1'élargissement de la fonction (- %EJ obtenu en augmentant la tempéra-
ture équivaut 3 une moyenne d'ensemble et nous pré&dit une valeur de la
conductance &lectrique &gale 3 < Ge > donnée par la relation (IV.2).
Néanmoins dans cette &tude, nous n'avons pris en compte que la contri~

bution 3 G, due aux modes résonants dans le milieu, C'est justifisd 3
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basse température, mais si T augmente, nous devons prendre en compte
la possibilit@ de conduction par sauts de Mott dams le systéme. C'est

celle—ci gue je voudrals décrire maintenant.
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IIY - CONDUCTION PAR ACTIVATION THERMIQUE - RESONANCES DE LEE

Nous avons vu dans le paragraphe précécdent comment la non-
reproductibilitéd des grandeurs macroscopiques comme la conductance
pouvait Btre assocife aux caractéristiques microscopiques du syst@me.

En effet, 3 un &chantillon donné correspond une répartition du désordre
et donc une distribution précise des modes ré&sonants pour lesquels G(T)
présentera ses maxima. Néanmoins, nous n'avons accordZ & la température,
dans le mod&le précédent de "tumnelling ré&sonant" que la possibilité

de moyenner le systéme, en &largissant ie nombre de niveaux 3 prendre

en compte et donc en diminuant le poids des modes ré&sonants. Il est
toutefois une autre fonction que peut jouer la température, en autori-
sant par un processus inélastique {incohérent}, une transition entre
modes propres localisés. C'est le mécanisme de conduction par activation

(3)

. P. Lee a alors montré au moyen d'une

(43

thermique introdult par Mott
simulation numérique directe de ce probldme que ce mécanisme inélas-

tique pouvait aussi conduire 3 des résomances al&atoires de la conduc-

tance similaires 3 celles observé@es ci-dessus dans le cas de la transmission élas-
tique le long d'un mode résonant particulier . Le modéle étudié est le suivarnt :Onconsdére comme
précédemment une chaine de longueur L olichaque mode localisé est caractérisé par sa
longueur de localisation £ et oli u est le potentiel chimique du sys-

°  (5)

téme. Selon Miller et Abrahams , le probléme du transfert dans un

tel systéme est de méme nature que celui obtenu & partir d'une chaine
de résistances aléatoires le long de laquelle deux sites i et ] sont

religs par la résistance Rij telle que :

X, =%, | B
N | 1 _ _ _
£, ¥ 2k, T LB -nl+] Es kl+{E; Ejl 1(1v.11)

Rn(Eii) =2
RD
oll R0 est une constante et Xy at Ei représentent respectivement le
centre et 1l'énergie du site i. La relation (IV.1l) peut &tre obtenue
de la maniére suivante : calculons le taux de tramsition Fij dy site 1

au site j. Celul-cl peut se mettre sous la forme :

Fij = < ni(l - nj) Yij > (Iv.12)
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E,
ot < n,> = {1+ expéﬁif)] 1, 1'énergie E; étant mesur8e par rapport

& . D'autre part, Yij doit 2tre symétrique et ob&ir au principe de

microréversibilité :

Physiquement, Y-‘ mesure le tunnelling & travers les &tats localisas,
i.e. Yi; = Yo _2 RlJ/go oll Rijz |xi—xj[ et y_ est ume constante.
En &valuant < ni(l—nj)> , et en identifiant la résistance Rij avec
la probabilité de transition Fij’ ot retrouve la relation (IV.11) de
Lee, dans l'approximation ol les énergies de saut mises en jeu sont
bien supérieures 3 kBT. Nous sommes donc ramends pour calculer le
transport dans le systéme 3 caleuler la somme des résistances RiJ
associ&es en série.Mais d'autre part, comme cela est représenté sur
la figure (IV.4), il y a de nombreux chemins possibles en parallale.
Parmi tous ces chemins, le tramsport se fera par celui dont la résis-
tance est la plus petite. Soit RC cette valeur correspondant donc 3
la résistance au-dessous de laquelle il n'y a pius percolation &
travers la chaine de taille L. Par conséquent, dans le mod@le de Lee
la résistance de chaque pas ij est telle que Rij < Rc' Remarquons
enfin que dans la limite T - O des basses températures, on obtient

.E.l = g' = /gon retrouve donc les modes ré&sonants d'Azbel tels que
An G—il) = e »Due au comportement exponentiel des ré&sistances R
1a sollition de Mott est alors donnée par la r&sistance R'j de la
paire (i,j) de résistance maximum qui impose sa valeur 3 tout le
chemin. En fonction de la position des &nergies Ei et Ej par rapport
& u dans (IV.l1), on obtiendra alors comme pente de ¢n R en fonctien
de y , = l/kBT ou zEéro. C'est ce comportement erratique qui est
représenté sur la figure (IV.5). On peut de plus obtenir le comporte-
ment en température dans ce mod&le, et les oscillations les plus aiguds

corraspondent aux tempé@ratures les plus basses.

Finalement, on constate que méme i plus haute température les
oscillations de résistances et la perte de sens des valeurs moyennes
subsistent méme si leurs causes sont trés différentes. Il reste main-
tenant & trancher entre les deux approches pour savoir laquelle est la

plus apte 3 décrire les résultats expérimentaux. Une &tape nécessaire
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pour cela comsiste 3 &tudier la transitiom entre le "tunnelling
résonant” et la conduction par activation thermique. C'est ce but que
nous nous sommes entre autres £ixé dans la publication reproduite
ci-aprés. A 1l'aide d'un mod&le exactement soluble pour un &lectron
dans un potentiel incommensurable, nous avons calculé exactement les
coefficients de transport pour une chaine de taiile finie dans le cas
ol les modes propres sont localisés avec ume longueur £, identique &

(6)

celle obtenue dans un modéie de désordre et l'interpolation entre

les différents régimes précédemment discutés,
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1. Introduction
Recently Grempel, Fishman and Prange in a series of papersl’z’3 have
discussed an interesting, exactly solvable model of guantum motiom in an

incommensurate potantial. In one form the model is a tight binding model
(tn-e)an + W(an_l+an+l) - 0 (1.1

where 2, is the amplitude of the wavefunction on site n, W is the nearest

neighbor h&pping matrix element, ¢ is the energy and £, = tan a'gr where «
is a phase and r/2n can be rational or irraticnal. The model (L.1l) was
solved by Grempel et all by noting that it is equivalent to a kicked
oscillator and they showed that the model (for most irrational r) has only
localized eigenstates (in all diménsionsa). This 1s a result of the
special form of the site energies T The model is related to the Lloyd
model4 for disorder -- the distribution of site energles for most
irrational r is a Cauchy distribution and the loecalization lengch and
average density of states are the same as in the Llovd model.

Further insight inte this model can be obtained by considering its
dual. Assume r = 2r p/N where p and N are coprime and are the convergents
of the irrational r/2r of interest., The irrational casas is then obtained
in the limit p, N-=. To obtain the dual of (1.1) we introduce
1 N-1

N m={

. A
lrnenr
e &a

o (L.2)

a
n

A

and on substituting in (1.1) we find the equation for the a,
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2 - -
{ 2Weosmr e)am + % Ur e 0 (1.3)
where
N-1 .
1 inrr o-nr
Ur -5 ngo e tan T (1)

Using the (non-convergent) Fourier expansion tan x = 2sin2x-Zsin4x
we find

- -l

U - i¢el® i -21a
r

B I O PP I (1.5)
Then the dual of (1.1) involves long range hopping and we would expect the
dual states to be extended.

This model provides an interesting case in which the transport
properties of a system possessing localized states can bhe discussed in some
detail. In section Z we give the solution of the tight binding model (1.1)
and discuss some properties of the solution. This section is mainly glven
for completeness and follows the work of Grempel et all quite closely. In
sectlon 3 we discuss the Green’s function for this model. The Green’s
function has also been obtained by Pastur and Figctin5 by a different
method, In section 4 we use the Green’s function te obtain a simple
expression for the a.c.‘conductivity and discuss its frequency and
temperature dependence. The low frequency conductivity at zero temperatursa
has been discussed'by Prange et 316 and Pastur and Figotin5 and our results

are in agreemsnt with theirs. 1In section 5 we discuss Mott hopping
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conductivity for this incommensurate, localized model. In section § we
derive an expression for the transmission coefficient of a finite length of
the incommensurate system and discuss the conductivity, its length
dependence and its resonances. Most of our results in this paper are for
the one-dimensional case but the model (1.1) is solvabls in all dimension53

and number of our results can be extended to higher dimensions.

2. Tight-binding Mecdel

The model (1.1} was solved by Grempel et alt by noting that it is
equivalent to a periodically kicked oscillator. For our purposes it is
simpler to solve the model dirsctly although the procedure is not very
different. As noted above we taks r = 27 p/N where p and N are the
convergents of the irrational number r/2r of interest. The potential then
has period ¥ and the irrational case is obtained as the limit p,N+=, Ve
first investigate solutions in which a =-a.. These provide a complete

a+N

set. Introducing the Fourisr transform

1 ikn |
a = =% e (2.1)
whsre k = é—"” 2 (2 =1...8) in (1.1) we obtain

Z eikn

uk(tn-e + 2Weosk) = 0 (2.2)
k

Following Grempel et al let ¢-2Wcosk = tan V(k)/2 and this equation can be

written
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) S Il-k(e'i/2 V(k) _ e-i(a-ﬁr -1/2 V(k))) -0 (2.3)

k

where W - Ek cos V(k)/2. As r is of the same form as k, we can set K+r=k’

in the second term of (2.3) and obtain the relation

= o-1/2(2e-V (k) -V (k)

Uiy ™ U (2.4)
Using the conditions Ek+2w - Ek’ E-k - Gﬁ we set
ak - e-ivk+i¢(k) (2.5
whers v is an integer and 4{-k) = -¢(k). From (2.4) we £ind
F{kbrr)-d(k) = vr-a + L/2(V(k+r) + V(k)) -2rn2 (2.6)
where 2 is an integer. Introducing the Fourier series
N1 ikn
Y(ky = 3 Ve
n
=0
(2.73

N-L ik
d(k) = L e
=1

in (2.6) we find

a-vr + 2mi = Vo(e) (2.8
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3, = =1/2 cot nr/2 V_ (2.9

n

Eq. (2.8) is the eigenvalue condition, For later purposes it is convenient

to introduce

N-1 :
(k) =+ y v sinnk (2.0
2 n nr -
n=]1 sin 5"

From (2.5) and (2.7) the (unnormalized) wave function can then be written

e nr-o
aé ) - gos Y/ ¥

(2.11)

Z eikn + 14 (k)
k

These eigenstates can be shown to be orthegonal, In one dimensicn we note

that

Vo= Vgn = - 2 e Msinun (2.12)
where

coshycosy = ¢/2W, sinhysing = 1/2%W (2.13)

The eigenstates have been discussed in detail by Prange, Grempel and

Fishman42 For most irrationals they are exponentially localized with a
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localization length 7-1. This is the case of interest in this paper. The

integer v can be regarded as the band index for N finite or as the center

of the localized state in the limit N-w, From (2.8} it follows that the

av
average density of states is p(¢) = %; 5;2 . This can be shown to be

identical with that in the Lloyd model,

More general solutions of {1.l) can be obtained as follows: the

potential ta has period N and thus the unit cell has N sites and we expect

N bands of states., From the Bloch theorem we can write a = elqnaq a where
a =-a has the period of the unit cell and the wave vector q (-% <
q, a+N q,n N

q < g) labels the states within each of the N bands. Proceeding as above

the elgenvalue condition replacing (2.8) is

T tan l (e-2Wcos(k+q)) (2,14)
K

o

a-vr-2nl =

As the band index v varies from 1 to N +r (mod2x) takes on thé values Zg 2
{(4=1...8) but net in this order. Thus vyr for two neighboring energy bands
(in energy) will differ by 2x/N (mod2x) and thus from (2.10) the energy
bands are separatad in energy by 1/pN. For a given band the wave vector g
lies between * n/N and thus the energy width of a band is of order l/Nz.
In the limit W-~ for typical irratiomals we get a discrste spectrudm of
localized states. A much more detailed discussion of the eigenstates is
given in ref.

For a discussion of transport properties it is useful to know how the
stateé are distributed in space and in energy. The eigenvalues of the

states localized at site v is determined by (2.8) and we discuss the

formula in the case wheres r/2r approaches the golden mean, Then r is
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approximatad by r = 27 fk/fk+l where the f are Fibonacci numbers (fo-flml)
and the unit cell is of length fk+1‘ Suppose we have a localized state v
centerad at site v and consider the state y+ fp which is localized fp steps

away. The difference in energy of these two statas is given by

. k-
vo(eyifp)-vo<ey) -z fpr(modZn) - 4-_(-)P’ 2 E——Q (2.15)

. - \P
where we have used the relation fkfp fk+lfp-1 + (-) fk-p' If p<k we can

expand (2.15) and find

(2.16)

e = ()P
g T4 10T R S
. . p+1
where p is the density of states. For large k and p, fp ~ ¢7 ~/J5 where
$ = 2 (1+/5) and

(P (P '
€ 4g "€ = = -z (2.17)
U_.fp v + p¢P+1 | p./gf

We note the following special cases:
(1) p=0 le,p1-€,1 ~ 7/27p so that states which are nearest neighbors in
space have a large energy separation,

(ii} p=k so that eigenstates which are near neighbors
g g

| e +£ "€, ~
U_.fk v Pﬁfk
in energy have a large spatial separation,
These results will be useful in the discussion of hopping

conductivity. They are special to the case where r/2n approaches the
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golden mean but similar results should apply toe other quadratic or common
irrationals. Eq. (2.17) does not take into account all the energy levels
because the fp do not cover all the integers but does include the levels

closest in energy to a given level which are of most interest to us,

3, The Green'’'s Functicon

The Green's funectilion is the solution of

(tm-e)Gmn + W(G G

ol ot ) = § | BEREIES

m-1,n m,n
and this can be'solved in z similar manmer to that used in the previous
section. G does not depend on m-n but we can take the Fourier transform

mn

on m and write

o E elE(m-1) o py (3.2)

el

where G(k) still depends on n. Substituting in (3.1) and following the
same steps that led to (2.3) we obtain
lV ai(a-mr-lv i

12::' eikm'n)['éke 2 k-ake 2K e tl@mTyy L g (3.3)

where Gk = cosV(k)/2 Ek. Shifting k teo k-r in the second term and equating

the coefficient of elkm to zero gives
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1
-3V _ -i(a-nr-3V 3 .

We put Gk - A(k)eiﬁ(k) where ¢(k) is given by (2.7) and (2.9) and use the

relations

#C6) = 3 VR = 8(kr/2) - 2V

i
(3.5
Bk-7) + 2 V(kor) = 0(k-r/2) + 2 v
2 2 o
Then .
: 1
. . =i{a-nr-v ) =18 (k-7/2)-3V ) .
A(k)-A(k-r)e °" 2 ie _ 2707 (14g7amnr), (3.6)
This can be solved by expanding A(k) in a Fourier series
N-1 |
A(k) = T ey
n'=0 o
and it is found that
n
AL = ‘E'n, (3.7)

sin%(a—vo+(n‘-n)1)

where Fn is given in (2.11) and c, = COS%(&-HT}. Aftar some

straightforward algebra we find
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1
c_cosy(V _-r(m-n'))
Gy = & 0 F L F (3.8)
mr , .1 , n-n’' m-n
n 51n§(g-vo-n T}

This can also be written in the symmetric form

sin(a-mr)&m,n . (3.9)

RN R

1 , '
Gmn =< e E' cotz(a-vo-n T)Fm-n’Fn-n’ +

The Green's function depends on ¢ mest impartantly through the Vo(e)
under the cotangent. The functions F ars weakly dependent on ¢. The
F.o= e TR for large n and thus the Green's function is shortranged and
proportional to e V(@) £y large {(m-n). Replacing ¢ - e¢+in where n is
small and positive we find |

im G - me c §J5(sin%(a-vo~n’f))F {(3.1G>

N
mn m m-n' n-n
which will be useful in caleulating the conductivity in the next sasction.
The average density of states can also be obtained by averaging Im Gmm over
sites m. A different form of the Green’'s function has been given by Pastur

and Figotin.S

4, A.C, Conductivity
The Kubo formula for the a.c. conductivity at frequency w when

expressed in terms of the imaginary part of the Green's function is
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e2W2

wlNmr

glw) =

jde(f(e’)-f(é))

n+l,m<€)ImG (")

Em[ImG m+l,n

-ImGn+l,m+l(s)Ime,n(e’) + terms(eere’ )] {4.1)

where ¢’ = ¢-w and £ is the Fermi funetion. Substituting from (3.10) for
the Green’s function, averaging over the phase @ and taking the limit as
H-= gives

2.2

T(w) = E;E— de(F(e’)-£(€))

L §(sinz(V, (e)-V_(e")-nr)H’ (4.2)

N=-ca

where

(¢') - F ()F (e’)] (4.3)

Hn = % {Fm+l(5)§m—n

m+1-n

and fm(e) - cos%(Vo(e)—mf)Fm(e). Using the resulcs (2.7), {2.10) and (3.5)

it is not difficult to show that

2i ikn
Hn - N g e

sink cos Vik) cos V'gk) ei(¢(k}‘¢'(k))

5 .(4.4)
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where V(k) = V(k,¢), V' (k) = V(k,¢') and similarly for ¢(k} and 4’ (k).
This expression does not depend sensitively on w = ¢-¢' and at low

frequencies setting ¢ = ¢’ in (4.4) we obtain (for N-=)

jasd
]
BN

. ,
I dk elknsink c052 Eifl

T

Y

1

: 1
singn + 35 (Sn-l,0-5n+l,0) (4.3)

At low frequencies the terms with n = *1 do not contribute te (4.2) and
substituting from (4.5) we obtain the simple expression for the average

conductivicy

2
F(w) = f— Jde(f(s')-f(e)

) S(sin%(vo(e)-vo(e')-nr)e-27|n|sin2pn (4.6)
Tl

The term with n=0 vanishes so that the d.c. conductivity is zero. We
discuss this fermula firstly at T=0°K and then at finite temperature.
(A T=0°K. Introducing the variable ¢'' = ¢-u-w/2 where g is the Fermi

energy we then have at low frequencies

Vo(e)-Vo(s’) - 2ﬁw(pF+f"pé,) (&.7)

13.
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14,
where pp and pé are the density of states and its derivative at the Fermi
energy. In the delta function we can replace nr by 2r<n7> where r = /2%
and the angular brackets indicate the fractional part. Then

_ 2 a2 . :

g(w) = & de'’ E §(w(p e’ pl)-<nr>)e 27|n|sin2pn {4,.8)

T F F
~w/2 n _
We have replaced the sin by its argument which is small. We now evaluate
this formula close to certain special frequencies R such thar PEpe ™
- th - - _ P

qk(r-pk/qk) where Py and gq; are the k™ convergents of r. Thus r = E‘ + 8y

k

where 6k -7 - pk/qk and is small and positive if k is large and even and

<G > - qkak. Substituting these results in (4.8) we find

2 -27q
7 e ksinzqu {(4.9)

; . 2
This formula applies for frequencies such that {w-wkoi < wkopﬁ/zpF. The

conductivicy thus has a series of steps at the frequencies @y of width
. . 1 1
iven above. From the inequalit < §, € T we s that
s s ° T qlarrag Sk S ga, T
poy = gL, ~ = (4.10)
ko T W%k q :

G 1s the spatial distance between states differing in energy by w The

ko~

frequency difference between successive steps 1is

PP %0 s0) = Tl ) ¢ (PP p)
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= %1 [ Siern | (4.11)

where we have used the recursion relations for the convergents Q. = 3.9 4

+ dy g and similarly for Py Thus the frequency difference between steps

: 1 .
is of order wy, -wy ., = Pp Ter which is larger than the width of a step.
In (4.9) using Y ~ T o the conductivicy 1s approximated by the
PF¥%o
continuous functien
- e2 -2v/pw 2
g(w) - 7 @ sin " u/pw (4.12)
wp%w
The exponantial dependence of the conductivity on inverse L1quets . at low

frequencies has been obtained by Prange et a16 and Pastur ,ud Figu:in.s
They also pointed out that the incommensurate case has a smaller
conductivity than the disordered case where o - wz.

(BY T = 0°K. We consider the case where xT > w but xT is much less than

the Fermi energy u. In (4.6) put ¢ = p+e’’ and expand
Vo(e)-VG(e-w) - 2ww(pF+e’ pé) (4.13)

Then (4.8) is replaced by

2
(W) = === |de’’ — T §5(p +e"p')-<n}“>}e'27|“|sin2#n (4. 14)
4reT cosh®fe’’ n F F
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The integral is effectively over the interval je¢’’|<xT which broadens the

steps at the special frequencies W . From (4.14)

2 -27qk 2

a :
sin®uqy

= bp T e

ECQ)ko

which replaces (4.9) in the case xT>w. This formula applies for

g Tog
frequencies ]w-wkoj < ——;———— . Thus the staps are broadened by
F

temperature and the conductivity is temperature dependent ¢ -~ T'l. Suchi a
behavioer has been discussed recentiy for systems with localized states by
Azbel et al.7 The width of steps will only be comparable with the distance

between steps, i.e,

“uo®TPF = PRlUg a0l = ST 18y,
= A% (4.13)

wheras we have used qk+15k+l - l/qk+l = PRl This gives «T - pF/Pé a high
Cemperature. Thus the steps or resonances in the a.c. conductivity are not
readily smoothed out by finite temperatures. However, we have not
considered inelastic effects which would be expected to become important
before the above temperatura is reached. These are discussed in the next

section.

5. Hopping Conductivity
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The model (1.1) and the conductivity in section 4 only take elastic
scattaring of the electroms into account. At finite temperatures inelastic
gffacts will be important and eveﬁtually dominate the conductivicy. We
have not attampted to include imelastic scattering inm (1.1) in any detailed
way but will attempt to treat it in the same way as is done in disordered

ﬁsystems.7 The phenon assisted hopping rats Wij between localized states of

energies ¢, and ej at positions Ri and Rj is taken to be

- {R,-R,|{-]e.~e,|/wT
W, wve L 31 (5.1)
13
where V is a constant dependent on the electren-phonen coupling and v 1is
tha localization length defined im (2.13). In the case where r/2x is the
golden mean the distribution of localized states in energy and position has

been discussed above (2.13)., Substituting these results in (5.1) we find

for two states a distance fp apart

yE - 1/xTpf J5
v, /npp/—

g =Ve (5.2)

P

so that Wf only depends on the distance between the two sites. In this
P
case the motion of the eslectrons can be defined by a simple master squation

dPi
Ty ;; Wij(Pj-Pi) (5.3)




- Iv.18 -

18.

where Pi 1s the probability of finding the electron on site {i. The

diffusion constant is given by

D~z § <i-j)2wij (5.4)

We maximize the hopping probability Wf with respect to fp and find
P

that the most probable transition is for fg - (JgnTpv)-l/z and

1/2
(/D)

=
]

(3.3)

where T, = v/xpf5 . This result is exactly the same as the Mott law7 for
hopping conductivitcy in disordered systems. A more accurate formula for
the diffusion constant can be cobtained from {5.4),

The crossover between resonance tunnelling conductivity considered in
the previous section and phonon assisted hopping conductivity will occcur
when the length fg for the most probable hop becomes less than the distance
Q. - l/pwko needed to tunnel to find a resonant state with frequency
difference “ro+ Setting these two lengths equal (ignoring numerical
factors) gives a relation between temperaﬁure and fraquency

&Ty ~ pw2 | (3.8)
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at which this crossover should occur. We have derived the Mott law for
incommensurate systems in the case of the golden mean but we would expect

the same result to hold for ordimary irrational r.

6. Transmission Coefficient

In this section we discuss the transmission of an incldent electron
wave of energy ¢ = 2Wcosk through a one-dimensional incommensurate system
of length L deseribed by (1.1). We suppose that the incommensurate lattice
is connected at each end to a perfect lattice and the sites of the
incommensurate lattice are labelled 1 to L. The tramsmission ccefficient

T, is‘related to the conductance G by the‘Landauerg‘formula

2 T
L~ 214 1-T,

£

G (6.1)

In Appendix A we express the transmission coefficient in terms of the

Green's function (3.9) at energy ¢:

. 4sin’c |Sors1)? (5.2)
L 2 D :
where
-ik ik
D = (Gyge "CGyp) (¢ Gy 17Cr4q141)
-ik ik
+ (8 TCGq141°611417 (e Cr9Cr 0 (6.3)
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G 1s the Green’'s function for the infinite system and is expressed in (3.9)
in terms of the eigenstates of the infinite system. Eq. (6.2) {i{s an exact
formula for the transmission coefficient of a finite system of length L.
As the sigenstatss are exponentially localized the eigenstates of the
finite system will not differ much from those of the infinite system except
close to the boundaries., We will find that the transmission due to states
close to the boundaries is small and rhus (6.2) is an appropriate formula
for the discussion of the transmission ccefficient.
For energies ¢ not near resomance with a localized stats the Green’s

function in the numerator of (6.2) decreases exponentially with L like
Gor, ~ o 7k while in the denominator D the Green’s functions Y GLL+i'
etec. do not decrease with L. Thus, as expected, T, -.3"27L when we are not
near a resonance. |

- We now investigate how TL behaves when ¢ is very close to resonancs
with a localized mode of energy €, located at v (I<w<l). €, 1s related to
v by (2.8). We can now write the Green’s function as the sum of two parts,

the first coming from the nearly resonant mode and the remainder

G = cncot % (a-VO(e)-vr)F

1]
mn o +Crn (6.4)

F
-y -y

and using «-vr+2xi - VO(EV) for ¢ close to ¢, Wwe can write this as

(v) .
Con = A Cin (6.3)
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whera 5 - - and g( ¥) cmanm_UFn_v/wp. We now substitute (6.3) in

{(6,2). It should be noted that the terms in 6;2 cancel in the denominator

D and we find

(v»)
o . bsin’ic |Borsa* 5,801 ]2 6.6
L 2 A+ B :
W v
wherg
- o) _ -1k _(O)
A = (815" "2 gy ) (et L+l Creirer’
. L mik,, ik (v) (v)
* (Gipe T Ghe) (e B8 le1) (6.7)
L ik, ., ik, ,
B = (Gig=e " Gpp) (o7 6y 11 Gt (6.8)

In A and B we have omitted expomentially small terms ~e'7Ly In order to

exhibit the important features of (6.6) we make the following simplifying

-

but reasonable assumptions: (a) the state v of interest is located deep

inside the incommensurate system l<<v<<L and set v = L/2 + v'. (b) The

wavefunctions F -~ e 1% , F -~ e-y(L-u)’ F - e-7(L-y) and thus g<y)
v L.~ L-v

gé;) -ny/p and gé{il géiiL+l e'27(L'V)/p and neglect all phase

factors., (¢) The Green's functions G! are all of

10 ~ %0 ~ Spein T CLsirel
order G! independent of L. With these assumptions gézil - e-vL/p, A~
2

e~7Lcosh27v' G'/p and B ~ G'” and the transmission coefficient has the form

1
T. ~ ‘ (6.9)
L cosh27u'+6ypG’evL

This formula shows that the width of the resonances in TL due to lecalized

states 1ls proporticnal to e-vL. Exactly at resonance, Eu = O, the
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transmission coefficient is proportional.to 1/cosh225u' and then localized
states located near the centesr of the wire (v'~0) give the largest
contribution and states near the edges (v’ = *L/2) give a negligible
contribution to the transmission. These results are in general agresement
with those expectea for disordered systems as discussed by Azbel and
Soven,lO Azbelll and Maynard and Akkermans.l2 DeVincenzo and Azbell3 have
discussed the tamperature dependence of the conductance in this case and

the crossover to a Mott-like law., The conductance at finite temperatures

is given by
¢ -2 [4 - 1 (o) (6.10)
2xR ¢ e’ "LNE :

where £ is the Fermi function. Sinece T is exponentially large at the
resonances the integral is dominated by the resonances and the contribution

of & resconance €, at site v measured from the center of wire) is

“yL-2y|v|-28fe ~u)
G ~ -(‘—;f)seeruV) - v (6.11)

-yL . - vi . -
whare Eey ~ e 7™ is the width of the resonance, e 2ylv] is the value of T
at resonance and the third factor comes from the Fesrmi function. Suppose
that the chemical potential g is approximately in resonance with a state

€, where v 1s near the center of the sample. Then maximizing (4.11) wich

' 1/2
L= (T_/1y
regpect to v assuming (eu-p) ~ 1/p|v]| we find G ~ e where T0

is same as in the phonon assisted case (5.5). The temperature dependence

is the same as in the Mott hopping law.
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7. Discussion

We have discussed three types of conductivity (&) resonant tunnelling
(sect. &) (b) phonon assistad hopping (sect. S5) (e¢) transmission through a
system of finite length. Each of these involves a length scale: (a) For
resonant tunnelling the length scale is set by the frequency and is of
order 1/pw (b) For phonon assisted hopping the length scale is set by the

1/2 {(¢) For transmission the size

distance for the most probable hop {(eTpy)
L of the system sets the scale, The relative values of these three length
scales determines the type of conductivity expectad the shortest length
scale being the dominant omne.

The incommensurate model of Grempel, Fishman and ?rangel provides a
simple example in which the different types of transport processes occuring

in incommensurate systems with localized states can be investigated in scme

derail. ' -

Appendix
We derive an expression for the transmission coefficient of an
incident electron wave of energy ¢ = 2Wcosk through a one-dimensional

incommensurate system of length L described by

(tm-e)am + W(am+1+am_l) = 0 (A.1}
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We suppose the incommensurate lattice occupies the sites 1 to L and is

connectad at sach end to a perfect lattice (tm-O). We thus rasquire a

solution of (A.1) such thar

(a.2)

Let G, a be the Green’s function for the infinite incommensurate systam
?

which includes the plece L of interest. Then

a =a Gm'n1 + A Gm’n':2 Y 2 <m< L-1 (A.3)

where 0y < 1 and n, > L. From (A.2) and (A.3) we see that (A.1) is

satisfied for (i) m < 0 (ii) m > L+1 (i1i) 3 < m < L-2. We are left wich

the four equations (A.1) form = 1,2,L-1 and L. Substituting (A.2) and

{A.3) in these equations provides four equations for the unknowns r,

£, a
and B. After some algebra we find
N
. n,
€ =21 sink o PRl 12 (A.4)
P1M
where
N -G _ G -G, .G (4.5)
nm, Ln1 L ln2 L ln1 an
-ik ik
D - [G -e (G -§ YileTG -G +§ i
nln2 ln1 On1 1,n1 an L+1ln i,n

2 2
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ik
G -G } (A.B)
9 2 Lnl L+lnl

The index 0, must be to the left and n, to the right of the incommensurats

system but are otherwise arbitrary. We have conveniently chosen them to be
ny = 0 n, = 1+l which eliminates the delza functions in (A.6).
The numerator (A.3) can be simpiified by using the identicy

W(G )

G -G G
m+lnl mn, m+ln2 mny

(A.7)

-w(Gmn Gm-ln 'Gmn Gm~ln ) = 6m n Gmn *Sm n Gmn
1 2 2 1 1 2 P2 1

We can write

G

Yor+e1 = Cr0%-1141 Cr-10%LLs1

= Cno%p-12+1 %n-10%L41 0 <m<L#l (A.8)

If we now use the formula (A.7) to shift m to Iw we pick up a

contribution from one of the delta functions in (A.7) and the remainderx

vanishes as m = =, Thus

wt (A.9)

Nors1 = ¥ Coret

Substituting (&.6) and (A.9) in (A.4) gives (6.2).




10.
il.

13.
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CHAPITRE V

LOCALISATION FAIBLE DES PHONONS HARMONIQUES
EN DIMENSIONS 2 ET 3
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I - INTRODUCTION

Dans la premire partie de cette thé&se, nous avons tudié
quelques propriétés relatives & la nature des modes et au tramsport
de la chaleur dans les milieux désordonnés unidimensionnels. Nous
avons vu que ces milieux appartienment 4 la classe des modéles de
localisation forte pour laquelle les modes propres sont exponentiel-
lement localisés. Au contraire, nous avons vu au chapitre I que pour
les systZmes &lectroniques, l'extension 3 des dimensionalit&s supé-

rieures (typiquement d = 2 ou d = 3), a permis de metire en gvidence

entre la localisation forte et le comportement usuel du type Boltzmann,

un régime intermédiaire pour lequel on obtient des corrections aux
coefficients de transport de nature essentiellement quantique tendant
3 les réduire. Pour cette raison et aussi pour des raisons histori-

ques, un tel régime a &té appelé localisation faible.

Notre ambition dans ce chapitre consiste 3 montrer d'une
part que ce régime de localisation faible peut &8tre Etendu au cas des
phonons se propageant dans des milieux faiblement désordonnés bi- et
tridimensionnek et que de plus il permet de décrire les caractéristi-
ques essentielles de cette propagation. Nous pouvons formueler le
probléme physique que nous nous posons de la fagon sulvante ! on
considére un gaz de phonons libres se propageant dans un milieu
désordonné (d = 2 ou d = 3) comportant par exemple'des défauts de
masse. (d&sordre isotopique) ou des défauts harmoniques (le désordre
sera dans tous les cas supposé sans corrélation). Quelles sont les
propriétds de transport associées & ce systime ? Celles-ci s' obtien-

nent i partir de la fomction de corrélation demsit&-densité définie

par :
—)-—)-’ f - —-)-t I
c{r,r' 3 t,t') = < n(r,t)n(c’,t") > - < > .
C mesure les fluctuations de densité dans le systéme et on peut

montrer que tous les coefficients de tramsport (conductivité&, propa-~

gation de 1'énergie,...) se d&duisent de C et n.
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L'évaluation de la fonction de corrélation C (et notre
probléme en général) peut se formuler 3 partir de deux longueurs
caracté&ristiques. L'une, la longueur d'onde ) = ggz , décrit 1a
nature des phonons se propageant dans le milieu. Typiquement, pour
le phonon dominant,om a w =T ® 5 K ce qui pour une vitesse du son v
dans le m%lieu de l'ordre de IO3 m/s, nous donne des longueurs d'onde
A = 100 A. L'autre longueur décrit les propriétés du milieu et des
collisions que subissent les phonoms. 3i les impuretés (par exenple
les défauts de masse) sont suffisamment isolées, une bonne approxima-
tion consiste i employer une loi du type Rayleigthlemens(I) pour
décrire les processus de relaxation &lastique. Le temps de relaxation
T @) associé est alors :

l 2 2
= oy o gylw (v.2)

T(w )

L 2 P .
ot gy représente la fluctuation locale de masse (ou de constante de

rappel harmonique) et est domnée par la variance :

2 AM, 2
G0 (v.3)

M M
ol oy est la concentration de défauts. Dans ce contexte, le cas des
verres e&t obtenu pour des valeurs typiques Ui < l. D'autre part, la
densité spectrale de modes par atome, gd(w) est donnée en dimension 4
par
d-1
W
gglw) =d ¥ (V.4)

ol a, est la fréquence de Debye associée i 1'unique branche de phonons

-

d laquelle nous nous restreindrons ici. On obtient donc finalement une

dépendance T(w) « mq(d+1)

pour le temps de relaxation &lastique (ou de
fagon &quivalente pour la longueur &lastique %(w) = vt (a)}. Une telle
dépendance en fréquence révile déja une des modifications essentielles
par rapport aux électrons. En effet, pour ceux-ci, la statistique de
Fermi-Dirac restreint 1'espace des phases de telle sorte que 1'énergie
de Fermi soit la seule caractéristique du probléme 5 le libre parcours
moyen ne varie donc pas. Une autre différence provient de

la dispersion linaire pour les phonons, quadratique pour les &lectroas.

Un des buts de ce chapitre sera donc aussi de montrer que ces différences

ne sont pas pertinentes.



II - DEFINITION D'UN CRITERE DE LOCALISATION - EFFETS D'INTERFERENGCE
ET COMPCRTEMENT A LONGUE PORTEEL

Contrairement au cas unidimensionmel olt i1l est possible de
montrer analytiquement que les modes sont localisd@s, la situation &
d =2 oud=3 est plus complexe car on ne sait pas déterminer la
forme ded-é&tats propres du systéme., Autrement dit, on ne sait pas
calculer analytiquement la fonction de Green G(?,t) du systé@me, c'est—-a-
dire la solution de 1'équatiom du mouvement comportant un. terme
source. Néammoins, 1'information expérimentale sur ces systémes &tant
obtenue 3 partir des coefficients de transport, i.e. 3 partir de la
fonction de corrélation C(?,?' ; t,t') introduite précédemment,
c'est le comportement de C qui indirectement nous -fournira la nature
des &tats du systdme. Si le coefficient de diffusion D{w) associé 3 C
pour le mode @ est nonm nul, nous diroms que le mode propre o
est &tendu en ce sens que son amplitude est non nulle et non négligeable
sur 1'ensemble du systéme. Dans le cas contraire, si D{w)
s'annule, nous dirons que le mode propre @ est localisé, c'est-a-dire

que son amplitude est confinde dans une région donnée du systéme.

Calcul de C(?,?' s t,t')

Nous vencns de volr que l'on ne sait pas calculer la vraie
fonction de Greem du systé@me. Aussi allons-nous envisager comme &tats
de base des solutions du type milieu moyen, correspondant & des phonons
lorentziens caractBrisés par :

cqtw> - : .5)

Blumw(k))t 1 Fd(m)

ol Pd(m) est la largeur en &nergie des &tats 3 un phomnon soumis 3
la diffusion du type Rayleigh-Klemens, soit Fd(m) = B/1{w). Les deux

lettres R et & d8signent respectivement les contributions retard@e et




avancée - des propagateurs. Il faut remarquer ici, que notre définition

(2)

de G différe de celle généralement employde et ceci 2 cause du rdle
fondamental que joue, comme nous allons le voir, la symétrie dans le
renversement du temps. Pour des raisons pratiques qui apparaitront
clairement dans le dé&veloppement ci-dessous, nous alloms au lieu de C
évaluer la quantitéd Gz(m,ﬂ) dont la transformée de Fourier est donnée
par :

G, (k' 5 w,Q) = < Gi(wmmi.(w) > (V.6)

2

o < ... > représente la valeur moyenne prise sur le désordre. La

fonction de corrélation densité-densité C donnée par :

. et n -1
cir,r! ; t,e') = SGQ SHEE) 4 e W G, (0, (V.7)

oll n représente le facteur d'occupation du niveau d'énergie w se

raméne donc au calcul de Gz(w,ﬂ).

La forme méme de G, donnée par (V.6) suggdre un effet d'inter-

férence entre l'onde avancée décrite par ¢® et 1'onde retardée décrite
par GR. Et tout le secret du comportement de C et de la portde des
fluctuations est 1i& 3 cet effet d'interférence. Supposons en effet
qu'en premidre approximation on calcule G, a partir de G, = < GR >< gt >,
On perd alcr7 l'effet d'interférence, et comme d'apras (V.5)

-r/i

< G>=e on obtient pour G2 et par conséquent C un comportement
exponentiellement d&creissant. D'ofl 1'importance de ne pas découpler

la valeur moyenne afin que le brouillage associ& aux phases aléatoires
s'élimine par la conjugaison entre ¢t et ¢* ; on obtient ainsi un

comportement i longue portée pour G2 et donc pour C,
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IIT - REGIME DE DIFFUSION POUR LA FONCTION DE CORRELATION DENSITE-
DENSITE

A. Définition et sens physique des différentes classes de diagrammes.

Pour calculer GZ’ nous allons effectuer un développement
au moyen de diagrammes de Feynman représentant la collision des pho-
nons sur les défauts de masse. C'est—-d-dire que nous allons représen-
tef‘graphiquement les processus microscopiques décrivant les collisions.

(3)

Pour cela, nous allons résumer les régles usuelles suivantes :

1) 1le mouvement d'un phonon est représenté& par une ligne avec une

fl&che indigquant le caractd@re retard& ou avancé du phonon ;

i1) une collision &ilastique avec un d8faut de masse sera représentée

par un trait pointillé terminé par une croix.

Un exemple est illugtr& sur la figure (V.1) oll un phonon
retardé de vecteur d'onde k subit une premidre collision sur une
impureté,ressort avec un vecteur d'onde k' et subit une seconde
collision sur une impureté différente pour ressortir avec 1'impul-
sion k". Néanmoins, pour le calcul de G,, il faut évaluer des dia~
grammes avec deux lignes de phonons du type de ceux esquissé&s sur la
figure (V.2). Sur cette figure, la ligne du haut d8crit l'@volution
d'un phonon retardé de vecteur d'onde % o+ 3/2 et d'énergie h(w+Q),
tandis qué la ligne du bas retrace la vie d'un phonon avancé de vecteur
d'onde % - E/Z et d'énergie hw.I1l est 3 noter dans ces diagrammes
représentant G, que les lignes pointill&es désignant 1'interactien
avec un dé&faut de masse, décrivent une corrélation entre les deux
phomons du haut et du bas et non pas ume interaction entre eux (cas
plus difficile qul ne sera abordé que dans le chapitre suivaat). A
cause de leur structure, mous allons appeler les diagrammes de la
figure (V.2) diagrammes en Echelle. Dans la limite des faibles

transferts d’énergie et d'impulsion, i.e. pour QT << et ql<<t,
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Exemple de diagramme de Feynman

Fig., V.71
permetiant d’étudien Les propriétés de col-
Lisson d'une onde sur des dmpuretis.
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Fig. V.2 : Un dlagramme wtilisé pour cafoulen
La fonction de comnélation densits-densits.



on peut calculer leur somme qui est proportionnelle 3 *

22 W)
dt ()
associde i un phonon . Pour comprendre le sens du pble de diffusion

. 27
représente la constante de diffusioﬁxﬂ+Doq

oi D {w) =
o]

obtenu, on doit tout d'abord remarquer que les diagrammes correspon-—

dants (8chelles) décrivent deux phonons, respectivement avancé et

retardé, se propageant dans la méme direction, subissant les mémes

collisions aux mémes instants, et par conséquent corrélés 3 tous les
temps. Ce pble de diffusion n'est qu'une conséquence de la comserva=
tion du nombre des phomons d'énergie . C'est pourquoi ce pdle de
diffusion existe toujours méme en présence d'effets in&lastiques,
Supposons maintenant qu'il y ait invariance par renversement dans le
temps, non seulement du systdme en entler mais pour les &tats 4 un
phonon, i.e. que les phonons de moment k et -k soient équivalents.
Dans la somme des &chelles .représent@e sur la figure (V.2), on peut
changer le sens de tous les propagateurs correspondant aux phonons
avancés de la ligne inférieure sans rien changer du tout a la somme
moyennant le changement de signe des quantités de mouvement (cf.
figure V.3.a). On obtient alors des diagrammes en &chelle correspon-
dant 3 des phonons du méme type, retardé-retardé en 1'occurrence.

Pour retrouver i nouveau G,, i.e. des diagrammes avec des phonons

2°
avancés—-retardé&s il faut alors renverser le sens de toutes les flé&ches
inférieures comme représentd sur la figure (V.3.b) obtenant ainsi les
diagrammes en &ventail bien comnus. Le moment de transfert est mainte-
nant donné par (ﬂ +va/2) - (4§' + 3/2) =% + i’ au lieu de E, et
1'8quivalence avec les diagrammes en &chelle permet d'8crire leur
somme sous la fomre : T/—LQ+DO|§%§'|2 . On obtient donc encore un
pdle de diffusion mais dont 1l'origine est compl&tement différente,
puisqu'il ne correspond plus 4 une loi de conservation, et peut
disparaitre si la symétrie %« -k est brise. Ce pdle de diffusion
donmne umne contribution maximale pour la situation de rétrodiffusion ofi
T+ % =93, Par opposition au pdle obtenu en sommant les E&chelles de
la figure (V.2), et par analogie avec les paires de Cooper dans les
supraconducteurs oll les Electrons de moment % et -k sont couplés, 1le

pdle obtenu en sommant les diagrammes en &ventail est appelé pSle de

Cooper ou 'Cooperon".
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Fig. V.3 : Equivalence des diaghammes en dchelle of
en Cventall.



B. Nature et justification du calcul de perturbation.

La présentation précédente des différents types de diagram-—.
mes, ceux en échelle et ceux en 8ventall, représente en fait un
aboutissement révélant que la nature du phénoméne de localisation
faible est due & la symétrie par renversement du temps pour chaque
gtat k. Mais historiquement, les choses se passdrent autrement. En
effet, les deux classes de diagrammes n'appartlennent pas au méme
ordre de perturbation. On peut en fait montrer que pour un méme
ordre s, correspondant au nombre d'impﬁretés mises en jeu, um
diagramme croisé a un poids A/% fois plus petit que son homologue en
échelle(4). C'est pourquoi, puisque le paramétre A/L est tr&s petlit,
les diagrammes croisés ont toujours &té né&gligés. Ce fut le mérite de
Langer et Neal(B) de montrer gue si chacun d'eux &tait négligeable,

il n'en était pas de méme de leur somme qui neut méme diverger

pour la direction de rétrodiffusion, 1.e. pour % + &' = 0. IL reste
maintenant 4 justifier la validité& du développnement de perturbation en A/%
pour le calcul de G2 dans le cas des phonons. On a vu précédemment

que la longueur d'onde du phonon dominant &tait donnée typiquement

par A (w) = 100 E. Le libre parcours moyen Elastique peut &tre &valué

d"aprés (V.2) :

VW) = e

oy g (w)

Typiquement pour un milieu tri-dimensionnel om a :w v T ™ 10 K,

v = 103 m/sg SD = 300 K et Oé < 1 pour les verres,ce qui donne
2(w) = 107 A, justifiant ainsi le développement en A/ g

Dans les limites de ce calcul de perturbation, on va montrer que les
fluctuations de densité ("second son')mesurées par la fonction de
corrélation C(?,?' ; t,t’) sont de nature diffusive, avec une
constante de diffusion anormale D(w,)) associde & la correction au
premier ordre en A/{ d&crite par la somme des diagrammes crolsés,
Nous allons maintenant exposer les principales &tapes du calcul de

D(w,n) qui est effectué en d&tail dams 1'article reproduit 3 la fin

du chapitre VI.
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IV - CORRECTION AU COEFFICIENT DE DIFFUSION - LOCALISATICN DU
"DEUXTEME SON"

D'une fagon naturelle, on va définir le coefficient de
diffusion D(w,0) associé aux fluctuations de densité i partir de la
fonction de corrélation des courants

2

2
D(M,Q) = %__. . _ﬁY.)__._ T+ _1:.. 2(

> o

> L k,k' 3 w,) {(v.3)
T gd(w) k,k'
A 1'ordre de perturbation ol 1'on s'est arrété, l'équation du mouve-

ment pour G, (8quation de Bethe-Salpeter) s'écrit :

1
S

Gz(l_z,_lz';m,ﬂ) = Gﬁ(m)GE ()8

R O IR T R R Wl A )
k k! k,k! k k'

- 1 K

k!

=¥

ol Uﬁ E,(m,ﬂ) repr@sente la somme des diagrammes croisés telle qu'elle
e
a été évaluée dans le paragraphe précédent. La combinaison de (V.8) et
(V.9) donne zlors :
2 1
i — ]

—%—g—;@- + .. (V-IO)

D{w,{i) = Do(w) [ 1 5
+ =iwtD g
q 0

o %' désigne la somme restreinte au r&gime hydrodynamique g <« 1.
Il egt i noter que la forme de la correction {(V.10) ceincide avec la

(6)

forme cbtenue par Gorkov et al. pour les &lectroms. En toute

dimension, la relation (V.10) prédit une diminution de la constante

de diffusion assocife aux fluctuations de densité, c'est-a-dire une tendance
pour ces dernidres i se 'localiser", mais nous allons voir que la

forme de cette "localisation” varie &normément avec la dimensionnalité

d'espace.
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A. Seull de mobilité i trois dimensicns — transition.

La relation (V.10) se caleule ais@ment pour donner 3 d = 3 :

D (@,2) = D_(w [1 - (‘—0;)6 P (v.11)
w3
2/3

M
Rayleigh-Klemens. La validité& du calcul de perturbation menant & la

oll w§ = wD/EU dépend fortement de lz forme de la diffusion
relation (V.li) est restreinte au régime ol o « w?. Néanmeolins, la
figure (V.4) sugglre sans pouvoir bien entendu la démontrer
l'existence d'un seuil i m? au-~deld duquel il y a absence compléte de
diffusion. L'existence de ce seuil, &quivalent 3 la transition de
localisation d'Anderson (cf. chapitre I) n'est pas limitée 3 notre
approche perturbative et a pu &tre mise en &vidence par $. John et

(7)

M.J. Stephen au moyen d'une correspondance entre notre systéme et

ie modé&le ¢ non linéaire renormalisable.

B. Marginalité de la dimension deux - longueur de localisation associde.

En dimension deux, la relation (V.I0) donne

1

D@,® =D @ [1 - @)% in ] (V.12)

Wy Q1 (w)

2
de perturbation, Qt{w) « 1, D{(w,Q) est négatif pour toute Energie .

ol W = W Eg_" Dans la limite hydrodynamique imposé&e par notre calcul

Un tel comportement révéle une anomalie du d&veloppement de perturba-
tion que nous allons essayer d'expliquer dans le paragraphe suivaat.
Précisons simplement ici que lion définit une borne inférieure 5
telle que D{(w,{l) & 0 pour = , soit

X

- Wy o
Q=T(OJ) exp { - (fn") }

On peut dé&s lors définir une lomgueur caractéristique

Do(cu)

£ = [/

pour laquelle le d&veloppement (V.12) cesse d'&tre valable :
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Fig., V.4

: Compontement de La constante de diffu-

sdon en fonction de £'énengie.
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E(w) = 2(w) e (V.13)

qui coIncide avec la longueur de localisation Eo(m) obtenue par

John et al.(T).

La divergence de £(w) pour @ + 0 correspond 3 l'absence de
diffusion pour les phonons de trds grande longueur d'onde insensibles
au d&sordre. Remarquons d'autre part que &{w) » L(aw), ce qui montre
l'existence d'un régime de "localisation faible" 3 toute &chelle de
longueur intermédiaire entre &(w) et £(w). Un tel comportement peut
g8tre opposé au c¢as unidimensionnel &tudié dans la premiBre partie ol
i cause de 1'8galitd E{w) = L(w) seul le ré&gime de localisation forte

gubsiste.
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V — INTERPRETATION PHYSIQUE DE LA CCORRECTION AU COEFFICIENT DE
DIFFUSION

Dans le contexte de la localisation faible des Electrons,
nous avons vu au chapitre I, que Khmelnitskii et Larkin(s) ont
proposé une interprétation physique de la correction aux coefficients
de tramspert. Cette interprétation pour claire qu'elle soit ne fournit
pas d'explication directe 3 la divergence logarithmique de la correc-
tion & D pour les syst@mes bidimensionnels. C'est particulirement
ce problEme que nmous voudrions discuter icl. Désignons par n le
paramétre sans dimension qui mesure la correction 4 D dans la
relation (V.10)

1
n=____..._l_ Z‘

rd 08 4 {w) = —iQ+DOq2

Le pdle de diffusion qui apparait dans n représente la transformée
de Fourier sur le tempg et l'espace de la densité de probabilité

- - D.t
P, 0 = G4mty/? T/ 4D

~ - - - - . *
lichée enr = 0 8 1l'instant t = 0. La somme restreinte dans 1'expres-—

-

associBe & la diffusion d'une particule
P

sion de n dé&finit le temps de résidence 8(f}) int&gré jusqu'au temps

t = 1/ dans une boule de volume Rd au voisinage de T =0. Le temps

de résidence est une mesure de la probabilité assocife au retour d'une
particule diffusive au point d'ocll elle a 8té ldchde. 6(Q) est donc la

somme de tous les temps pendant lesquels la particule a s&journé dans

la boule de volume Qd :

6{n) = Jdt It { dr 2,0 (V.14)
d
L

A partir de la forme de P(;,t), on peut &valuer directement 6(f2) :

T (w)

I

d=31:8(D
{(Vv.15)
d=21:58®) = tin{l/t{w))
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A trois dimensions, la marche alatoire est non récurrente, c'est—i-
dire que la probabilité de retour 3 l'origine d'une particule diffu-
sive tend vers z&ro pour les temps infinis. Cela se traduit directe-
ment sur la forme de 6() qui est &gal au temps passé par la particule
dans la boule de rayon £ ofi elle a &té lich8e, avant qu'elle ne subisse
sa premiére collision. Une fois celle-ci subie, la particule ne revien-
dra plus & son point de départ. Trds différentes sont par contre les
caractéristiques de la marche au hasard 3 deux dimensioms. Ici,

0() diverge dans la limite des temps infinis. Cette divergence est
associée & la nature récurrente de la marche aldatoire pour laquelle

ia particule retournera & som point de départ,

Jusqu'd maintenant, nous n'avons consid@r& que des propridtés
relatives & la nature diffusive des fluctuations, et nous avons montré
comment la divergence logarithmique leur é&tait directement relide, I1
reste 3 expliquer la nature quantique ou plus précisément ondulatoire
présente dans la correction n 3 D. L'autre temps caractéristique
apparaissant dans n est t{(w,R) = pgd(m)ﬁd. Il représente le temps de
vie associf & un 8tat 3 deux phonons X et —E+E confinés dans le
volume Qd. Il apparait assez naturellement puisque le processus de
diffusion qui apparait dams n est relié 3 la nature diffusive non pas
des phonons, mais des fluctuations de densité& cohérentes et récur—

rentes, 1 est alors donné par le rapport :

6 §,w)
! = i I.16
n(,2) = s (V1.16)
On congoit d&s lors que la situation pour laquelle le temps de vie
t(w,%) de 1'état confiné colncide avec le temps de résidence corres-
pond & une localisation des fluctuations de densité et donmc 3 une

forte réduction de D.
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VI - CONCLUSION

Comme nous l'avons souligné en début de chapitre, notre moti-
vation pour ce probl&me &tait double. Tout d'abord montrer que l'effet
de localisation faible &tudid de fagomn. extensive pour les €lectrons
est plus général en ce sens qu'il ne dépend pas de la statistique des
" excitations (bosons ou fermions) ni de la dispersion de celles-ci
(quadratique vs lin&aire). De plus, la localisation faible des phonons
doit jouwer un rdle important sur les propriétés de transport des
milieux désordonnés puisqu'elle peut aller jusqu'Z supprimer la diffu-
sion & la transition de localisation. Dans de tels systémes, les
interactions anharmoniques devienmnent importantes, aussi le but du
chapitre suivant est d'étudier la coexistence entre localisation et
anharmonicitéd en vue de 1'application & des systémes réels, les

verres par exemple.
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CHAPITRE VI

LOCALISATION FAIBLE ET INTERACTIONS ANHARMONIQUES DES
PHONONS ¢ APPLICATION AUX PROPRIETES DES VERRES
A BASSE TEMPERATURE
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Nous avons mis en &vidence dans le chapitre précédent l'exis-
tence d'un effet de localisatiomn faible pour les phoncns harmoniques
dans un milieu désordonné. Cependant, 1'application de ce phénoméne 3
1'étude des propriétés des verres doit inclure les effets supplémentaires
associ&s & l'anharmonicité des phonons. C'est donc le but de ce chapitre
d'étudier la combinaison de la localisation faible et de 1'anharmonicité

des phonons.

Les calculs dé&taillés ainsi qu'une discussion sur les propriétés
des verres sont reprodults in extenso dans la publication située en fin
de chapitre. Aussi, & leur place, je voudrais reprendre plus en détail
les effets d'interaction cotlombienne entre électrons faiblement locali-
sés, discutés dans le chapitre I, et établir un paralléle avec le cas des

phonons en montrant ce qui rappreche ou différencie les deux problémes.

I - RAPPEL SUR LES PROPRIETES DU GAZ DE FERMIONS DESORDONNE EN INTERACTION

Nous avens vu comment la présence de collisioms E€lastiques des
Electrons sur des impuretés réparties aldatoirement pouvait modifier -
les propriétés de tramsport du syst@me par le bials d'une diminution de
la constante de diffusion : c'est 1l'effet de localisation faible. Mais
il est vite apparu qu'il &tait important d'introduire les effets d'inter=
action coulombienne, si on voulait comparer aux résultats expérimentaux.
Ils demeuraient en effet inexplicables si on se satisfaisalt seulement
de la remargue que l'interaction coulombienne entre &lectrons &tant
fortement &Ecrantée, elle ne devait avoir que peu d'influence sur la

localisation.

D'une fagon gé&nérale, la seule interaction &lectron=-&lectron
conserve 1'impulsion et ne peut donc, de fait, contribuer & la résistance
Electrique. C'est pourquoi lTeffet des colligions sur les impuretés en
changeant 1'impulsion des &lectrons devient essentielle. Comme nous
1'avons vu dans le chapitre précédent, cet effet est caracti@risé par

un transfert d'impulsion q {avec gf < 1) et d'énergie hQ (avec Q1 « 1},
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od % est le libre parcours moyen &lastique caractéristique de ces
collisions (avec & = vFT). On peut donc définir un temps caractéristi-
que t_ = %g, tel que t,> T. Pendant ce "temps de corrélation”‘to,

les €lectrons ont subi un grand nombre de collisions sur les impuretés,
donnant lieu ainsi & une modification qualitative de 1'interaction
coulombienne nue. L'interaction effective obtenue dépend donc fortement
du transfert d'énergie hQ. Comme nous allons le voir, c'est cela qui
modifie fortement la conductivitd ¢ et la densité d'Stats N au niveau

de Fermi.

A. Calcul de la correction 3 ¢ et 3 N.

Pour calculer le temps de vie et la correction de densité
d'&tats a4 un &lectron, il nous faut évaluer la "self-energie" associde
& l'interaction coulombienne que 1'om traitera en perturbation. Ce
développement nécessite la connaissance des &tats propres du systéme
sans interaction, i.e. ceux du systdme désordonné qui,on le sait, ne
sont pas des condes planes. Soit p; et E; la fonction d'onde et 1'énergie
d'un &tat propre &lectronique. La fonction de Green 3 une particule est

alors domnée par :
- _ - -1
G.i(@ = o E, ~ I (w) ] (VI.1)

ol Zi(w) = Ai(m) + i Fi(m) représente la correction associde aux inter-
actions. Nous devons d'autre part &valuer la self-&nergie moyenmnée sur
toutes les configurations, c'est-3-dire que lors de la moyenne, 1'éner-
gie E.1 ne reste plus un bon nombre quantique et qu'il nous faut dés

lors calculer :

I (E,w) = X cS(E-Ei)Zi(w) (VI.2)

L
N
o

M.

oil NO est la densité d'états 3 un &lectron et ot la valeur moyenne est
prise sur toutes les configurations de désordre. Pour calculer T(E,w),
il nous faut &valuer le diagramme représenté figure (VI.l), Pourquoi

est-ce le diagramme pertinent ? En fait 1'hamiltonien de perturbation

associé& 3 l'interaction coulombiemne s'@crit :
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Fig. V1.1 : Connrection @ 2'auto-énergde
asdocile & L'interaction coulombienne.
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1 * +
fe =7 ph Mt Y Mg oY

ofi v(q) représente dans un premier temps l'interaction coulombienne

non &crantde. La correction au premier ordre en v associée & H est

représentée par le diagramme :

k+q K

=4

K+q

ol le potentiel v(q) donne lieu au transfert d'impulsion q. En pré-
q P P

sence de désordre, l'interaction des &lectromns avec les impuretés

donne aussi lieu 3 un transfert de quantité de mouvement que l'on

.

obtient en &valuant la correction de vertex représentée par :

]
-l —
+

.
k,e

Cette correction s'obtient au premier ordre, i.e. dans la limite
kF2 » 1, en sommant les diagrammes en &chelle discutés dans le

chapitre V. Donc en présence de désordre, le terme d'interaction au

premier ordre devient :

¥+q j4
v(q)
4 k+q

qui est topolcogiquement équivalent au diagramme représenté sur la
figure (VI.1). Ce diagramme représente en fait la correction d'&change
(Hartree -Fock) a I{E,w) ; la correction d'interaction directe
(Hartree) donnant un comportement similaire apré&s des calculs beaucoup

plus obscurs, nous ne la traiterons pas ici (cf. ré&f. (1)). Le terme

(Fig. (V1.2)
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d'échange s'dcrit alors :

E =- T JdBrdBr' wf(?)lp?‘(?’)(pi(?’)w. (£) v (E-%")
états 1 ]
occupés

et donc la self-énergie associde 3 1'échange en présence de désordre
g P

. ] ——
'a 3 = —— — 1
5 ecrlﬁ L (E) No ECS(E EC) . Soit

2(E) = —ﬁl— L J'd3rd3r' w?(?)w?(?’)wi(?’)wj (D)8 (E-E) .v(T-F")
o ij :

ou de facon &quivalente :

Q
zm)=-lj ﬁﬂjd%&%wwiiwyu;w,ﬁ+w (VI.4)
ol
F(E,E';T,r') = fj a(E—Ei)scE—Ejm’f(i*)w;ci"wi(?"mj €3)

On ne peut pas a priori &valuer F car nmous n'avons pas accés aux
&tats propres wi ; néanmoins la forme de F momtre qu'elle peut &tre
reliée 4 la fonction de corrélation densité-densité du gaz d'8lec-
trons. En effet, la transformée de Fourier de cette fonction de corré—
lation s'éerit :
+co
>
T

. e
G(q,w) = 5 dtJdSrd3r'elmt elq'(r_

D [o0(F,6),pF",00] »

Soit o o 0
& (a,0) =5d3rd3r’ eld: (7T J dEJ dE' (E-R'~y) I wi(?)w?(?)w’f(?v)
0 1]

—)-‘ _ 1
Wy (F1)8 (B8 (8-E)

et en faisant 1'hypoth&se que le milieu moyen est invariant par trans-—

lation, on obtient finalement :
€0 = mjdsr e™ T F(u,7) (VI.6)

. - . .
Pour calculer explicitement F{w,r), nous allons maintenant nous servir

du fait que les fluctuations de densitd dams le miliea s'8teignent par

(VI.5)
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diffusion ainsi gue nous 1'avons montré (dans le cas des phonons) dans

le chapitre V. La fonction de réponse s'erit alers

on D 2

©la,w) =0 T -?f—ii-“*iuf (VI.7)

Hoow® + (pg%)
En combinant les équations (VI.4) & tVI.?), on ohtient alors
0 2

an d v(q)DOq

Z{E) = - ™ dE! dg 3 55 (VI.8)
b (B-E')“+(Dq")

—nCO

comme correction assocife & 1'&change entre un Electron d'&nergie
donnée E et le reste des &lectrons d'énergie E' de la mer de Fermi. La

relation (VI.8) suscite un certaln nombre de remarques

i) Elle montre tout d'abord que I(E) associée 3 1'Echange dépend trés
fortement de la différence d'énergle entre les €lectrons Echangés.
D'autre part, puisqu'elle dépend explicitement de E, elle conduit &
une modification de la densité& d'états & un &lectron :
2
iy v(q)D_q
BL\E) =Jddq o

E2+(D0q2)2

Pour &valuer cette correction, on fera 1l'approximation v(q) = v{0)
puisque la contribution principale 3 &N s'obtient dans la limite q -+ O.

On obtient alors :

SN o« v(0) 4nE d = 2
(VI.9~

1]
w

SN « v(0) VE d

Cette correction est directement relife i un décalage des &nergies

propres du systdme sans interaction et pas i upe modification du poids
spectral des quasi-particules ; elle doit domc directement affecter la
chaleur spécifique ou la densité d'états mesurée par effet tunnel ce

(2)

gqul a effectivement &t& observé expérimentalement.

ii) La self-énergie domnnée par 1'équation (VI.8) est purement réelle et
2 P q

ne dépend pas de @, ellene donne par conséquent aucun temps de vie
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fini aux quasi-particules. En fait,d'une fagon plus gé&nérale, il faut
considérer l'interaction coulombienne &crant@e en présence des impurs-
tés et repremdre le calcul précédent. Nous ne le ferons pas ici,
renvoyant plutdt 3 la référence (l) dont nous allons simplement rap-
peler les résultats. Si I'(E) est la largeur du niveau d'énergie E
alors :
I'(E) « E3/2
(VI.10)
T{(E) « T ¢nT d

2 (pour |w-E| <« kpT)

Avant de discuter ces comportements plus avant, nous allons essayer de

les retrouver tous au moven d'arcuments plus heuristiques.
y g q

B, Estimation de la correction 3 g et 3 N.

Nous venons de voir dams le calcul précédent que les correc-
tions 3 la conductivité et % la densité d'érats du gaz d'électrons en
interactions, avaient un comportement similaire aux corrections 3 g
dues au déZsordre {(diffusion 8lastique) et mises en &vidence dans le
chapitre précédent. En particulier nous avons retrouvé pour d =2 la
correction logarithmique obtenue précddemment par des considBrations
sur l'interférence des chemins de diffusion et cela alors que juste~
ment, nous n'avons pas tenu compte de ce phénoméne dans les calculs
du paragraphe précédent. Ce n'est pas un hasard, mais une conséquence
commune de la nature diffusive des fluctuations de densité qui pour le
gaz en interaction coulombienne intervient pour modifier la portée de

1'interaction effective.

Afin d'obtenir cette portée, conmsidérons & nouveau 1'interac—
tion entre deux &lectroms d'énergies E et E+he (mesurdes par rapport i
la surface de Fermi) correspondant 3 un transfert d'énergie hw = E
{afin que la largeur I des modes cofncide avec 1'inverse du temps
d'interaction inélastique). Un ordre de grandeur du temps pendant
lequel cet &tat & deux &lectrons en interaction reste cohrent est donné

par t0 v h/E. Pendant ce temps, l'interférence entre ces deux 8lectrons
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due aux collisions sur les impuretés est possible. I1 faut alors pondé-
rer l'amplitude de l'interaction V par la probabilité P(E) que pendant
un temps inférieur 3 £y les deux particules se retrouvent au méme

endroit. On obtient alors une amplitude effective de l'interaction Ve

£f
de la forme veff = V(l + P(E)). D'autre part, les fluctuations de
densité Etant diffusives, P(E) est donnée par
B/E
P(E) = —iit—dﬁ— (VI.11)
D_t)
T o

3i on suppose maintenant que les corrections 3 la densité d'états et
4 la conductivité sont proportionnelles 3 la variation de portée de
1'interaction, on obtient alers :

8o SN
—= T Ve (E) (VI.12)

[¢]

ce qui donne exactement les résultats obtenus dans le paragraphe pré-

cédent pour d = 2 et d = 3,
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II - INFLUENCE DES CORRECTIONS DE LOCALISATION FAIBLE

Dans le calcul effectué dans le paragraphe (VI.I.A), nous
avons traité le dZsordre 3 l'ordre zéro en (kFR)-l, c'est-d~dire en
nous contentant dans les corrections de vertex du diagramme de la
figure (VI.2) d'inclure uniquement les diagrammes en &chelle (diffu-
sion) et pas les diagrammes crois&s (cooperon). Or nous disposons
dans le mod2le de deux paramdtres de perturbation. L'un (kFQ)_l décrit
les corrections dues au milieu désordonné et 1'autre décrit les
interactions coulombiennes entre les &lectrons. Nous avons donc étudié

! et 4 1'ordre 1

précédemment un développement & 1'ordre z&ro en (kFQ)_
en 1'interaction. Pour prendre en compte les corrections de localisa-
tion faible, il faut donc &tudier 1'ordre 1 par rapport au

" désordre et 4 l'interaction. Ce travail a ét& effectué par Isawa et
Fukuyama(3) qui ne trouvent pas de comportement singulier nouveau
associd 3 1'insertion du cooperon mais plutdt un résultat identique

3 celui obtenu dans le paragraphe (VI.I1.A) avec une modification des
préfacteurs. Cela n'est gudre Ztonnant puisque dans la limite @ + O
considérée ici pour 1'interaction, le comportement de diffusion
(diagrammes en échelle) et du cooperon (diagrammes croisds) sont simi-
laires. Cela n'est &videmment plus vrai si 1'on va 3 des ordres supé-
rieurs pour le désordre ou 1'interactiom oll 1'approche de la transitiom
de localisation en présence d'interaction donne lieu 3 une prolifératiom
des diagrammes & considérer qui ne pérmet pas de définir simplement de

(4)

bonnes variables d'échelle
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III - DISCUSSION DU CAS DES PHONONS

Sans reprendre les calculs sur lfinteraction anharmonique des
phonons localisds qui sont développé@s de fagon extensive dans la
publication qui sult ce chapitre, on peut dtablir un paralléle
avec le cas des Blectrons discuté précédemment. Il faut noter tout
d'abord les différences fondamentales associfes 3 la nature loczle de
1'interaction anharmonique et 3 l'absence d'effet d'écran (1l'interac-
tion est toujours statique). Nous avons vu que, physiquement, le rdle
du désordre est d'augmenter 1'intensit& de 1'interaction coulombienme & cause de
nature diffusive du mouvement des électrons dans une région donnée de 1'espace. Ca
raisonnement tient aussi dans le cas des phonons mais non pas pour
augmenter l'interaction anharmonique entre les phonons, mais plutdt
parce que l'effet d'interférence décrit par le cocperon permet de
coupler des phonons généré&s par interaction anharmonique et domc de
les localiser ce qui ne serait pas le cas en l'absence de désordre.
Ainsi, si on considére le cas du couplage Y, représenté sur la
figure (VI.3(g) et (b)), on constate que le phonon virtuel (wl,ﬁl)
a, 3 basse énergie, un temps de vie suffisamment long pour pouvoir
8tre corrélé via le désordre au phonon (m,ﬁ) qui luil a donné nais-
sance. (e dernler se trouve alors piégé dans une fluctuation de

densité ce qui a peour effet de le localiser ot lul domner un temnos

de vie fini :

F(&) ( 6] -7/2

§) =y, [1 = (o/a®) (V1/13)

Cet effet est d'autant plus intéressant qu'en 1'absence de d&sordre,

ce diagramme doune une self-&nergie réelle, c'est-a-dire seulement une modi-
ficatien de la densité d'états, mais n'introduit pas de durée de vie

finie au phonon (w,ﬁ). L'exposant élevé qui intervient dans la rela-

tion (VI.13) provient de la forte dépendance en fréquence de la

diffusion Rayleigh~Klemens comme nous l'avons d&j3 remdrqué dans le

chapitre V précédent. De plus, W représente la fréquence

correspondant i un seuil de localisation. On obtient donc au voisinage

de ce seuil une diminution tr&8s brutale du temps de vie des phonons et

la
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. . X ~ . .
une annulation & @ . De méme, on obtient une forte augmentation de la

densité d'états.

Une correction du méme ordre mais beaucoup plus classique est
obtenue dans 1'interaction anharmonique 2 trois phonons représentée
par les diagrammes de la figure (VI.4(a) et (b)). Ce terme est beaucoup
plus classique en ce sens que déji en 1'absence de désordre, 1l donne

un temps de vie fini aux phonons de la forme :

%-“ wT Cy(t) (VI. 14

ot C_{(T) est la chaleur sp&cifique ; c'est la formule de Landau-

5 A a p - .
Rumer ( ). Mals ici encore, le rdle du désordre va &tre de corréler
des phonons issus d'interactions anharmoniques et donc de las loca-

liser en diminuant leur temps de vie. On obtient alors :
3 2 6 .=-7/2
r® () = vy [1 = (/157 ] 7 {(VI.15)

et une variation relative de densité d'8tats :

5—3 ocyg 1= /e 2 (VI.16)
x _ byt
ot T° = =2~ | Ces mémes corrections peuvent aussi &tre calculées 3

k
. B, . " .
deux dimersions et nous permettent finalement de récapituler tous les

résultats de ce chaptitre au moyen du tableau ci-dessous.
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(U-)‘];'KI)

(w,i’) Y, (Wk)

{a)

Fig. VI.3
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(w‘] )k‘|)
(W, k) (W,K)
¥
((.U1 -UJ,T(T]-T(')
d
( (J.Jp IT:I) « (wp:—’:—a’)
——y
(W,K) /[// (W, R)
> y EU//
3 = Y3
((U - =, % .
p-w,q-k) ((.Up—(U;'_lz )
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The problem of localization of phonons in disordered materials is studied in the framework of the
weak-localization theory. Quantum correction to phonon diffusion is calculated by the resummation
technique of maximally crossed dizgrams in two and three dimensions. The strong energy depen-
dence of the elastic mean free path—the Rayleigh-Klemens scattering—is responsible for the ex-
istence of a threshold frequency w} where the diffusion constant vanishes. The value of i depends
only on the local fluctuation of masses and on the Debye frequency in three dimensions. This
threshold describes the phenomenon of localization of phonon density fluctuations or second sound.
The self-energies of the phonons are strongly affected by this quantum eorrection via the anharmon-
ic interactions. The two basic anharmonic couplings contribute to the one-phonon renormalization
and provide shortening of the mean lifetime as well as excess of spectral density in the vicinity of the
threshold. In two dimensions, 2s for the electrons, the dynamical quantum correction diverges loga-
rithmically when the frequency goes ta zero. A procedure of convergence is used by cutting off the
low-frequency contributions at the inelnstic relazation rate. Renormalization of phonons are ob-
tained in a self-consistent way, Finally a tentative application of the previous results to the low-
temperature properties of glasses is discussed. In particular the existence of a plateau in thermal
conductivity accompanied by excess specific heat in all the glasses measured so far could be under-
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stood as the manifestation of localization of acoustic-phonon density at the critical threshold o1,

L. INTRODUCTION

The problem of localization of particles in a disordered

medium has received considerable attention in recent
years.! Important progress has been obtained in describ-
ing electron diffusion in the weak-localization regime
where both the elastic scattering and the interparticle in-
teraction are treated as perturbations. Ome important re-
sult is the quantum correction to the two-particle propa-
gator which decreases the diffusion constant of the densi-
ty fluctuations by constructive interferences of the back-
scattering at the site origin. This quantum correction has
been verified by magnetoresistance experiments where the
magnetic field destroys the coherence. The transposition
of this new concept to phonens is the main motivation of
this article and has never been attempted as yet to our
knowiedge. Passing from electrons to phonons implies
many modifications which must be carefully discussed,
particularly the relevance of the statistics {bosons or fer-
mions} for building up the diffusion kernel of the two-
particle interaction as well as the different dispersions:
linear for the phonons and quadratic {or electrons, A
striking difference arises from the strong frequency
dependence of the characteristic length or time in the pho-
non problem. In particular, the strong energy dependence
of the elastic mean free path must be contrasted to that of
the electron whose mean free path varies both smoothly
and weakly, Moreover, the Fermi-Dirac statistics restrict
the range of energy to a narrow vicinity of the Fermi level
at low temperatures, Let us call the elastic relaxation
time t{w); it is well known that it obeys the Rayleigh-

32

Klemens? law which is written in d dimensions:
chri{m gqlw), _ (1)

where o} s the local fluctuation of masses—or harmonic

-resioring forces—and gy{w) is the spectral density of

modes (per atom) in d dimensions:
wd =

14
v

golo)=d 2

op being the Debye cutoff frequency of a unique branch
of phonons we will consider here. In three dimensions,
the elastic relaxation tinie varies strongly, as w~* which
clearly distinguishes phonons from electrons: A dramatic
consequence of this @ dependence will be the vanishing
diffusivity of phonon density fluctuations—called second
sound—at a threshold frequency 3. Although the criti-
cal localization phenomenon is, strictly speaking, beyond
the perturbation theory of weak localization, we believe
that the occurrence of this critical frequency w] for the
diffusion constant reveals the existence of a genuine
threshold of mobility for phonons in three dimensions.
The same phenomenon, absence of diffusion, for the static
case is a signature of the general localization of modes in
two dimensions. This result confirms the recent work of
John et al? where a mobility edge was found in three di-
mensions by a renormalization treatment of the nonlinear
o model, Here, 8 quite different approach based on di-
agrammatic expansion of the maximally crossed dia-
grams® in the weak-localization regime gives a correct
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starting point for a scaling treatment. Another new
consequence of the reduction of the diffusion constant at
high frequency is the shortening of the mean lifetime of
phoncns. Phonons are coupled to the phonon density
fluctuations by anharmonic interactions; this effect pro-
vides the well-known Landau-Rumer®$ mean lifetime of
phonens in a perfect crystal. The counterpart of the

Landau-Rumer attenunation time is obtained here in the .

weak-localization regime, znd the prediction of a consid-
erable reduction of the phonon lifetime at high frequency
when @ approaches w3, or at high temperature when T
tends to T* (=fiw/kgB), is obtained directly from the
coupling of the phonon with locai-density fluctuations.

This drastic shortening of the phonon mean free path
seems to us very important in the context of glasses.” As
a matter of fact, it has been well known for a long time
that the thermal conductivity of glasses at low tempera-
ture has a plateau, even a dip sometimes, around 10 K.
The value of the conductivity at the plateau is very low,
of the order of 10~! Wm~'K~!, The mean free path de-
rived from the kinetic formula of conduction is very
short, typically a few angstroms, sometimes less, Accom-
panying this plateau, an excess specific heat has been ob-
served in the same temperature range. These chservations
have inspired many attempts at explanation during the
last decade. Let us mention the most recent one where it
was assumed that, at short length scales, glasses have a
fractal structure.® In this model, the spectral density of
modes changes from phonons to fractons at a characteris-
tic- frequency related to the-length scale -of the fracta
structure. Since the fractons are localized they do no¢
contribute to the thermal conductivity but only to the
specific heat. Although describing qualitatively the ex-
perimental situation, this model calls for careful structur-
al analysis of the local order in a possible fractal struc-
ture. In contrast, without any special assumiption as to
the structure of glasses, we believe that present weak lo-
calization and anharmonicity theory provide an indication
for the cccurrence of a plateau in the thermal conductivi-
ty and the excess specific heat.” We note that no special
parameters are nécessary in our model except the basic
features of phonons: sound velocity and Debye tempera-
ture. It is, therefore, natural that all glasses exhibit this
universal behavior of a plateau in the thermal conduction
and excess specific heat.

This article is organized in four sections. In Sec. {1, the
quantum correction to diffusion is calcuiated by the well-
known series espansion of the maximally crossed dia-
grams of the two-phonon propagator. The diffusion con-
stant of phonon density {second sound} exhibits a strong
frequency dependence and vanishes in three dimensions at
a critical value @3. In two dimensions the same diffusion
constant is defined only in the dynamical regime (15%0, as
expected from the general result of localization in two di-
mensions.”'? A simple physical picture of this quantum
correction is put forward in terms of the ratio of the
residence time of the two-phonon coherent state at the ori-
gin over the lifetime of the same two-phonon state. Sec-
tion III is devoted to the self-energy of phonens coupled
via anharmonieity to density fluctuations. The two basic
diagrams of the anharmonic expansion, to third and
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fourth order, are modified in order to take into account
the formation of the two-phonon coherent backscattered
state. As a result the phonon lifetime i3 obtained as a
function of frequency and temperature and is strongly re-
duced when w tends towards w3 or T towards 7*. Ina
similar way, the density of states is obtained for both
anharmonic interactions and shows an important
enhancement around wy. In Sec. IV, the problem of two-
dimensional weak localization is carefully analyzed, since
a low-frequency cutoff is necessary for preventing the in-
frared divergence. A discussion of the basic expressions
of the phonon self-energy is developed in terms of the cut-
off frequency. The possible applications of the previous
results to low-temperature thermal properties of glasses
are discussed in Sec, V, while this work i3 summarized in
See. VI

II. QUANTUM CORRECTION TO DIFFUSION
AND THE EXPRESSION
FOR THE PHONON DIFFUSION KERNEL

The analysis for the phonon diffusion kernel is based on
the standard diagrammatic techniques'! for a particle
moving in the field of randomly distributed impurities
considered as elastic scatterers. The transport coefficients
or the diffusion constant can be derived from the average
two-phonon Green's function

G,k X0, 0= (GMo+2)GH w)) , (3}

where { ) represents the mean value over all configura-
tions of impurity centers, and where GFflw+0Q) and
G{'(w) describe, respectively, the retarded and advanced
one-phonon Green's function with momentunt k and en-
ergy w—+ {1 (k' and @, respectively). ,

The first diagrams for G, are depicted in Fig. I. In or-
der to calculate the dominant contribution to G, given in
Eq. {3), the most divergent terms in the density expansion
must be resummed.! This resummation will ultimately
lead to localization of density fluctuations. -

Eet us start from the well-known Bethe-Salpeter equa-
tion (rederived in Appendix A) for Gy(k,k'; w,0'):

o o
.,
+ oo+ +
I.A.-\\
+ Wi | S
o \\.k ’z} “\
e e D —— St ]

FIG. 1. Relevant disgrammatic expansion for Gy{k,k',0,{1).
The lines with arrows correspond to the one-phonon Green's
function and the dashed lines represent the Fourier transforms
of the interaction potential between & phonon and an impurity.
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Gk, k' 0,0 )= G{{@)G @) B+ 3 Uy (0,0)Gk), K 0,0 | . (4)
< .

1

This equation relates the two-phonon propagator to the
one-phonon propagators G{"® and the irreducible part of
the vertex interaction Uy{w,w’) as shown in Fig, 2.
7 is built vp from impurity scatterers which break the
' momentum conservation law but conserve the energy, At
first sight it may be surprising that the interaction
Uy p{w,@) couples two phonons of different energy fiw
and fiw’, while the basic scattering is elastic, But this is
true and it results from the quantum treatment of dif-
fusion. “Let us call Dylw) the diffusion constant of one
phonon . Classically we know that diffusion introduces
a relationship between space (or k) and time variables. By
breaking the translational invariance and, consequently,
changing the k's at each collision, the diffusive one-
phonon. motion introduces a frequency dependence
=@ ~Dylk —k'}* which, by virtue of the uncertain
energy-time relation, extends the energy shell for the in-
teraction. The dominant contribution to U comes from
the maximally crossed diagrams (or fan-shaped diagrams)
which can be summed up as a geometrical serjes.’? The
most divergent part of these diagrams comes from back-
© scattering where k'=—k+q, ¢ small ¢qllw}<<1, and
lo'—| =0 small, Or{w) << |, where I (@) =vr{w) is the
elastic mean free path of a phonon w. In Appendix A, we
-report-the calculation-of the vertex U which, at the lowest
order in {} and q in the denominator gives

vt #? 1

Ulg; Q)=
BT = D) g4w) —intDyalg?

, (5

where v is the sound velocity for the unique branch of
acoustic phonons w=vk as assumed and the spectral den-
sity gglw) is given by Eq. (2). The expression given by
Eq. (5) of the diffusion vertex calls for some remarks.

(1) It is the phonon counterpart of the electron dif-
fusion vertex which has been established in the context of
impure metals [see, for example, Eq. (16) of Ref. 12]. In
Eq. (5), w stands for Fermi energy in the electron problem
while Dylw} represents the diffusion coefficient of elec-
trons at the Fermi level.

(2) Although the acoustic approximation @ =uvk is used
in the expansion in ¢ of the denominator, a term in ¢? is
obtained in two and three dimensions as in the electron
problem where E~k2 This is not true in one dimension
where the general condition of validity of perturbation ex-
pansion is not fulfilled."

(3) The diffusion coefficient Dg(w) is related to the
Rayleigh-Klemens scattering time r(w) or the elastic

(¥ w) (Fw) (Fw) (Fw)
/RO
(Kw) (Byw' (Kw) ()

FIG. 2. Bethe-Salpeter equation {or the two-phonon Green's
function.

f

linewidth of the phonon propagator (see Appendix A),
Tewl=A/r{w) by the well-known relation

wirw) A’

d  dlge)’ (©

Dg(ﬂ)}z

Since the Rayleigh scattering frequency is proportional to
oy, the local fluctuations of masses, U vares like
oags{w) as expected. Therefore, the first term of the
series expansion is a good representation of the X or
crossed diagram. ‘

(4) The denominator of Eq. {5} exhibits a diffusion
pole: It implies that the dominant contribution will come
from the vicinity of the diffusion pole & ~Dgyg? in the Q-
g plane. Let us define the diffusion coefficient D {w,{)
by the velocity curreats correlation function® This
leads, in the limit of acoustic phonouns, to the following
gApression:

2 I - '
LW s G,k K o) )

Diew,0)=
d 'nrngd(m) Kk

For k+X'=q and (1= |w'—w|, as before, we expand the
Green'’s functions in powers of {1 and ¢?, and we solve the
Bethe-Salpeter equation given by Eq. (2) to first order to
obtain

Gylkk; w,0')

=Gf(m)G§(m’)6&,r
+ GG (@)U plw,0" )G w)GR (),
(8)
where
Up pla,o')=Ulg,8,0)

is given by Eq. (5). By replacing Eq. (8) in the expression
of D{w,{1), one obtains two terms. The first one propor-
tional to 3, k*G{{w)Gf () gives Dylw), the single-
phonon diffusion coefficient, while the second produces
the quantum correction to classical diffusion, and involves
the scalar preduct k-k'=k-(q—k).

Just as before (cf. Appendix A), the sum 3 k'q cancels
and there remains only a term proportional to — &% which
gives finally, for D(w,{),

2 1
Di{w,)=D 1— !
{@,0)=Dylw} ﬂgd{m)i‘; 01 Dutag
+e ] (9)

This is the expression for the quantum correction to the
dynamical diffusion coefficient at frequency {1, associated
with the density fluctuations, It was first derived by
Gor’kov et al.® for electrons for d =1,2,3 in a very simi-
far form. The summation z’q indicates a restriction in
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the range of ¢ for which the regime of density fluctua-
tions is hydrodynamic: gl << 1 and Qr << . ’

The quantum correction term is complex, but the imag-
inary /fart is reduced from the real part by a factor
(Qr)' for d =3 and {—Inr)~"! for d =2 and will be
neglected. The calculation of the integral over q is
straightforward and gives, in the limit {1 <1, the fol-
lowing expressions: for 4 =3,

3 T
Dlw)=Dylw) ] - = —— 10
@)=Dolw 7o gylal? 1o
and for d =2,
1 T 1
Dw, Q)=Dple) || - — ——— I | — , (1
“ O T P e lﬂr H (n

where p=N/L%is the density.

It is remarkable that at three dimensions D (@) does not
depend on frequency {2, while at two dimensions the In
dependence of D{w,0} introduces a singularity when
2—0 which is considered as a signature for the localiza-
tion of the two-dimensional (2D) systems. Since [ =pr
and @) varies for Rayleigh scattering as o =9+ we ob-
tain finally the following & dependence for phonons of en-
ergy @ for d =3,

§

Dla)=Dyla) i 1— ) (12)

@3

‘mz 1

Di{w,()=Dyla) " I

1—

With“ CIJ; =(20’M/‘ﬂ')—|fdp.

At d =3, the relation {12) describes a vanishing static
diffusion constant when @ approaches the threshold w].
For the extreme case of disorder—glasses for instance—
oy==1 and wj is less, but not far from, wp. This result
has been established for Rayleigh-type scattering relaxa-
tion time which is valid only for dilute concentration of
impurities. Although the validity of the present caicula-
tion in the weak-localization limit is of a perturbative na-
ture and restricted to @ <<w;, we observe that the quan-
tum correction to the diffusion constant increases strongly
with @ up to a threshold frequency o} where a complete
absence of diffusion occurs. It must be realized that this
absence of diffusion affects the fluctuations of phonon
density. Since these excitations of the phonon density are
called second sound, we could describe this effect as the
localization of second sound near 3. In fact, the one-
phonon mean free path is also strongly affected by this
coherence effect through the anharmonic coupling to this
density fluctuation,

This result distinguishes the present theory from a pre
vious approach of John et al.’ where a mobility edge is
found by scaling considerations on the one-phonon prob-
lem. The two-dimensional case needs special discussion
since, as shown by Eq. {13), the diffusion constant van-
ishes for any energy in the static regime Q0 (see Sec.

Iv).
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A simple physical interpretation of weak localization
has been largely used recently for the electran localization
problem in terms of coherent backscattering.”> We think
that a similar analysis could be very useful here in the
context of phonons and will make more transparent the
underlying physical picture,

Let us call 5 the dimensionless quantum correction to
diffusion from Eq. {9):

N ! . (14)

Ligp 5 —iQ1+Dyq?

The diffusion pole in Eq. (14} given by the expression
(~ i+ Dpq?)~!, is nothing but the Fourier transform in
q and (} of the probability density

Plr, 1)~ (D)4 2exp( — r?/4D1)

for a diffusing particle starting from r=0 at ¢t =0. Then
the sum over q up to |gq|==1// describes precisely the
residence time ©((2) up to t =1/ for the diffusing parti-
cle to be found in a volume /9 in the neighborhood of
r=0:

o= [dre'™ [ d%Piry, (19
where the spatial integration of P{r,!) represents the re-
turn probability near the origin in a sphere of radius /.

. By a direct calculation of Eq. (15) using the standard
expression of P{r,t) it is easy to derive Egs. (10} and (11)
for d=2 and d =3: O~ for d =3 and O ~rln{1/0r)
in d=2 where a _divergence is obtained for 02— 0 since

the two-dimensional random walk is recurrent, but so far

this argument is purely classical; how does the quantum
nature eiiter into the problem? First, it is the return prob-
ability in the sphere /¢ which measures the cccurrence of
a two-coherent-phonon pair {-+k, —k+q} to build up.
Secondly, the residence time © in the initial sphere is,
therefore, directly related to the lifetime of the coherent
backscattered pair. The characteristic time pgg{w)?
represents the lifetime of a two-phonon state confined in a
sphere of volume 19, The quantum correction is, there-
fore, directly proportional to the ratio of the residence
time in the sphere { around the origin to the mean lifetime
of the two-phonon state in the sphere /. A natural max-
imum value of one is then obtained which corresponds to
the situation of localization where the residence time of
the coherent pair is comparable to the persistence time of
the two-phonon state. For this limiting situation D van-
ishes. The localization of phonon density fluctuations
occurs because this ratio increases strongly near w] due,
basically, to the strong frequency dependence of the Ray-
leigh scattering at three dimensions. At two dimensions
all the stationary modes are localized as expected, owing
to the recurrent nature of the random walk for d <2,

The strong decrease of the diffusion constant D when
the frequency increases must also renormalize the dif-
fusion vertex U. We propose to take into account this re-
normalization, following Gor'kov et al,® by tedefining a
diffusive vertex Ulg; »,0) :

. P # 1

Ulgs w,0)~

e . ;. (16)
D w, ) gsl@) —ill4+D(w,0)g
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This has not been strictly derived from the diagram
resummation techniques but should constitute a better ap-
proximation for the calculation of the transport coeffi-
cients,

III. THREE-DIMENSIONAL
ANHARMONIC INTERACTIONS

In a perfect crystal, the first two anharmonic terms, v,
and ¥, arising from the expansion of the Hamiltonian of
the system, give rise to the lowest order of perturbation, to
interactions between a given phonon (w,k), and the
thermal phonons in equilibrium in the system. Such in-
teractions are shown diagrammatically in Figs. 3(a) and
3b),

The y4 diagram represented in Fig. 3(b) corresponds to
the excitation of a virtual phonon. In a pure crystal, such
an interaction process cannct produce a finite lifetime and
only renormalizes the sound velocity,

The y} diagram described in Fig. 3(a) represents the
coupling of the incoming phonon with two thermal pho-
nons of the medium. The lowest-order diagram of pertur-
bation theory has two vertices of interaction and then is

* proportional to ¥3, Actually, the perturbation expansion
of the anharmonic interaction shows that 3 is of the
same order of magnitude as y,. Unlike y,; the 3 dia-

" gram provides a finite lifetime for the given phonon. 1t is
this diagram which leads to the well-known Landau-
Rumer’ lifetime  for low-frequency phonons, where =1
-is proportional to @TCy(T); C,(T) being the specific heat.
For impure materials or glasses, the presence of Rayleigh

V
g(ﬁJ) kK qp

M) =k T

(w“-pt!, fw],k:)
{ LL'!,_IU (WX}
3
{0, %K) (WX Y, (wk)
(a) ()

FIG. 3. Relevant diagrams for the anharmonic interactions
in crystals.

scatlering will produce an additional interaction between
the excited phonons and the incoming phonon of the dia-
gram given in Fig. 3(b} or the two thermal phonons of di-
agram given by Fig. 3{a). Via this anharmonic coupling,
¥3 and ¥4 the phonons, will be coupled to the phonon
density fluctuations and will acquire a strongly reduced
mean lifetime. Let us celculate separately both contribu-
tions to the renormalization of the phonon self-energy.

A. Self-energy for the y, interaction

The modified diagram including the diffusion kernel T
from Eq. (16) is represented in Fig. 4. The basic process
is related to the coherent backscattering interference be-
tween the incoming phonon (w,k) and the thermal excited
phonon created by y,.

If V'9k, —k, k+q, —k—q} represents the anharmon-
ic interaction potential, we can write for the self-energy
=Mw) the following eXpression;

2 2 V(ﬁ(ks —ksk+qp —k_q}(Gik_,q(wP )a(ﬁ)_m(k}))ak'l_k-_q ' (17

where w, represents the usual Matsubara frequency and { } the average value associated with the disorder. In Z{(@),
an average over all the k on the energy shell  must be performed. With the standard relation

8lo—olk)) = —{#/2m)[GHao)—Gw)]

and with the help of Eqgs. {4) and (16) we can show that (cf, Appendix B)

I 1

z(;](m)_ (Fw)ta?V

| .
=TT i J 4 e’ /D)

where n (' /T) is the Bose-Einstein occupation factor.

The inverse lifetime I'}\(w) is given by the imaginary
part of ZiM(w). Considering first the integration over the
q variable from 0 to [~} {w), one has

{p, TK-4)

FIG. 4. Diagram contributing to the ¥, anharmonic intersc-
tion. Note the coupling of the loop phonon with the {w,k) pho-
non due to the effective 7 interaction.

Mw)+ e —w)? Eq ilo—e')+Dlag? ’

{18)

f

|
>
V4

w—a'

(w—a'P+(Dg?)

7 =2m(arctan2)-

e | 12 ]

D3 (g)
(19)
We then obtain for the expression I'{''(w),
fitutw? ¥a
D2 y)

|’ —w | (w)
M)+ o—e)?

tan2
i) = 25
yie 2 Melglw)

x [ do'nle'/T) (20)
The function

MNw)
M)+ lo-0)?
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defines a Lorentzian with width [a) and height I'~Y{a),
centered at @' =w. We approximate this Lorentzian by a
rectangular function with the same width and height, and
then

|lo—o' | T'w)
I w)+ o —a')?

[ do'nta'/T)

-
=nlw/T)— %), @D
and finally I'{"(@) reads
2 t{ew/T)
[{ )= 2ER0L ) o) . @
’ 2 w[1-—(&9/&);‘)6]7"2

Some specific features must be emphasized for the
mean attenuation I'{(w), The condition for the most
divergent diffusion kernel implies that |w—a'jr<<l.
This condition is fulfilled here when the excited phonon
@' has nearly the same frequency as the incoming phonon
w. This dominant contribution in the expression of
5% w) of the thermal phonons belonging to the energy
shell fiw of the incoming phonon explains the Planck oc-
cupation number in the final expression given by Eq. (22).
At low frequency and low temperature [{"(w) is very
weak as compared to ['(w), and it is at higher frequency
w~wj and high temperature (T~ T*) that the effect of
localization will act efficiently, :

As for the renormalized density of states, it is defined

by
—— g ¥l 3 ImDy ()
k

I @(k) are the new eigenenergies of the gjgsl.tmemﬂthen

atk)=olk)+ Atk ,
{

5P @)=k T——

g(a)) Li qp

where the interaction potential ¥ is defined by
VK kg, k) =y ol A/2 ek ot hey otk 5)] V2

In a way quite similar to those studied in Appendix B, we
obtain

(argy s K7 (Wp,ked)
{w,¥)
3
(Wp-0, 35 ™ (g1, %)

FIG. 5. Graph related to the y} anharmonic interaction.
Note the difference between y, and y3-relative to the dature of
the coupling to the density fluctuations.

where A}"(@(k)) is the real part of Z"{@}. An expansion
aAgﬂ
da

of Aw) around (k) gives the following expression for
the renormalized density of states:

A= A USh)) + [0 —dit k)]

ey Ala) 3
g Mw)= - glw), 23)
where
|
1 aﬂg‘”
= {l——=
Alw) PR

with for A{*(w) the expression derived from Eq. (18):

n{w/T)
[I—(w/w*)]
This expression shows a great enhancement of the density

of states near w3 and T~ T"*. This situation will be con-
firmed by the calculation of the seif-energy =V (w),

A )= 1—‘21/41“2(&;) (24)

B. Self-energy 2" w) associated with v} interactions
g

The diagram associated with this interaction is
represented in Fig. 3, but the structure of this diagram is
more “classic” than those of the ¥, interaction, The con-
structive interferences between excited plonons k and
q—k is described by the renortnalized diffusive kernel U
of Sec, IL. By considering the breakdown of translational

invariance, it is natural to consider only-local-fluctuations -

of phonon density coupled to the incoming phonon. This

implies a violation of the momentum conservation law™

and consequently an unrestricted summation over
momentum k and q in the self-energy, Then, we have

2 XK, KWK —q, k, ~k)8w—aol kDo) D o, —a) (25)

(w')?

V
EU] =£_ Zﬁj 4. 7 dar’ '
7w} 5 ¥3f v coN f w' e /T)—_—'F%w')l)z(m,m')

X3 ‘ (26)

q —-J'ahi-D(cu,a)')qz '

which gives for the inverse lifetime T g”{m) associated
with this anharmonic process

32
r‘]”(a,):ﬁr—{arctanz)r% (ﬁm}
. 4 on
%0 'Y
X [ do’n(w/T) 2
f @ nlw [1_(m,/mn)6]7/2
and for the real-part AP (w) of the self-energy
‘ 3, Aw Clo')Na')?
AP o)==yt B [ gy —2R28 T T .
? 2 w)h f [l—(o' /&*)]
(28}
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Both the expressions given by Eqs. (27) and (28) are diver-
gent when o' approaches w3, but we know that this limit
is out of range of validity of our calculation of weak local-
ization. A convergent version of Egs. {27) and (28} can be
obtained in the approximation of the dominant phonon at
temperature T by replacing the summation over &' by the

average value @'=~kz7 /f in Egs. (27) and (28). There-
fore, approximate expressions are
I““f'(w)——'s—ﬂ'iu:t;mzouﬁ(ﬁwplm |
5
1 T
12 Tz
XA fiw) T (T/T 7 | ® (29)
and
’ 1
AP }——(ﬁm Jaisy (i) —
plokyi [L—(T/T*))
{30

where the correction to the density of states is always
given by Eq. (23), i.e., the relative variation 8g /g is given
by

7

T i

5
_&N—(ﬁwb ok} U= (T/T P

Just as before, this expression provides a great enhance-
ment of the density of states for T~T* for all the spec-
trum;even for phonons with w <a*.

—IV—TWO-DIMENSIONAL CASE - .

We can, as before, find the correction to the lifetime
and the density of states in a two-dimensional disordered
system due to anharmonic coupling, Now, however, we
must take into account the dynamic singularity given by
Eq. (13) for the diffusion coefficient. Because of the loga-
rithmic divergence of the quantum correction in the limit
7 <1, we define a cutoff frequency Q such that
D(w,1)=0. Such a cutoff is imposed by the necessarily
positive value of the diffusion coefficient. Then {1 is de-
fined by
2

lnl

ar

Jil]

@}

=1,

which implies
1 —tef /o
——g

= Ha)

et}

(32)

This value { can serve to define a wave-vector cutoff §

or, equivalently, a characteristic length £(w} such that
Elw)=[Dolw)}/Q])'"%, We then obtain

Eor=la)" ",
This length coincides with the localization length £plw)
" defined by John et al.? for the case of a noncorrelated po-
tential. It must be noted that &{w) is much greater than
H{w) and defines a second characteristic length and a
weak-localization regime for £(e)>>{{w) in the two-
dimensional case; by contirast, in one-dimensional systems

(33

(30

we have only one characteristic length &ylw)=!{w) and
only the strong localization regime occurs.'® However,
for two-dimensional films, as for the one-dimensional
case, the mobility edge, defined by a diverging localization
length, is obtained for @==0 only, with an essential singu-
larity, which ensures localization for density fluctuations
pver the whole spectrum.

A. 7, anharmonic interaction

The structures of ¥, and 7/§ diagrams piven by Figs,
3{a) and 3(b) are the same in the two-dimensional case.
Starting from the general expression for the self-energy

2 w) given by Eq. (25), one obtains for the attenuation

(@'
Me'\DYw,e')
__1__

w*+ D’

{34)

where the notation ' q Blways indicates a sum over the
hydrodynamic modes ¢/ (w) << 1, but with the supplemen-
tary condition imposed by Eq. (33), ¢ > £~ @)

CIJ T
I“m(w)=% 2ﬁs § - fdw
@p

Xn(m/T)E

S D
zq w'4+D¥* 2o’
Then,
)= ’1’: 1 7o 2 [ dute!Pnte!/T)
) -1
! |
|- 3 In wriw')

(35)

We can, just as before, approximate this relation by
keeping only the contribution to the integral of the dom-
inant phonons which fiw' ~kz T to obtain finally

1
)= y3(ﬁmDJ {—T-—
©p

-3

2
T 1
- 6
x [1 per ln[arr{T) . | (36}
where
. i)
T = P

We can in the same way derive an expression for the
correction to the density of states given generafly by E?
(23}, But in the 2D case, the sum ' Dg’/(w0’+Dg")
reduces to {w/2D)ln(1/wr) because of the weak-
localization condition &{w) »>/{w). Then with the same
approximation of the dominant phonon, keeping only the
most important correction, one finaliy has
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e r |} !

3y =T_.2 —_

Ay () T3 3w p N fiw ) o, In o B {37}

and the correction to the density of states is given by
8g ™ T 1

which still provides a greater enhancement of the density
of states in the regime wr{T) << | previously defined.

B. v anharmonic interaction

As for the three-phonon interaction, the diagram given
by Fig. 4 remains relevant in the case of 2D films. But
here, the specific dependence of the diffusion constant on
the frequency 2 given by Eq. (13) gives rise to a strong
divergence for the expressions of I's"(w} and A5 (w).

The origin of this divergence is quite clear and comes
from the peculiar structure of the y, diagram, Here, the
l

2 l

dynamic singularity is indeed associated to the energy
difference 1= |w—&’| of phonons in the coherent back-
scattering situation, Then, for all energy values fiw of the
incident phonou, there exists a value @' in the spectrum of
the system for which Q= |w—a'l ~0 leading to the
divergence of I'sw) and AY¥w). But, it must be em-
phasized that this singularity is to be attributed equally to
the structure of the y, diagram and to the two-
dimensional character of the sjystem. Indeed, the previous -
expressions of [ {w) and A{w) do not produce such a
singular behavior because, in this case, the energy differ-
ence () is fixed at the value of the incident phonon energy
an.

Now, in order for the self-energy to convergs, we intro-
duce a natural cutoff for frequencies: the inelastic width
/7w, T} of the modes, which restricts the dynamical
quantum cotrection to a range of frequencies between
{/7; and 1/7. This leads to the following modified ex-
pression for D{a,Q; T

D, TN=Dylw} [1— ( }E’
T8 e 0Dy +

instead of Eq. (9), where no special assumption is made on
the physical nature of r{w,T). In the limit of weak [ocal-
ization, 1; >> 1, one obtains

ff(cu,-’.;"}w

p
1
f Telw)

@

w;

< - Diey T)=Dylw) | -

The relation {40) will lead to a convergent expression for
MMw) and A (w) generally given by Eq. (18), We now
have

() Vel

I—-(-ﬂ -
)= ol (@)

s D=, T)
X | do"nle' /T)— ’ , 41
f @ M)+ o—o')? “h

where the Lorentzian can be summed to give
(41 ¥4 .
I (mlaiﬁml"(w)n{m/ﬂ

Tf(fr),T]

Telw)

2
[
@}

X | 1= In {42)

In the same way, we can derive for AY(w) the following
expression:

T
8w, T T ) Dl (0Dt | 22T
8 T.le)
-]
2‘
(w,T)
X 1= | | n |22 (43)
w3 T (w)

+ 0, {39

1
T,{m,T)

C. Self-consistent approximation

As for the electrons case,'”'® we can develop a self-
consistent approximation and identify the inelastic

7 scattering time and the mean lifetims of "quasiparticles
40} .

given by A/T5w,T). It gives at low frequency @ less.
than T and w}

rg"(m,r)r.%k,grr(m) (44)
and
8w, 7= L4 ko Tl o} n |- 48]
Lt gr 2 T '
where
kgTIEE.
Y4

Then the relative variation of the density of states is pro-
portional to

—%g- xw*T In

I (46)
T 7

an expression which recalls the corrections of the electron-
ic density of states in the weak-localization regime for in-
teracting fermions,”+18

Y. APPLICATIONS
TO LOW-TEMPERATURE THERMAL PROPERTIES
OF THREE-DIMENSIONAL GLASSES

We have seen that the elastic relazation time or
Rayleigh-Klemens time plays a crucial role in the theory
of weak localization, Therefore, it is natural to turn to-
wards the situation where the harmonic disorder is the
strongest: the glasses, This situation has already been
discussed in a classical article by Zeller and Pohl'? where
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the Rayleigh-Klemens mechanism was used to explain the
plateau of the thermal conductivity, In this paper, they
model a glass as a crystal where each atom can be con-
sidered as a mass defect. In such a case o}, =1. By using
the classical approximation of the dominant phonon, they
were able to explain both the magnitude and the tempera-
ture dependence of the “kinetic” mean free path derived
from the pas kinetic expression of the thermal conductivi-
ty: K ==<Cvl. If the value o =1 seems justified for the
case of glasses, the association of the dominant phonon
approximation with the gas kinetic thermal conductivity
is misleading for a strong frequency dependence of relaxa-
tion time. Here we will retain from the basic work of
Zeller and Pohl the limit value ai;::l for glasses. It also
must be indicated at this point in the discussion that the
two-level systems®® cannot play the role of elastic scatter-
ers we had considered previously. We will neglect them
for the present analysis.

The present theory of phonon weak localization and
anharmonicity provides two sets of expression for the at-
tenuation and the excess spectral density contained in re-
lations (22}, (24), (29), and (30}, These relations are fre-
quency and temperature dependent and involve the
threshold frequency @] or threshold temperature T° at
_which a divergence occurs. We will consider only regimes
of low frequency o < w3 and low temperature 7 < T*,

The expressions involving ¥4 are valid for any frequen-
cy or temperature, especially for thermal phonons where

- 1s of the order of T and can be applied to the anal?’sis of
_the thermal conductivity. The expression (22} of [} can

be compared to the Rayleigh-Klemens scattering I' by

forming the ratio I /I, The known expressions for the
anharmonic coupling constants are
2
Yo 1

2 ——
Yamy = Mol o,

, {47)

where ¥ is the Grineisen parameter (=1} and M is the
mass of the atom. The parameter ¢ is typically of the or-
der of 10 for a canonical glasslike vitreous silica. One ob-
tains '

(3]

T

W2
Iy ou o 1

UL R N U (43)
T = a 0 [l—(a/)f]7?

(w and T in same units), which shows that I‘f{” << I" in the

regime cu,T<<w!§. It is only in the range of w <w; and

T<T* that " can be more efficient than T For the

excess density of modes we find

’ !

e /T {49)
[l —(w/w )"

8¢ u

o

b4 a

o
ap

The very strong frequency dependence comes from the
Rayleigh scattering, and here, as for the lifetime, the ex-
cess density is negligible except in the vicinity of @} and
T*.

" A similar conclusion can be achieved for the ¥} interac-
tion which applies only to low-frequency phonons as com-
pared to the temperature. The expressions {29) and {30) of
I$ and A are candidates for predicting the sound at-
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tenuation and spectral density for hygcrsound phonons.
)

Naturally we are led to compare r‘, to the Landau-

"Rumer”® expression:

Tir=7yT(T/@p) . (50)

By forming the ratio I'{"/Tg, the ¥} coupling constant
is eliminated and gives

3

o,

=~ u
i

L)

@p

1/21 1
O [1—(T/T*y? "

The value of this ratio is less than ! except when T ap-
proaches T* where the divergence occurs.

A similar result is obtained for the excess spectral den-
sity for the y§ interaction;
T 7
®p

1
[1—{T/T. )617/2 4

Sg_3m

g 2 M

the contribution of which becomes sizable only when T
tends towards T'*. Actually, the general conclusion of
this analysis is that a strong enhancement of the excess
density of states as well as the attenuation is predicted
when @ and T approach wj =ksT* /A This prediction
must be compared to the experiments on glasses which ex-
hibit a platean in thermal conduction accompanied by a
bump in the specific heat around 10 K in all glasses
which have been tested.” The standard analysis of these
features exhibits, therefore, an abrupt decrease of the pho-

.non mean {ree path and, at the same time, a strong excess

of the spectral density. It is tempting to apply the previ-
ous conclusions to this sitvation by identifying the critical
frequency w3 or temperature T* with the temperature of
occurrence of the plateau in the thermal conduction
namely T*~10 K. From the expression {12}, we can
derive a value of ] less than wp: o) =0.5lwp for
oy =1. This value is véry high, typically above 100 K,
and cannot be applied directly to the case of glasses. We
think that it is a consequence of the approximation of
weak localization which cannot produce a good value of
the threshold of localization. We believe that higher-
order contributions to the diagram expansion as well as
more realistic spectral density could result in a lower
value of w3. If @} is considered as a parameter which
fits, the present theory of weak localization is able to
describe the qualitative features of glasses, namely, the oc-
currence of a plateau in the thermal conduction and,
simultaneously, an excess specific heat at low tempera-
ture. At T =0 K the present model does not predict any
localization for the single-mode problem. As a matter of
fact, the mean lifetime shortening, as well as the spectral
density contribution, vanish either exponentially or as a
power law for both the y, and ¥} interactions, But the
two-phonon correlator contributing to the diffusion con-
stant is localized when @ approaches wj. This prediction
does not contradict the recent numerical study of Nagel
et al®' which was performed at T=0 K on a three-
dimensional model of glass where atoms interact via 6-12
potential. They only observed a localization of vibration
modes at high frequency near the cutoff. Our analysis
leads to a situation of localization for “second sound” at
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critical frequency which is reflected in the first sound via
the anharmonic coupling. A finite temperature is neces-
sary in order to observe localization in the one-phonon
problem.

As a final remark on the application of the localization
in glasses, let us specify the domain of validity of the
present model. The energy of phonons is limited by w?} at
high frequency in order to satisfy the condition of pertur-
bation expansion incident plane waves instead of localized
modes. A supplementary condition is that the inelastic
collision frequency must be less efficient than the elastic
ar the Rayleigh-Klemens refaxation. This is true for the
anharmonic interaction as reported by expression (48), In
glasses, however, at low frequency and low temperature,
we know that two-level systems are present and inelasti-
cally scatter the phonons. More precisely it is accept-
ed!™® that below 1 K, the two-level systems are more =f.
ficient than mass defects for scattering phonons. Actual-
ly, the domain of validity of the weak localization is re-
duced in the range of temperature or frequency between |
and 10 K where the mean free path drops abruptly to in-
teratomic distances.

Y1. SUMMARY

Let us summarize the main steps of the transposition of
the weak-localization theory from electrons to phonons.
(1) Quantum corrections to diffusion are obtained by

- -the resummation technique of the maximally. crossed dia- .

grams. A pole of diffusion in the effective vertex interac-
~tion Subsists, despite the change in statistics, from fer-
mions to bosons and in dispersion from quadratic to
linear,

(2) The strong energy dependence of the elastic
Rayleigh-Klemens scattering produces a threshold energy
} in the renormalized diffusion constant in three dimen-
sions., At this critical value o3, the two-phonon density
fluctuations—or second sound—become localized.

(3) In two dimensions the divergence at low frequency,
0—0, of the dynamical quantum correction indicates the
general localization effect in low dimensionality (d <32).

(4} The anharmonic interactions couple the one-phonon

propagator to the phonon density fluctuations. Phonon -

self-energies are calculated for two basic anharmonic in-
teractions and diverge when @ or T approach the critical
energy 3. Strong shortening of the phenon mean free
path and additional spectral density reflect the approach
to this localization threshold.

{5) In the two-dimensional case, a low-frequency cutoff
{the inelastic rate of collisions) is indispensable to ensure
the convergence of the quantum correction when one kind
of anharmonic interaction is switched on. The resulting
phonon self-energy is quite similar to the electronic one.

{6) A tentative application of the previous concepts to

glasses is developed: Qualitative features of low-
temperature anomalies of glasses—plateau in thermal con-
duction and bump in excess specific heat—are under-
Standable in the framework of weak localization providing
that the value of the phonon threshold energy is reduced
to around 10 K.

APPENDIX A: DERIVATION OF THE BEFFECTIVE
INTERACTION U OF PHONONS

In this appendix we would like to sketch the expansion
of Green's functions in order to obtain the expressions (4}
and (5} of the kinetic equation for G,{k,k',w,(2) and the
effective U interaction between interfering phonons lead-
ing to the coherent backscattering effect. First, if
ﬁ:ﬁ’o +§dc: represents the Hamiltonian for the phonon
gas moving in the field of randomly fixed impurities, we
can write the usual development for the Green's operator

Diw):

Dtw)=Dylw)+DByloiw)Dle), (A1)
where

Bolw)=ifinl —f,)-!
and where

)= H gy il — By — B 40 )~ (i — H )

represents the collision operator. Equation (Al) can be
written more explicitly in the form

Bloy=Dylw)+ 3 Botwftw, X, )Byle) |

+ 3 Dololile, X, )Bolef(0, X, Dsl@}+ -,
mn
mzin

{A2)
where {X, | represents the impurities’ positions.
From Eq. (A2), we can write

Glkk" )= lirr{l) {Isin}) (Gela+0+i8)Gylw—ie))
r—0 5—
in the form

Galk,k'; 0,0) =8, 1 GG (w+0)
+G{(@)GHlo+ QI ()

A R
XGglw)Gpla+0), (A3)
I‘O‘\
e —rre
e + \z«.) + s + T'f,' +
. s RN
R e e ]
A P B o
+ e + AR + -
ed A g
= - v’; + \‘;g_ . + § ::' + o
//l - 1 ‘\ ~

FIG, 6. Resummation of the most divergent diagrams in the
hydrodynamic limit g/(w)<<!. The simple lines - represent
the f{ree propagator and the double fines == the renormalized
phonon propagator.,
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where the vertex function Iy .({1) describes the interac-
tion of phonons with impurity centers as shown in Fig. 1.
Now, we can express I'y y({1) as the sum of two terms,
one of them, Uy . ({1), giving the sum of irreducible dia-
grams. Then we have

)

Lol @) =U Q)+ 3, Ug g ()T ()
k, .

XG{ (0)GE (w-+Q), (A4)
and (A3) and {A4) lead to

.

Gk K 0,0) =8 o G @G0+ 0)+ G (o) lo+ MG HGR 0+0)
XUl D+ 3 Up s (G (@)G to+ 2T (0],
< .

1

which implies

Ga(k,X'; 0, ) =8y G{ ()G (0 +0) + G (0)G Mo+ DG 0IGE (@ + 1)
+G{ (@G 0+ D) 3, Ui (DGE@)GE 0 +QITy W QGE ()GE (0+0)
X

and from Eq. (A3} we finally get

Galk, K @,0)=G{(0)G{(0+Q) |8y pt 3, Up i, ()G, k5 0,0) |,
k!

which coincides with Eq. (4).

The effective interaction between phonons is then de-
fined by the sum of irreducible diagrams. The most
divergent set of these diagrams, as shown by Langer and
Neal,® is given by the maximally crossed diagrams and
can be resummed (cf. Fig. 6) to give Ui i(Q}) as the sum
of a geometric series

bilsw,0;q)

Uk,kr(QJ=m ) (A5}
where
Ife,0;9)= 3 6{(0)G]_jlo+9),
k ‘
and by is given by the Fermi golden rule,
Tyw)
PP LU (A6)
T gilw)

In this last expression, gslw) is the d-dimensional density
of states and I'y{w) is the inverse Rayleigh-Klemens life-
time proportional to w?*!, :

We would like now to have a perturbative expression in
powers of £ and g2 (where we recall that k+X'=q}in the
limit g¢/(w)<cl and Qrlw)<<l of the product
Gf(m}Gf_q(cu+ﬂ). First, we write

!

ba £Q

-— I ,ﬂ,; = —_
I =balite, i g)= 2o 2T (w)

[
Gi_qlw+ Q) -G{(w)
(Gl ' —[Gf_ o+~

Gf_ 40+ NG (w)=

where the Green's functions for phonons in the field on
impurities are defined by

A0 1
_(ikl_a)_):u.ﬁ{wzw(k)]+frg(W)'

and

t
filo+—wlk—g)]—iTw+0)."

Gf_qlo+0)=

We prefer these definitions of the phonon propagators
to those generally given?? because of the fundamental role
played by time reversal in the constructive interference ef-
fect between phonons. On the other hand, the acoustic
approximation for the dispersion relation allows us to
write

[G{{@)] 7 —[G{_glw+n)] !

2 2T o) EQ_I, m
= Tale)+ O g — 1 2t k|

and the denominator of Eq. {AS5) with the help of Ea.
(A6) reads

; 2pi 1 : 2
-2—’1g,(m}+;”?f—(5'—)2‘7”g,(m+ﬁ9——E—I—[G;‘(w)—cfw]’, (A7)
gl

2iT4(0) < &

where the term proportional to g cancels because it appears only in the sum

-1y, "
%‘,k k'qug fo cosfdf ,

where 8=arccos(k'q/kq). In Eq. (A7) the last term proportional to I~ !w) is negligible because the Rayleigh-Klemens
expression for I'(w) is proportional to n, where #n is the impurity density assumed to be very small and then

=) 5> T~ Yw). Finally, we get
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—belylw,q)= =2 | _in 4 T2 g’
5 2I‘d(m} I‘d(m)
and
4 2
Upply=—22 7 ‘ (A8)

7D§(w} g4l®) —iQ+Dylw)g? '

where Dolw), defined by Dylw)=#vl/T,(w), is the single-phonon diffusion constant, Equation (A8) is.the desired Eq.

{5} given in the text.

APPENDIX B: SELF-ENERGY 3*w) ASSOCIATED WITH THE FQUR-PHONON
ANHARMONIC PROCESSES AND THE U INTERACTION

Starting from the general relation given by
Vv

M=k
d Pl & =

we can begin to calculate the sum § defined by

S=jﬁinzwz(kwff% D{ (0, 0D (w), (BN
k

where the renormalized propagators in the presence of im-
puritics can be expressed by
1
filo—wlk) j£iT {w) ’
in which Fy{e)=7w?/dDg(w) is the Rayleigh width of

DAt =

'the modes proportional to the imptifity dersity; assimed”

to be small.. Then Eq. (B1) can be replaced by

ﬁz l T r rryd i "
S= LT [ do"lo" g6l —a")

INa)
M{w)+ e —a")? '

3 2V, ~k kg, ~k—qH DR (0,080 —atk)))y, g,

{
and finally we get for d =3

——’-‘i«y T w’glw)
4" o) Mo+ #lw' —o) '
Equation {B2) combined with the expression given by Eq.

{6) for the effective interaction U leads for Z}"(w) to the
expression

S

(B2)

(#iv)'w?

@y )= ptle® do’
Zy () 4frl"(aJ)g(aJ)Y4f w
e sas - - DTN we')
X 2.nle'/T) !
zq: ,.fo_____:f_(wf-m)+D(cu,w')q2

l
X M)+ 0 —w)?

which is the Eq. {18) given in the text for a three-
dimensional system. '
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CHAPITRE VII

EFFETS COHERENTS DANS LA DIFFUSION MULTIPLE DES ONDES
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I - INTRODUCTION

Dans 1'ensemble des chapitres précédents, nous avons vu
comment le phénom@ne de localisation faible pouvait &tre observé et
interprdté dans des problémes aussi vari&s que des &lectrons ou des
phonons subissant des collisions sur des impuret@s réparties aldatoi-
rement. La généralité des comclusions obtenues sur ce probléme de
localisation faible, ind&pendance relativement & la statistique
(bosons, fermions), 3 la dispersion des excitations (linéaire vs qua-
dratique), nous suggdre de l'appréhender comme le dernier effet
cohérent caractéristique de la propagation d'une onde (quelle que soit
sa nature) dans un milieu faiblement désordonné. Le secret de cet
effet est donc assccid, comme nous 1'avons mentionng& dans le chapitre I,
i un probléme d'interférence affectant la diffusion multiple des ondes
soumises aux collisions sur les impuretés. Notre but dans ce chapitre
et dans la publication qui le suit est de caractériser complétement cet
effet, directement 3 partir des propri&tés de collisions multiples des
ondes et de montrer comment en retour il affecte la section efficace et
plus généralement le transport dans le systéme d&sordonné. Aussi, avant
d'aller plus loin, une brdve mise au point sur la propagatiom des ondes

en milieu aléatoire s'impose.
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II - PROPAGATION D'ONDES EN MILIEUX DESORDONNES

Dans ce probl&me il est nécessaire tout d'abord de bien spé-
cifier la nature du milieu désordonné. Nous en distinguerons essentiel-
lement deux types. Le premier, appelé désordre discret, consiste &
distribuer des centres diffuseurs au hasard dans le milieu et
3 les caractdriser par une densité finie ; c'est ce type de désordre
que nous considérerons tout au long de ce travail. Le second correspond
3 un désordre continu, ofl les paramétres physiques caractéristiques du
milieu fluctuent ; c'est le cas par exemple de milieux turbulents dont

1l'indice optique est une variable alé@atoire.

Une fois le dé&sordre caractérisé, il faut spécifier le mode
d'interaction entre une onde incidente et les centres diffuseurs. Om
calcule pour cela le champ diffusé par un diffuseur 2 une
distance R asymptotiquement grande - La nature de la
collision est alors parfaitement déterminée (dans 1'approximaticn
lindaire) par la donnée de l'amplitude de diffusion £(§, §'") qui
est un nombre complexe, dépendant de la direction § de 1'onde
incidente et de la direction §' de 1'onde diffusde. On d&finit alors
la section efficace diffédrentielle par ¢ (§,3") = |£(8§, §')|2 . Elle
fournit les propriétés de tramsport de 1'intensité en présence des

collisions.

Dans la limite d'un milieu ne comportant qu'une tr&s faible
densit? de centres diffuseurs, la probabilité pour une onde de subir
plusieurs collisions est tr@s faible et on calculera les propriétés du

systéme dans 1'approximation i une collision, ce qui a 1'avantage de

donner des calculs simples.,

Si la densité de centres diffuseurs augmente alocrs 1'appro-
ximation précédente n'est plus valable et il faut avoir recours &
d'autres méthodes pour connaitre les propriétés de tramsport du systéme.
Une premi&re méthode appel&e théorie du transfert radiatif consiste i

écrire pour 1'intensité de l'onde une Bquation de tramsport




_]28_.

phénoménologique qui est 1'analogue de 1'équation de Boltzmanm en
théorie cinétique. Elle repose essentiellement sur un principe de con-
-servation de 1'énergie et peut pour une onde scalaire s'dcrire sous la

forme (cf. figure VII.l) :
(5 . @*;)z(i?,g) = - kI(x,8)+ jdza'fca,g')z&’,é') (VII.1)

> - . _ .
o I{x,3) repriésente 1'intensité de 1'onde au point x, se propageant
dans la direction &, £(8,8') est 1'amplitude de diffusion de & en &'
telle qu'elle a &té introduite précédemment et « ast 1'inverse du libre

parcours moyen ou coefficient d'extinction reli& i f par la relatiom :
2A o~ .
<= 1d4d°5f(8,8) (VII.2)

qui est une simple cons&quence du théordme optique. L'Equation de
transport (VII.l) initialement introduite par Schwarzchild(i) pour
1'8tude de 1'albedo de 1'atmosphére, a ensuite &té& reprise plus en
détail par Chandrasekhar(z) pour €tudier de fagon systématique la propa-
gation des ondes &lectromagnétiques. Les solutions de l'8quation
intégro~différentielle (VII.!) ne sont en général pas accessibles,
Néanmoins, il est des situations,comme nous le verroms plus loin, oili on

peut raiscnnablement la remplacer Par une équation de diffusion.

Cependant, les paramétres intervenant dans (VII.1) n'ont pas
de dérivation microscopique a priori ce qui est excessivement ennuyeux,
si on veut prendre en compte des effets plus subtils associés par
exemple 3 des corré@lations entre les centres diffuseurs. Une alternative
microscopigue i 1'équation de transfert radiatif est donc obtenue dans
le cadre de la théorie de diffusion multiple. Celle-ci est basée sur
l'8quation d'onde proprement dite et sur les propriétés statistiques du

milieu. On part donc de :
W+ k2 + VG CEI) = 8G - EN) (VII.3)
. R . - - 3=
qui est 1'@quation d'onde pour la fonction de Green Glx,x"), ol V)

représente le potentiel effectif des centres diffuseurs et kg 1'énergie

de l'onde. Le comportement moyen de 1'onde ainsi que les propri&tés de
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Fig. VIT.1 : Conservation de L'énengie Lumineuse et Equation de
thans fert radiatis.

n>
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. -+
transport sont alors données par la moyenne < G{(z,x') > et par la

. B . - = ﬁ++ . .
fonction de corrélation < G(x,x') G"(y,y') > ob&issant respectivement

aux 8quations de Dyson et Bethe-Salpeter :

<G> =G +GM<G>
o o]
(VII.4)

coet > =<eve gt +<e>a > K<GE >

oll G, est la fonction de CGreen libre du milieu sams impureté&s, M et K

les opérateurs de masse et d'intemsité rendant compte de la renormali-

sation de < G > et < GG > due i la diffusion multiple. Ces opérateurs

peuvent &tre obtenus de fagon perturbative par un développement en

diagrammes de Feynman. Comme précédemment, les 8quations (VIL.4) admettent des
solutions dans le cadre de certaines approximatioms et redomment 1'&qua-

tion de transport phéneménologique (VIIL.1).







= 131 -

I1I - DIFFUSION MULTIPLE COHERENTE ET INCOHERENTE : CONE DE RETRODIFFU-
SION COHERENTE ET FACTEUR 2

Nous venons de voir comment calculer les propriétés de trans—
port assocides A la diffusion multiple €lastique d'une onde dans un
milieu désordonné, c'est-&-dire que nous savons donner une expression
de la section efficace différentielle ¢ (3,8') dans le cadre de 1'appro-

(3

che classique, ce qui a &té fait maintes fois . Nous allons voir
néanmoins qu'il existe dans un tel systdme des effets d'interfdrence, néglii-
gés jusqu’a présent, pour lesquels la théorie précédente doit étre
modifide., Nous avons d&ja discuté de ces effets dans le chapitre I dans
le cadre de la trd&s &@légante approche de Larkin et Khmelnitzkii(a) du
probléme de localisation faible des &lectrons. Considérons ici d'une
maniére géndrale le probléme d'une onde plane, solution d'une &quation
d'onde linEaire se propageant dans un milieu décrit par une densité

de centres diffuseurs &lastiques fixes. On suppose de plus que le
désordre ast sans corrélaticn. Nous disposons alors pour décrire le
probléme, de deux longueurs caractéristiques. La premi&re est la
longueur d'onde. La seconde, le libre parcours moyen élastique, refléte
la nature des collisions dans le milieu. Nous supposons alors que
l'amplitude de transition dans la collision faisant passer du vecteur

' > ' - ) > o R
d'onde k., au vecteur d'onde k2 ast une fonction v(kz—kI). Considé&rons

alors da;s le systdme les séquences de diffusion multiple du type de
celle représentée sur la figure (VII.2). Dans le cadre d'une théorie
de transpert classique, tous les trajets de diffusion multiple sout
supposés nom corrélés . Mals cepen-—

dant, si on calcule les amplitudes associfes & chacun des chemins

représentés sur la figure (VII.2), on obtient :

- e

N (CIE R L,kr, | L iRk | ik,
Al = v(ki—ko)e v(kz—kl)e v(k3—k2)e v (~x -ks)e

L. miGEDE, L —i(Rk)E, LG RNE,
A" = v(-kg-ko)e v(—k2+k3)e v(—k1+k2)e v(—ko+k1)

i (-k_+k )T
el( o 1M
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Fig. VII.Z : Un type de processus de diffusion mulliple

cchérente.




- 132 -

Sur la forme de A et A', on recomnait ais@ment la structure du diagramme
croisé telle qu'elle fut introduite par Langer et Neal et expliqude dans
le chapitre V. On remarque d'autre part que les deux amplitudes A et A’

sont €gales. Dans le cadre de 1l'approximation incohérente, 1'intensité

associée i ces trajets est Loe = IA'!Z + IA"IZ = 2[A'|2 alors que
tenant compte des phases de A et A', 1'intensité cohérente s'&crit
I, = larat® = afar)?
Khmelinitzkii selon lequel 1'intensité rétrodiffusde cohdrente est

- On retrouve donc bien le résultat de Larkin et

exactement le double de celle obtenue dans 1'approximation cohérente.
Mais nous pouvons aller plus loin encore. Considérons pour cela un

lacet (et non une boucie) (figure VII.Z)

et tel que le front d'onde de 1'onde plane soit supérieure i la distance
-+ >
!rl_rul
- 5
r, etr

afin d’assurer la cohérence spatiale de 1l'onde entre les points
1 o+ On peut alors comme précédemment calculer les amplitudes asso-
ciges 3 un chemin et 2 son homologue renversé dans le temps. Le déphasa-
ge entre ces chemins est domné par ¢ = (Ei + KF)'(¥1_?n) at on retrouve
le cas précédent lorsque ii = _EF’ i.e. dans la direction de ritrodiffu-
sion. Si on appelle 9 l'angle que font entre eux les vecteurs ki at kF’
alors la cohérence sera perdue pour des valeurs de B supérieures 3
k/‘;l_;ﬁl' Et puisque la valeur moyenne de !?I—;n[ pour la séquence la
plus petite (n = 1) est justement mesure par le libre parcours moyen

€lastique £, nous aurons une anomalie de la section efficace diffé-

rentielle ¢(8,8') dans un cbne centré autour de &' = - & et d'ouverture
v, = A/% associée & la diffusion multiple coh&rente. Une dérivation
plus "technique" de cet effet se trouve dans le paragraphe 2 de la publi-

cation situe 3 la fin de ce chapitre.

Enfin, une telle anisotropie de la section efficace diffé-
rentielle modifie les coefficients de transport du systéme et parti-
culi®rement la constante de diffusion de 1'intensitd. Ces effets sont

€tudi&s en dé&tail dans les paragraphes 4 3 6 de 1l'article ci-aprés.
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Résumé. — La localisation faible des ondes est obtenue 4 partir d'une théorie de diffusion multiple
cohérente. Cela conduit & une augmentation de la section efficace différentielle dans.la direction de
rétrodiffusion. Celie-ci se manifeste de fagon macroscopique par une vafeur deux fois plus grande
de I'intensité rétrodiffusée dans un cdne trés étroit autour de la direction d'incidence, d’ouverture
. ey , , .

angulaire ¢, = i} . %, ol €2} est le temps de résidence. Les corrections aux coefficients de trans-
port sont alors obtenues & deux et trois dimensions & partir de ¢.. Un développement en ¢ autour
de {a dimension critique inférieurz d, = 2 permet alors d'ebtenir un seuil de localisation pour les
ondes 4 d > 2 et le comportement critique associé. On discute enfin de dilférentes situations expéri-
mentales permettant d'observer 4 la fois le cone de rétrodiffusion el les exposants critiques.

Abstract. — The weak localization of waves is formuiated in terms of coherent multiple scattering
theory, This leads, in the backscattering direction, to an enhancement of Lhe dilferential cross-section.
It manifests itsell macroscopically by the doubling of the backscatlering intensity in a harrow cone
of width ¢, = f}- . —6(?), where f(Q) is-the residence time around the incident direction, The cor-
rections to transport coefficients are then derived both in two and three dimensions in terms of ..
An g-cxpansion around the lower critical dimension d, = 2 is then performed and leads 1o a wave
localization threshold for d > 2 around which the critical behaviour is studied. Different kinds of
experimental situations leading to the observation of this backscattering cone and critical exponents
are then discussed.

1. Introduction.

The localization problem is now well-known to be an enormous and very dissymmetric hydra.
While its electrical aspect, i.e. localization in electronic systems concerns a great number of solid
state physicists, its non-electronic counterpart, for wave propugalion in disordered media has
been neglected until very recently. Most of theorctical predictions were fimited to transport
coefficients ol metals as magnetoresistance of impure metals, temperature dependence of electrical
conductivity, etc. The experimental confirmation of these predictions establishes the theory
of weak localization on a strong basis. However, il is legitimate (o ask if more direct observation
of this general phenomenon might be envisaged in the field of wave scattering in random media.
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Recent progress in the interpretation of the wedk localization phenomenon as a constructive
interference effect shows that it only depends on the wave nature of the excitation and neither on
quantum aspects nor on the nature of the statistics. To first order in 1//, where 1 is the wave
length and / the elastic mean free path, this interference effect leads to a large anisotropy of the
differential cross-section in the vicinity of the backscatterin g direction. We have found that inside
a cone with an aperture of the order 4//, the backscattered intensity is twice the value obtained
within the standard incoherent multiple scattering approximation. Moreover, the specificity of
this effect also appears in the power law time dependence of the backscattered echo from an
incident pulse instead of exponential relaxation for the incoherent wave. A direct consequence
of this constructive interference is the reduction of the radiation diffusion coefficient as in the case
of efectrons. This reduction can lead to a complete vanishing of the diffusion constant for 4 s
This conclusion is supported by a simple multiplicative renormalization group approach in
2 + ¢ dimension which produces the critical exponents near the threshold. F inally, the sensitivity
of the coherence effect to different dephasing processes is analysed, mainly those associated with
confined geometry and moving impurities.

In this Letter, we attempt to present the weak localization phenomenon of waves in 2 and
3 dimensions in a somewhat transparent way. Some of the results established here are well-known :
time-dependence of the response (echo) 1o an incident pulse [1], dephasing process due to impu-
rity motion [2]. However some of our results are new °

i) Critical cone for coherent backscattering ¢, = -:,l . U—(T@
of the backscattered wave and 1 the elastic relaxation times).

(where £ is the frequency bandwith

i) Preliminary results on the frequency threshold w* for localization of waves due to Rayleigh
scattering,

iii) Critical behaviour of diffusion constant near o*, and

iv) Dephasing effect associated with restricted geometry. We hope that this simple presen-
tation will motivate new experiments in these fields.

2. Incoherent and coherent multiple scattering : the factor 2 !

We consider the problem of the propagation of an incident plane wave in an inhomogeneous
medium with a density p of fixed impurities described by a linear wave equation. We assume that
these impurities act as pure elastic scatterers and that no absorption of the radiation results
from this scattering. This problem can be defined in terms of several characteristic lengths. First,
the wavelength 1 of the incident field, and second, the mean distance p~ /¢ between impurities
(d being the space dimensionality). In the fimit 1 < p~ ¥ the transport of the incoherent field
intensity through the medium can be described in terms of a Boltzmann-like equation leading
to the efastic mean free path /. Now the two characteristic lengths of the inhomogeneous medium
are 4 and /for an incident wave which are functions of the frequency w.

Let us define the quantity p(§, §) as the probabilily for the incoming field in direction § to be

scattered in direction §' (§ and & being unit vectors). Under stationarity conditions, p(§, §) is
given by

A ar 4 i & &
P(S,S)=‘a—|¢(sy§)]2 1
t
where o is the total scattering cross-section and ¢(§, §) the scattering amplitude. The expression

of p(8, §) can be derived from the vertex function associated to the two propagator correlation
function Clry, ry5r;,15) = (G¥ry, 1,) GA(r},13) >, G® and G* being respectively retarded
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and advanced Green functions of the free propagating field, or from its Fourier transform
Cp,p';9,9)0y:

P8, §) = C(kS, k§'; k8, k8 . (2)
There are two classes of diagrams for multiple scattering :

— The ladder diagrams (Fig. 1) which give the incoherent contribution py to the scattering
probability.

— The crossed diagrams (Fig. 1b) describing the coherent contribution p. to the probability.

Then, we have :

P, 3) = pl§ §) + pcl8 §). : (3)
F =3 B B
ﬁﬁ [ ag?ﬂ\a
{a} (b}
3P v F P F
«1 , U
oy -3 ply voi o

{e)

Fig 1. — (a) Ladder diagram for incoherent multiple scattering ; (b} crossed diagram for coherent multiple
scattering and (c) identity relation for crossed diagrams in terms of ladder diagrams.

By using the time reversal symmetry of the scattering potential of the impurities, the crossed
diagrams can be expressed at each order ol the multiple scattering expansion by the equality of
figure 1c. More precisely,

pcl§ §) = % [C(kS, k8 ; — k8, — k8) + C(— k8, — k8, k8, k8] . (4
Note thét for the special situation of backscattering, § = — 8§
Pe@ — 8 = ClkS, — k8; + k8, — k§) = p, (8 — §) (3)
and )
P& — 8 =2p8 - 8). (6)

Therefore, the total probability of backscattering p{3, — §) including coherent and incoherent
scattering is exactly twice the incoherent multiple scattcring probability. This resuit is well
known [1, 3] and our proof shows its full generality.

3. Cone of backscattering and coherence bandwith,

We have calculated the coherent backscattered intensity by the Bethe-Salpeter equation for
the maximally crossed diagrams and the detail of this calculation will be reported elsewhere [4].
Here, we want to establish the main results of the diagrammatic expansion in a very simple and
physical way following the presentation of G. Bergmann (1] for the weak localization : « time
of flight experiment with conduction electrons ». Let us assume first that the propagation in this
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very inhomogeneous medium is such thal the waves become depolarized rapidly over distances
of the order of the mean free path / The radiation fields will therefore be considered as scaiar
waves without polarization.

Assume that, at ¢ = 0, a pulse enters the medium with wave vector & = 2 w/A. The available
final states for the elastic incoherent multiple scattering are located in the spherical shell of radius &
and thickness {// The number of [inal states is given [or isotropic scattering described byl(d=2
or 3) by

24-—1m(cd~—1 % (7)

At time ¢ later, the wave field explores a volume of linear size (Do £)'7* where Dy, is the unper-
turbed diffusion coefficient. The smearing ol the wave vector Ak due to this confinement is given
by (Dg £)~ 2. The available states for the coherent buckscattering is therefore given by (Ak)?
from which we obtain the ratio of coherent backscatiering intensity over the total number of
scattered states surviving up to time ¢ :

N d 1 df2
247 E.Ekj)—l 1 = ()1 ) (%) t» ). 8

This result has been already established [1] for d = 2 : the long time tail of this echo originates
in the multiple scattering processes of the incoming wave field of the pulse for a time r, All possible
paths from + k to — k are taken into account in the infinite medium (for a restricted geometry
such as a slab, a typical cut-off in time would describe the limitation in the number of multiple
scattering events (see Sect. 5)). The classical analog of this result is the probability of return to the
origin at time ¢ which involves all possible loops of a free random walk.

From scattering wave theory we know that the real part of the Fourier transform of time
development of the echo is related to the two-frequency correlation function or equivalently to
the coherence bandwith [5] (broadening of a pulse due to the random medium). Let us call 6(02)
this Fourier transform where Q measures the frequency shift of the backscattered radiation.
For vanishing €, i.c. for Ot < 1, we obtain from equation (8) :

cte d =73
0,482) :

T — =
anT d=2

This result has a classical analog in the theory of the random motion of a particle. 8,(2) is the
residence time of the particle at the origin during a time interval of order 1/Q. In 3 dimensions,
the residence time of the particle at the origin is finite and of order 1 while, due to the recurrent
nature of the random walk in d = 2, it diverges although it explores all the space. Then, the
logarithmic divergence of #(z), which has been settied by various authors 6], is a signature of the
two-dimensional localization of waves. From equations {8} and (9) we have access to the spectral
relative intensity of coherent backscattering which is proportional to

AN 040Q)
(7) "T . (10)

This result has a direct implication for the differential cross-section. Let us call o, the incoherent
contribution to the differential cross-section in the direction of backscattering. We have previously
established that the intensity of coherent backscattering is twice the intensity of incoherent
backscattering. Then for the backscattering direction, the coherent differential cross-section o,
is just twice o; at each frequency. Expression (10) allows us to go beyond this property, since
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it gives the value of the total cross-section for backscaitering. It defines a cone in such a way

that :
PASEE/ N (o)
solid angle ecc ¥~ ! = (-[-) . —dg (11

where ¢*~ ! is the small angular aperture of the cone in d dimensions with ¢ the angle of the cone
in the direction of the backscattering defined in figure 2. From equation (11) one obtains the
characteristic angular aperture ¢, of the cone for the coherent backscattered intensity :

(12)

where a and b are numerical constants we identify below.

The main physical result is contained in the dimensionlcss ratio A// of the wavelength over the
elastic mean free path of the radiation. This result of a perturbative nature is valid not only for
Al < 1 but also, in 2 dimensions for A/l.In 1/t < 1. This condition limits the validity of this
formula to the low frequency range : it is precisely the range of validity of the perturbation theory
for the weak localization in 2 dimensions. We believe that the singularity at @ = 0is non-physical
and needs a scaiing treatment as developed in section 5 where, in the singular limit @ — 0, the
dimensionless ratio A/f is renormahzed and provides a term which suppresses the logarithmic
divergence.

Fig. 2. — Profile intensity in the backscattenng direction. ¢, = A/l is the Chdl‘aCtEI‘lSth angle of the cone
inside of which coherent intensity is backscattered.

4, Correction to the dilfusion coefficient.

It is well known in transport theory (7] that the mean free path can be directly deduced from the
differential cross-section a{¢) by the following formula :

—f

¥pf“(6i+ac)(1+cos¢)2nsin¢vd¢ d=3

(13)

] s
It

ZpJﬂ(0i+ac)(1+cos¢)d¢ d=2
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where 1 + cos ¢ is the geometrical term entering the transport theory due to the anisotropy of the
relaxation process. Actually it weighs on the backscattering by an extra factor 1 + cos ¢ =2
The additional contribution of the coherent backscattering will shorten the mean free path as
compared to the incoherent contribution. For an isotropic scattering where ¢y is independent of ¢,
this shortening of / is better described by the reduction of the diffusion coefficient from the incohe-
rent value D,

D = Dyl — ¢?) d=3

D 00(1 - gqﬁc) d=2 (14)

By comparing these expressions with exact results obtained by summing the infinite series of
maximally crossed diagrams {4] we idenlify the numerical constants @ = Ydrmand b = 1/d n

First it must be noticed that this diffusion coefficient is parametrized by the energy w through D,
and the ratio /I, As expected the contribution of the coherent backscattering reduces the diffusion
coefficient and consequently all the transport coefficients by a term proportional to the charac-
teristic angle .. Herc again, the validity of the present approximation of weak localization limits
the correction to small value of ¢_. But nevertheless the question of the vanishing diffusion
coelficient or equivalently the existence of an edge of localization for waves emerges from this
context. Additional assumptions are then necessary to establish such a localization threshold,
These are developed in the next section.

3. Renormalization-group treatment of the perturbation expansion-scaling.

The previous perturbation expansion of D shows how disorder modifies the diffusion coefficient
Dy. The form of the correction to D ford = 2 given by equations (12) and (14) can be rewritten as :

D= DOI:I + -:} ;n(ﬁz)J (15)
/A

It strongly suggests the possibility of a scaling theory based on one parameter only t, = A/f and
with a characteristic [requency cut-off A% = 1/z. This scaling behaviour can be obtained within
the usual one-parameter renormalization group trealment [8].

The divergenceind = 2 of the corrections to D at each order of perturbation [6] shows thatd =2
is the lower critical dimension for the problem of localization. It allows us to perform an z-
expansion in d = 2 + ¢ dimension. Consider the renormalization of the vertex I olt, 2} defined
by D = Dy I'y(t, @), according to

L) =z roeey. (16)

The correction to D to first order in ¢, is proportional to ¢4((1)¥2. Then, if we rescale the frequency
{2 according to £/, the coupling constant scales as A° t(A). This leads to the following relation
for the scaling variables :

{ro = A" ZY(A) {A)
Q = A2 Z(4) Q(A) (17

The identification of both the standard 1/e expansion of Z and [ o to first order in 1/g gives ;

Z(t)=1+2n~£~- (18)
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Then the low frequency behaviour of D() is obtained by taking the limit A — co, where the
scale invariance of the renormalized vertex I' leads to the [ollowing renormalization group
equation for [y :

[A(Q)a% O o - ri(t)} ry=0 (19)
with : |
aQ ot dinZ”

A{Q) = I BO) = 21— and 1) = —g (20)

Studying the critical behaviour of D when Q — 0 is equivalent to study that of #(A) in the same
fimit A — co. Now, we have :

aan)'l @1

) = Et(l + Jln¢

and with the aid of equation (18} : (¢} = t(& — 2 n1).

Then, for d > 2, the trivial fixed point t = 0 exchanges its stability with the non-trivial soiution
t* = ¢/2 n which is stable for 4 —+ oo as shown in figure 3. This fixed point corresponds to a
mobility edge for d > 2 in the spectrum parametrized by w between delocalized modes at low
energies and localized modes for @ > w* where f(w*) = * An equivalent result has been obtai-
ned [9] by means of a mapping of the localization problem to a non-linear o-model.

The renormalization group equation (19) allows us to oblain the frequency dependence of D
at the critical point w* We then have

AQ ) =Q@2 + 1) and n(t*) = — 22)
Bit)
d>2
Nn«0 L

t

g \
d=2

Fig. 3. — Plot of B{t) vs. t ford > 2 and d = 2. B(t) represents the variation of the coupling constant t = A/!
with the frequency scale and ¢* the fixed point corresponding to the localization transition.

and the resolution of equation (19) gives :

D(Q,w*) ~ D, Q4 23
a—0
and
D{0, w)y ~ lw*—w}“" (24)

which confirms the vanishing of D at w* for 2 — 0 and gives the behaviour of D at zero frequency
near the localization threshold. It is then possible to derive a complete scaling theory for the
Anderson transition {10] for wave propagation in a random medium, without knowing the under-
lying field theory.
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6. Discussion and conclusion.

There are two main results in this study. First, the characteristic angles ¢, in equation {12) of the
spectral intensity cone of backscattering are obtained in 2 and 3 dimensions, in terms of the ratios
A/l and 0(Q)/z. Second the appearance of a threshold of localization as well as the critical beha-
viour of diffusion coefficient around the critical point are discussed by a direct scaling argument.

The possible existence of this cone would be a direct confirmation of the concepts of weak
localization and calls for new experiments. In view of measurements we must discuss various
phase breaking processes for coherent backscattered radiation. To any kind of dephasing process
we can associate a characteristic cut-off time t, beyond which the contribution of the multipie
scattering path to the coherent backscattering vanishes. This is well known for electrons where the
inelastic scattering time introduces a natural cut-off to the correction of electrical conductivity.
The general method for handling . in the theory is to cut-ofl time development of the echo above
7. In the limit of very low frequency Qv < 1, the dephasing correction is simply evaluated for

T, » T
a%(l—vﬁ) d=73
T ) (25)

blnZe d=2
T

s

i

it

bq

In 2 dimensions the divergence for & - 0 is indeed suppressed : 17! is the lower cut-off frequency
for scaling invariance. In 3 dimensions three types of dephasing processes could be encountered
for weak localization of waves : absorption with a characteristic time t,, impurity motion for
which 7, = 7, is the time of motion of the impurity over a distance A, and finally finite geometry
effect. The correction ©, has already [2] been discussed : it is weak since it involves the ratio of
the impurity average velocity over the velocity of light or sound (for ultrasound this correction
could be sizeable). More precisely, we {ind

"3 (26)

for a dilute gas of impurities with velocity »;, while for Brownian motion (diffusion coefficient D)
the correction is still weaker : v, = A*/D,. The case of impurities imbedded in a slab of thickness p
can be simply treated if the incoming wave from the left is totally transmitted outside on the right.
In this case the cut-off time 7, is just the time for the radiation to diffuse up to a length scale of
order

2
~op, o B (27

T % f5)

c

The finite geometry correction at d = 3 is therefore (z/1,)'/? = I/p, i.e. the ratio of / over .

The problem of localization threshold descrves to be discussed in the context of the Rayleigh
scattering 5] of electromagnetic waves. From a standard formula for the Rayleigh mean free
path {w) = @ * we defineind = 3 :

3
-2

2{3
Wy = 16" AR S —,1
\ 3 i a e +2

with

¥
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where a is the radius of spherical particles of relative dielectric constant ¢, {involving the condition
of validity : 4 » a). The frequency threshold * is given at d = 3 by the extrapolated expression
(21)for2 + & = 3. From this relation we obtain a threshold @* = 0.54 wg. A very similar result [4]
can be obtained for sound waves with Klemens scattering on mass impurities : w* = 0.54 0y
where ¢ = 0.14 6,*? w,,.

The approach of the threshold should correspond in both cases to situation of very dense
concentration of defects :  a® — 1 for fight and each atom considered as mass defect for phonons.
The realization or observation of such situations would produce blackhole for high frequency
waves since no intensity could emerge from such dirty medium despite the fact that no absorption
occurs in the scattering on impurities. -
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CHAPITRE VIII

EFFET COHERENT DANS LA DIFFUSION MULTIPLE DE LA LUMIERE
DANS UN MILIEU SEMI-INFINI
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I -~ INTRODUCTION

Dans un milieu désordomnnéd, les chemins de diffusion associés
2 1'onde peuvent interférer pour donmer lieu i une forte anisotropile
de la section efficace différentielle., Celle—ci induit des corrections
importantes des coefficients de transport pouvant &ventuellement diver-
ger (d = 2). Une autre manifestation de ces effets de cohérence doit
atre visible sur la dépendance angulaire de 1'intensité& ré&fléchie par
un milieu semi-infini désordonné &clairé par ume lumi&re monochromati-
que cohdrente et parall@le. Cet effet macroscopique constitue alors la
oreuve indiscutable de l'existence de ces effets cohérents et par-id

maéme de la localisation faible.

Le cBne de rétrodiffusion cohérente a &té récemment mis en
évidence expérimentalement(U , et notre ambition dans ce chapitre est
d'expliquer ws caractéristiques 3 la fols qualitativement et quantita-
tivement. Dans ce but, nous développerons au cours de ce chapitre
plusieurs parties. La premidre consistera 3 &tablir une formule phéno-
ménologique pour le profil d'intensité réfléchie en inmsistant sur le
sens physique de ses différents ingrédients. Celle-ci sera utilisée
pour caractdriser compldtement le comportement de 1'albedo statiommaire
observée expérimentalement ainsi que pour prédire le comportement dyna-
mique , les effetsg dus 3 1'absorption et & la modulation de
la lumidre incidente. Dans une seconde partie, on &tablira 1'expression
de 1'albede a en se  basant sur les
mécanismes de collision multiple de 1'onde plane sur les centres diffu-
seurs. Ce calcul microscopique nous permettra alors de développer o en
fonction de l'ordre n de la diffusion, et domc d'étudier la
contribution 4 o des différents chemins de diffusion. Enfin dans les
deux derni3res parties, nous verrons comment est modifiée ¢ dans le cas

d'une lumidre se propageant dams un milieu fractal ainsi que l'influence

des effets de polarisation de la lumiére incidente.
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IT -~ EXPRESSION PHENOMENOLOGIQUE DE L'ALBEDO

Nous nous plagons ici dans le cas de figure décrit dans le
chapitre (VII), c'est-3-dire que l'on considére le cas d'une onde
plane se propageant dams un milieu désordonné caractérisé par une
densité finie p de centres diffuseurs €lastiques fixes. Nous suppose-
rons de méme que 1'onde est scalaire, c'est-a-dire que pour l'instant
nous laissons de coté les effets dus a4 la polarisation de la lumiare. Nous
supposerons en outre que les seuls processus d'interférence présents
sont ceux décrits dans le chapitre VII entre un chemin de diffusion et
son homologue renversé dans le temps. Nous pouvons donc &valuer ces
effets et utiliser pour le transfert de 1'intensité lumineuse la
théorie classique du transfert radiatif. A des distances suffisamment
grandes de 1l'interface (i.e. grandes devant le libre parcours moyen

(2}

€lastique 1), 1'&quation de transport se r&duit simplement i une

- . . . e - .
equation de diffusion avec une constante D = 3~ oU c est la vitesse
de la lumidre dans le milieu moyen. Dans le cadre de cette approxima-

tion, on peut alors &crire pour l'albedo a(ki,kf) 1lTexpression :

-~ -z/u 2 ot
ol ko) = — je ° U+ cos(q. (F-TNPE, T e ? /ug’dzdz’dg dt
4

(VIII.1)
o est ici définie comme le rapport du fiux 4' energle lumineuse &mergeant
par unité d'angle solide d autour de la dlrectlon kf et du flux d'énergie
incident sur le milieu le long de la direction k Comme cela est repré-
sente sur la figure (VIII.l), y et M, sont les cosinus directeurs de if
et k le long de 1'axe 0z tandis que p représente la projection de
(r—r ) sur le plan de 1'interface. L' expression (VIII.1) a &té obtenue
de la manidre suivante :

—z/u 2 dzI ,

a) e T d'r dt représente la fraction de 1'{intensité 1nc1dente

ayant subi sa premidre collision dans le volume Elémentaire d rdz pendant

L'intervalle de temps dt,
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b) L'intensité lumineuse diffuse dans le milieu avec la loi de
probabilité P de telle sorte qu'une fraction PEr’ de 1l'intensité lumi-
neuse se trouve i l'instant t dans le volume d3r'.

dz' do

c) En ce point, seule une partie c = i du flux est diffusée dans

1'angle solide di autour de la direction kg

-z'/ue

d) Finalement, une portion e du flux émerge du systdme sans avoir

subi de nouvelles collisions.

Enfin, le facteur 1| + cos(a.(;;?')) rend compte de l'effetr d'interféd-
rence entre les chemins de diffusion précédemment décrit ; ot E est

le vecteur d'onde de tranmsfert E = ii + if. Il faut noter dans 1'expres—
sion (VIIL.l) que nous avons négligé certains effets d'interfdrence.
Plus précisément, nous n'avons pas tenu compte de la modification de la
constante de diffusion due & 1'effet d'interférence pour des boucles
fermées donnant lieu 3 la correction de localisation faible que mnous
avons développEe dans le chapitre VII. La correction relative i D est

de 1'ordre de (%)2 pour un milieu tridimensionnel infini. Ici, 3 cause
de la présence de l'interface, cette correction doit &tre modifiée

(i.e. doit &tre différente pour les chemins de diffusion touchant ou
non 1'interface). N&anmoins, celle-ci doit rester petite tant que

A« &, ou de fagon &quivalente tant que 1'ouverture angulaire du cdne
est petite ce qui est le cas expérimentalement. Nous ne tiendrons donc
pas compte de la correction et nous garderons D = %? . Remarquons
cependant que pour traiter 1'approche i la transition de localisation

ou le probléme bidimensionnel, une telle approximation n'est pas justifiée,

Afin d'évaluer a(ki, kf) donnée par (VIII.l), il nous faut
avoir maintenant une expression de P(?,?’ ;t), c’est~d-dire de la pro-
babilit& associée & une marche au hasard entre T et ©' pendant le
temps t ne traversant jamais 1'interface, puisque celui-ci représente
un plan piége pour la lumiZre &mergente. Cette condition aux limites
s'exprime en annulant la probabilité& P sur le plan z = - z s oil z  est
de 1l'ordre du libre parcours moyen &lastique §, et peut-8tre évalud
exactement dans le cas stationnaire et pour des centres diffuseurs

onctueis, z = 0,7104,..9% ar comparaison avec la solution exacte
p ] o 3 L] p p
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stationnaire de 1'équation de transfert radiatif pour une source ponc-
3 . . ..
tuelle( ). Cette valeur de z  sera donc particuliérement appropriée au
calcul de 1'albedo stationnaire. Néanmoins, pour discuter au moins
qualitativement le comportement temporel, nous supposerons que z = 0,71 &
représente ume bonne approximation pour le calcul de P(?,;' ; t) que
nous prendrons alors sous la forme :
2 ' 2 (z+z'+2z )2
S G 2 S A
1 4Dt 4Dt 4Dt
377 © d e - e ]
(47Dt) '

(VILI.2)

Dans cette relation, 1'invariance par translation du milieu moyen
suivant les directions x et y impose que P ne dépende que de p = |?—?"i,
tandis que les termes entre crochet et particulilrement le terme image
imposent que seuls les chemins ne coupant pas 1'interface solent sélec—

tionnés dans le calcul de P.

A, Albedo dépendant du temps.

Le caleul de w(t) est intdressant d'une part par la compré-
hension qu'il nous permet d'avoir du phénomdne d'interfdrence mais aussi
parce que c'est une quantit@ qui peut en principe &tre mesurée, en Etu-
diant la réponse 3 une impulsion. a(t) représente alors la dépendance
angulaire de 1'&cho d&tect@ aprds un temps t compté & partir du moment
ot 1'impulsion est entrde dans le systEme. Dans la limite d'une inci-
dence normale (po = 1) et d'une Emergence quasi-normale (u = 1) valable
dans 1'approximation des petits angles, on peut &crire la partie cohé-

rente ac(e,t) de l'albedo sous-la forme

2
1
(z+z +220)

12 - !
uc<e,t) R [ exp(~ 55-5—16 - exp(- e z/% e 2 /gdzdz'
4t 2/ Dt 4Dt 4Dt
ik .o 2
-p -
) dZD . 1 . exp (~p J4nt) (VIII.3)

4Dt

-~ -~

> . s a:
ot k| est lacomposante de k,+k; parall&le i 1'interface, c'est~a-dire

ko= %g sin-g . On voit donc sur (VIII.3) que la dépendance angulaire de
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o, (6,t) ne dépend que de 1'intégration sur p et est donnée par la
gaussienne exp(-Dt k ). Le terme en facteur de cette gaussienne est
déterminé par 1' 1ntegrale sur 2z et z'., Dans la limite des temps longs,

i.e. pour vDt » ¢ , on obtient

A . (zo+£)2 -Dtgf
o (8,tYy = . e (VIII.4)
¢ 8W3/2 (Dt)3/2
{8,t) —Dtk2
% A0 L
ou encore =@ .
(8,5

Les principales caract&ristiques donndes par (VIII.4) sont :

a) A un temps t donné, 1'écho réfléchi est d'amplitude renforcée 3z
A

2m/Tt

1"intérieur d'un cbne d'ouverture angulaire 9. % Ceci est

une cous&quence du fait que la taille typique

transverse d'un chemin de diffusion de longueur ct est /Dt.

b) L'amplitude a (t) de la partie incoh&rente de 1'&cho (a (t) = ac(o,t))

est proportlonnelle & la probabilité de traverser le plan =z O au

._3/

temps t et décrolt comme t . Ce résultat est vrali i toute dimension

supérieure ou &gale 3 2.

¢) La relation (VIIY.4) nous donne aussi le compor tement de o, (8,t) en

fonction du temps.

On constate que pour des temps t < tc(eo) oi t (8 ) = -El—~— . les

. , . . ¥
chemins de diffusion sont cohérents entre eux et L l(ec)

3/2. Cela signifie que pour une

1'écho réfléchi décroit alors comme ( )
valeur donnée § o’ la diffusion des fluctuations d'intensité est cohérente
pour les chemlns d'extension #ﬁEk:/ﬁE“TE“' Pour t > £, (e ), on n' a

Plus accés i 1l'effet d'interférence et

—t/tc

e
Otc(B,t)ﬁ '—37—2— .

t
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B. Albedo stationnaire.

Calculons maintenant l'albedo pour un flux incident station-
naire, correspondant & la situation expérimentale. Pour cela, nous
allons sommer ac(e,t) donné par la relation (VIII.3) sur le temps,
c'est-a~dire additionner les différentes contributions gaussiennes
pondérées par leur amplituderrespective. Remarquons déjd i ce niveau
que 1'int&grale sur le temps de la formule asymptotique (VIII.&)

donnée par
o

de *Dkft
t372 ©
, (2 +0)*

se comporte comme ZE«—E—f—— {1 - (klz)) dans la limite k_L tendant vers 0.
Par conséquent, la penté& du signal coh&rent tend vers une constante aux
petits angles. Cette propriété est due essentiellement au comportement
diffusif (mt"3/2) aux grands temps. Pour obtenir la relation précise
donnant ¢(6), revenons & 1'intégrale de (VIII.3). Pour faciliter le

calcul, nous alloms utiliser la transformée de Fourier de P :

3 i Ty R k.
P(?,?';t) E‘j%%'J d7q L ift 1 5 [elq.(r r )_elq.(r r )] (VIII.5)
' (21) ~iQ+Dq
ot t'° = (%', - 2z0*z'). Comme précédemment, l'intégrale sur p dans

(VIII.3) sélectiomne comme seules composantes de E paralldles & l'inter-
face, celles Egales & KL de telle sorte que l'albedo dépende de 1'inté-

grale 1

. % s .
qu 1 [elq(z z") . iq(z+z +220)

-k Lz—z'[ =k, (z+z'+2z )
TN A e T °" ] (VIII.6)

-z/u0£ -z'/us

=)

L'intégrale de (VIIL.6) pondérée par = , sur z et z'

4ot

donne finalement :
Hil -2k z uu
_ 3 o -1 -1 1% )
Q‘-coh(e) = g'TT—,Q, . —kI . (1+UkL,QJ) . (1+}Jokl9;) Al-e + 21(19., ]-J+UO )] (VIII.7)
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ol on a utilisé la relation DT = %2/3. Dans 1'hypothise faite précé-

demment des petits angles (u = Ho 1} on obtient finalement

—EKLZ
3 l [1+ 178 ] (VIII.8)
o, 8y = — . F—— .
coh 8 (l+k12)2 312
3 220
Par consé&quent, %ne = %on 8 =0) = e (1 + —ETO (VIII.9).

Dans les deux régimes asymptotiques uc(e) se réduit 3 :

i) limite des petits angles : ?LQ < 1

; @)’ )
ac(a) T %ne T G “_-“EE_—.' AE
) (2 + 20)2
= %ine (-2 2+ 220 kl>
ii)  limite des grands angles : kle» 1

3 1
“%® =5

(5 07
Ces résultats sont 3 comparer avec la formule approchée de a, obtenue
en faisant 1'approximation z = z' = § dans la relation (VIII.6) qui
conduit &
app :_ 3 1 - eZkl(zo "y
o, (8) = B kiz (VIII.1O0)

avec comme limites asymptotiques :

: app ~ 3PP L+ z
i) o {9 =~ q _ o ,
c ine (1 — ELE) kig « 1
i) P 2 L kL o>
e 1 kLi L

La pente absolue de uipp(e) ast donc identique 3 celle de uc(e), ce
qui s'explique aisdment, puisque celle-ci est donnde par les chemins de

diffusion les plus longs pour lesquels 1'approximation z = z' = ¢ dans



P(r,r';t) est correcte. Par contre, le poids des petites boucles de
3 2 p p

diffusion est surestimé dans cette approximation. Cela explique la
app
e

cause de cette différence, la pente exacte de uc(e) (par rapport i

différence entre les valeurs o et a obtenues asymptotiquement. A
uQ(O)) qui est une quantit& ais@ment mesurable, est plus grande que
celle obtenue de manire approchée, d'un facteur Qz0+2im220+2) = 1.45.
Cette extrdme sensibilité de la pente relative 3 la contributicn des
petites boucles montre combien les ré&sultats obtenus sont s&vErement

limit&s par la validité de l'approximation de diffusionm.
P PP

Afin de comparer aux ré@sultats expérimentaux, &crivons la
formule complZte donnant 1'albedo :
- 4
Zky 0

3 2z | 1 ] - e
als) = 3 [1 + + (1 + - )] (VIII.11)

Poasgn? 1

obtenue en sommant les contributions coh&rentes et inccohé&rentes. Il faut
noter gue cette relation n'est en principe valable gque pour une diffu-
sion isotrope.Pour rendre compte des résultats expérimentaux, pour
lesqueis les collisions sont anisotropes, il faut remplacer dans (VIIL.il)
le libre parcours moyen élastique ¢ par le libre parcours meyen de trans-
port gx, obtenu en divisant ¢ par la valeur moyenne de (1 - cos w) ol w
est 1'ouverture du cdne d'anisotropie pour une bille de latex. Sur la
figure (VIII.Z), nous avons comparé ia forme de raie expé8rimentale
avec celle prédite par la relatiom (VIII.l1) convolude avec le profil
instrumental mesuré indépendamment. Il est 3 noter que pour cela aucun
paramétre ajustable n'a 8té utilisé, ' ayant aussi &t& mesuré indépen-
damment. Compte tenu de l'approximation que représente 1'équation de

diffusion,l'accord est remarquable.

C. Effets de la fréquence ou de 1l'absorption.

Afin de tester la validité de 1l'image de diffusion précédem-—
ment développée, nous alloms maintenant en Studier deux autres conséquences,
La premidre représente la contrepartie de 1'expérience d'impulsion décrite
dans le paragraphe (VIII.II.A). En effet, au lieu de suivre la répomse &

une impulsion, il est aussi possible de moduler la lumiZre incidente et
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de mesurer la dépendance angulaire de la composante modulge de 1'albedo:
a(8,0) ol Q représente la fréquence de modulation. A cause de la linga-
rité de 1'équation de diffusion par rapport au temps, et du fait que le
facteur cos(ﬁl.g) est purement géométrique, o(8,Q) n'est autre que la
transformée de Fourier & la fréquence @ de 1'&cho «(8, t).On obtient
ainsi :7 -

i -2/ L -z'/ug N

a(8,8) = 7— sz dz' a%p e e P(F,2'0) (1+cos (K, .))  (VIII.12)

ol P(?,?';Q) est obtenue 3 partir de (VIII.2), de telle sorte que

2 _ 0 _ .2
K -tp=hk
ot £ = v D/G est la longueur de diffusion & la fréquence {} . Dans la

0.(0,0) est formellement obtenue par la substitution kf-++ -ig'z
limite ki E» 1, la réponse cohérente modulee est identique i la formule
stationnaire obtenue 3 fréquence nulle. Dans la limite k£« 1, le

module de l'albedo cohérente est :

VT

(z0+sz,)2— (klé;)2 TE (zo+5l)2] (VIII.13)

zZ

3
iucoh(e,ﬁ)l ) [(220+2) T E

Donc, acoh(o,ﬂ) est inférieured ucoh(0,0) d'une quantité de 1'ordre
de 1/5 (i1 faut noter cependant que l'on a toujours ucoh(O,Q) = uinc(O,Q)).
Par conséquent, le comportement lindaire aux petits angles disparalt au
profit d'un comportement parabolique comme cela est représenté@ sur la
figure (VIII. 3. Ce comportement s'explique ais@ment par le fait que les
processus cohérents sont brouillés pour les chemins de diffusion d'exten-
sion supérieure & £. Seuls les chemins d'extemsion inférieure 2 VDI = &
vont contribuer & acoh(e,ﬁ) et & ainc(ﬂ), ce qui expligue pourquei la
relation acohce =0, Q) = ainc(ﬂ) est maintenue. Donc pour un angle 8
donné, la partie cohérente du signal est comme préc@demment d&terminée
par les cheminsg de longueur inférieure 3 A/6% et done ucoh(e,ﬂ) = acoh(e,ﬂ=0)
pour les angles supérieurs & A\/£ (i.e. pour k, g %« 1), Pour des valeurs
plus petites de 1l'angle, plus aucun chemin de diffusion ne contribue &
acoh(e,ﬂ) et on obtient :
2 2o 1 %o ~ '
o, (0:02) = 3+ TL")' [1 - E (1+ - VETEL (VIII.14)

A ce stade de la discussion, je voudrais donner quelques

ordres de grandeur relatifs 4 1'observation de 1'effet en fréquence ou
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Fig. VIT1.3 : Forme du cine de aétrodiffusion cohérente conres pon-
dant @ une modulation de fa fumilre incidente.
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en temps discutés ci-dessus. Sur les résultats expérimentaux obtenus
pour 1'albedo statiomnaire, 1'ouverture angulaire du cbne cohérent est
de 1l'ordre de 10 mrad, correspondant 3 un libre parcours moyen de trans=
port d'environ 30 wm. La r&solution angulaire typique &tant de 1l'ordre
du mrad, les effets damwondissement du pic décrits précédemment ne
pourront &tre observables que pour des temps inférieurs 4 10 ps ou des
fréquences de modulation supérieures 2 1011 Hz. De telles valeurs
représentent une réelle difficulté expérimentale pour voir l'effet qui
n'existerait pas si on employait par exemple & la place de 1l'optique

des ondes acoustiques ou des microoundes.

Une alternative supplémentaire, si on est intéressé par une
"spectroscopie" des boucles de diffusion cohérentes, consiste & Etudier
les effets d'absorption plutdt que les effets en temps ou en fréquence.
La présence d'absorption dans le milieu se traduit par 1'existence d'un
temps caractéristique T associé A la relaxation de 1'énergie, c'est—a-
dire en particulier & la perte de cohérence de phase. L'albedo est
alors donnée par :

O

-t/r.
o = alt) e iode (VIII.15)

abs T
o

ofi a(t) est 1'albedo dépendant du temps donnée par la relation (VITI.3).
La partie cohérente de 1'albedo, dc(Ti,e) ast alors obtenue en
remplagant formellement - 1iQ par 1/Ti dans 1'expression (VIIL.I3) de
uc(e,ﬂ). 1a forme de raie est alors identique 3 celle obtenue pour
ac(e,ﬂ) mais ol 1'angle caractéristique 65 = A/27E est ici remplacé
par ei = A/ZW/EE; . Par conséquent, on retrouve les comportements
suilvants :

(8)

. abs _
i) pour & » 6., a @) = o,
ii) pour 8 « 8y la forme de mi:;(e) devient parabolique et non plus

linéaire.

Ce comportement a bien entendu la méme origine physique que pour le
probléme & fréquence non nulle, c'est-a-dire qu'i cause de l'absorption,
tous les chemins de diffusion de longueur développée inférieure & %5
contribuent & la partie cohérente de l'albedc mals pas ceux correspondant

3 des angles inférieurs & A/2m Lo .-
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ITI - DEMONSTRATION MICROSCOPIQUE DE L'EXPRESSION DE L'ALBEDO

Je voudrais dans cette partie donner une démonstration de
1'expression heuristique de a{®, t) basée sur des arguments microsco-
piques, c'est-id—dire 4 partir des collisions &él&mentaires subies par

une onde plane incidente.

Introduisons les deux quantit8s fondamentales qui vont
décrire les propriét&s macroscopiques de l'onde dans le milieu désor-
donné. Tout d'abord, la valeur moyenne < c(r,2') > du propagateur qui
dans une approximation de champ moyen, donne 1'amplitude de l'onde au
point £' en réponse & une source placée au point f. La fonction de

- = e - - .
Green G(r ,r') obéit i 1'&quation du mouvement :

2

[V% Fx2 2 vED] @R = 5G-TH (VIII.16)

. .2 ~ - . : . .
ol k” représente l'énergie du mode et V le potentiel effectif de diffu-
sion df aux impuret@s, Afin de dEcrire les propriétés de transport dans
le milieu désordonné, introduisons maintenant la fonctlion de corrélation

des deux propagateurs

> > .—>-1 >y ~ R—~>» = A-}-' +p
Gz(rl,rz,r 1oT 2) =< G (rl,rZ)G (r 1oF 2) > (VI1I.17)

~ R A - . . -
ol G~ et G représentent respectivement les fonctions de Green avancée

et retardée, solution de 1'équation (VIII.18). A partir de G., on

2
définit la probabilité@ pour que l'intensité du champ incident le long

de la direction §0 soit diffusfe le long de la direction § par

p(8_, 8) = G,(k8_, k8 ; k§_, k) (VIIT.18)

oll Gz(;,g' s E,E') est la transformée de Fourier de G2(¥1,?2;?'1,?'2).

Les deux quantité@s <G> et Gy obéissent respectivement aux &quations de

Dyson et Bethe-Salpeter domnnéespar




- 146 -

CCT=C oM< . (VIII.19)

G, =< GR ><GA >+ < GR>< GA>F G

) 5 (VIII.20)

L'opérateur M dans la relation (VIIL.19) est L'opérateur de "masse" qui
renormalise le propagateur libre et permet de d&finir une solution du

type champ moyen 4 l'Equation de Dyson :

ik ]?—?'[
< G(r,t") » = i — e eff (VIII.21)
Frrlr-r' |
< _ M(k) - . - .
ol keff =k - =y Par conséquent, le libre parcours moyen 2lastique
ou longueur d'extinction est défini par : E7%T = - Im M(k)wet est
donnée par umne expression du type Rayleigh . Llw) = Alw) (55)3 ol Wy

est une fréquence caractéristique qui dépend de la nature de 1'onde
(Electromagnétique,&lastique...). Il est d'autre part important de
noter que 1'8quation (VIII.19) n'est pas ume 8quation de transport et
que par conséquent, %{w) n'est pas le libre parcours moyen de transport,
mais décrit seulement les propri&tés de collision du milieu désordonmnd

moyen,

Etudions alors 1'équation de Bethe-Salpeter (VIII.Z0). C'est
1'8quivalent & 1'échelle microscopique de 1'&quation de transport de
Boitzman ou équation de tranmsfert radiatif habituellement utilisSe dans
les mod&les phénoménologiques macroscopiques. Dans cette &quation, T
représente la somme de tous les diagrammes obtenus lors de 1'interaction
de 1'onde plane avec les diffuseurs. Il est de plus possible de
montrer que la probabilité domnée par la transformée de Fourier (VIII.18)

peut s'écrire sous la forme :

p(k8 ,k&;45,0) = <GA(k§ ,m)><GR(k§,m+Q)> [6. . + T U (ks ,ﬁl,Q) .
0 o 8,8 e o
1

. p(ﬁl,kﬁ;m;ﬂ) (VIII.22)

> . . . -
ol U(kéo,kl,ﬂ) est la somme de tous les diagrammes irréductibles repré-
sentés sur la figure (VIII.4). La solution & 1'approximation du prermier

ordre de 1'équation de Bethe-Salpeter (VIII.22) est :
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p(kS_,kBi 0, = <GP(ks_,uw)>< ¢F(ks,wr0)> S g
2 o :

A R, s La A R«
* <GS w)><G (K8, wrar>U kS ke, 0)<C (k8 _,w)><G (k8,u+q)> (VIIT.23)

et la contribution U des diagrammes irréductibles est obtenue en sommant
tous les diagrammes en &ventail. La somme est celle d'une série géométrique

et peut-8tre finalement exprimée par

l 1

U(k(3+3) = q4,0,0) = . 5 (VIII.24)
4m3{w)t(w) ~-i0 + D g
2
ok D = 37 est la constante de diffusion de 1'intensité dans le syatéme,

L'expression (VIII.24) pour U est la signature de 1'existence 4 'un
processus de diffusion dépendant du temps régissant la propagation de
l'intensité, Néanmoins, 1'expression du pble de diffusion dans (VIII.24)
suscite les remarques suivantes. Tout d'abord, il a &té obtenu en
sommant la sé€rie infinie des collisions moyernnde sur le désordre. De
plus, le comportement diffusif de l'intensité n'est qu'un régime
asymptotique valable dans la limite macroscopique ou hydrodynamique

it « 1 et q& <« . Dans cette limite, c'est une généralisation de

1'équation de transport en régime transitoire.

, > . >y oa ‘o e ae s . . .
Expression de Gz(r, 8§ ; r',8,0) dans un milieu infini fridimensionnel
T

Les caleuls ci-dessus nous permettent d'obtenir par 1'inter—
médiaire de 1'équation de Bethe-Salpeter une expression de la probabi-
lité p(k@o, k8§ ;w,0). Retournons pour cela 3 1'équation (VIII.Z20) de
départ pour la fonction de corrélation de 1'intensité GZ(?I’;Z;?'I’?TZ)'
Afin de comprendre la nature d'une séquence donnée de collisions,
concentrons-nous sur un €vénement typique 3 deux collisions caractérisé
par
Q= <GR(¥1,¥)><GA(;£,% )>T <GR(?,?')><GA(?,§’)>F GR(?’,?2)><GA(?',?§)>

(VIII.25)
La contribution & G, de la relation (VIII.25) est donnée par la somme

- -
sur r et r'
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Q = der SdBr'<GR(?1-?)>< GA(¥1—;)> F(k§r
. <G E-T)s< PE-Es T (s KB, 5Ky, K8, 1) .

<GR(?'—¥2)>< GA(g‘—¥é)>

Afin de simplifier le terme de collision ci-dessus, introduisons les

guantités
- R.,» -+ A > P
Fo(r,é;r',é') = <G (z-r")>< G {r-r')> §(8-8")s(8 - — )
B
et T(T,8;1',8%) = S(E-F')T(k3,k3';ks,k8") (VIII.27)

On peut maintenant &crire 1'équation de Bethe-Salpeter sous la forme :

G2 =F +F tF +F tF 7tF + ... (VIIT.28)
e! o o oo o
Le premier terme F représente la propagation libre sans aucune collisien

sur les. impuretés.

> > . . . —
Le transport de r & r' est le produit de deux conmtributions distinctes.
Tout d'abord, les deux termes Fo représentent la probabilité pour les
ondes incidentes et réfléchies de se propager librement, c'est-d-dire
- - . - - .

sans collision de r & r et de r, & r' respectivement le long des

t8="7
e 2
P - .. > >
tion de tous les termes repré&sentant les collislons entre retr

. . - = - > - - - . . .
directions 8 = r-r./|r-r -t"/ir.-Tt'l. Puis vient la contribu-
o 1 2

2!
prenant en compte tous les diagrammes ré&ductibles et irr&ductibles. Si T

est 1'opérateur qui déecrit cette contribution, alors onm a :
S o LT o - 3 3 > > T 2
Gz(r,so,r ,8,0) Jd rljd rzFO(r rl)r(rl,rz,Q)Fo(r rz) (VIII.28)

ot on a omis dans G, les contributions associes & la propagation libre

et aux événements 3 une collisiom.




- 149 -

Contribution des processus cohérents et incohdrents :

L'opérateur [ décrivant les collisions entre les points ?1
et gz est la somme de deux classes de diagrammes, qui peuvent &tre
sommées comme des séries gfométriques pour donner un pBle de diffusion
comme dans la relation (VIII.24) reflétant la nature diffusive de la
propagation de 1'intensité 3 travers le milieu. Ces deux classes de
diagrammes sont données par les diagrammes en &chelle et par les
diagrammes en &ventail. Cette dernidre classe a d'ailleurs &té &tudide
précédemment afin d'é&valuer la contribution irréductible U &

p(kéo, k8;w0,2) . Par conséquent, la fonction de corrélation G2 peut atre
divisée en deux parties, chacune &tant associée & une classe de dia-
grammes. Appelons GéL)(§0,§) la partie due aux diagrammes en &chelle et

GéF)(ﬁo,é) celle associde aux diagrammes en &ventail de telle sorte que

5, (8, &) = GZ(L)(§, 8 ) + GZ(F)(§, 5) (VITI.29)

Grédce 3 l'invarianece par translation du milieu moyen,

GéL)(é,éo) peut 2tre obtenu 3 partir de la transformée de Fourier

e 3 3 _-("_**") * -(+;_+,) >4 =N u+1++1
dﬁmphqﬂf)=Jdrjdr'eJ'Pq'relp )7 pF e gy plra

3 ) 3 5 2
(VIII.30)
ot E = E = k§o.et E’ = E' = k§. On obtient donc ;
L) s sy L o ia i aa
GZ (8, SO) = de(kso, ks kso, k&) (VIII.3D)
(L) o+ a2y _ U
et G2 (r,8;r ,so) = A(r,8; 1 38

Utiliscns maintenant 1l'invariance par renversement du temps et 1'iso-
tropie du potentiel de collision sur les impuret&s afin d'exprimer &
chaque ordre du développement en diffusion multiple 1'égalitéd représentée
sur la figure (VIIIL.5) entre les diagrammes croisds et en &chelle pour
obtenir finalement :

i

(F)A... - -~ A _1a _L=a LA _LA LA A
G, (s,so) = Lt(kso,ks, kg, kso)+dt( k8, kso,kso,ks)] (VIII.32)

[

et avec 1'aide de la relation (VIII.30), on obtient :
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. -~ ~ + . -~ -~ +
—1k(s+so).r ik(§+8 ).’

Gz(F)(ﬁ,@O) =—é{ Jd?’r JdBr' e e ° A(?,i(go-a);?:" La-2 1)

- >
ik(8+& ).t -ik(8+8 ).r'
+Jd3rjd3r’ e o e O AG -0)E L )
(VIII.33)
Au voisinage de la direction de rétrodiffusion, on a §E—§O. Seit 31 = §+§O
de telle sorte que le vecteur a défini dans 1'équation (VIII.24) soit
Egal & E = kgl. Donc si § = —§O, i.e. pour q <« 1, la relation {(VIII.33)

se réduit 3 ;

Do
o]

GZ(F) (3,3) = derJdSr' cos [k?l.(}*—?)]cém (F,8 ;7',8)  -VIIL.3)

Finalement, en rassemblant les relations (VIII.29), (VIII.34) et 1'éga-
lité

M (5,3 = der Jd?’r' oM @8 57,0
on obtient

G, (3,8 ) =Jd3r[d3r' {1 + cos [3.(}*—1—“')]} ofl (F,6,;8',8)  (VII1.35)
ol GEL) est la partie de la relation (VIII.28) associge aux diagrammes

réductibles, c'est-i-dire en &chelle, de la fonction de vertex T.

Expression du coefficient de tranmsport de 1'intensité : aB(§,§ HY K

Nous avons maintenant une expression de 1'équation de Bethe-
Salpeter qui tient compte des effets de cohdrence par l'intermédiaire
des &quations (VIII.35) et (VIIZ.28), qui reiient GéL)(?,§O;¥',§) ala
somme des diagrammes en échelle. Mais comme nous !'avons mentionné plus
haut, la contribution totals G2(¥,§0;¥',§) donne la fonction de corré-
lation des intensités respectivement en z le long de la direction §0 et
en ' le long de la directionm 8. Le coefficient de transport de L'inten-
sité dans le "bulk", QB(§, §0;Q,m) est alors domné par la fonction de

corrélation courant- courant et peut donc s'écrire
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. 3 308 Tonsa . o
aB(s,sO;Q,w) = jd T jd r'(sO.V¥)(s.V;,)Gz(r,so;;',s) (VIII.36)

On prendra en compte les effets cohérents dans 1l'expression de a_ en

B
suivant exactement ila méme procédure que celle décrite plus haut, en
(L
2

corrélation courant-courant pour cobtenir finalement :

- + o~ ‘* Fol .
replacant formellement 1'opé&rateur G )(r,s ;r',8) par sa fonction de
plag P o 2

B

(VIII1.37)

Finalement, pour avoir une expression compl&te de a_, nous devons

B
évaluer la somme des diagrammes en &chelle nécessaire pour calculer G

(L)
2
L'équivalence des diagrammes en é&chelle et des diagrammes en &ventail

dans la direction de rétrodiffusion, &tablie dans le chapitre V, et la
relation (VITI.24) nous dounent :
P
1q.(r1—r2)

(LY = o ¢ & j 3 S 3 T 1 3001 e
G (r,& ;r',8:;0) = |d’r, {dr,F (r-r ).{a—u—— d7q . }.
2 s 1 2 1 . 2
o | 0 (ZW)S 4T -19+Doq

. F(F'-T) (VIIT.38)
o 2

L'expression (VIIL.37) pour oy est trds géndrale et a &té &tablie au

moyen de quelques hypoth&ses que nous avons résumées au d&but de cette

partie. Elle suscite néanmoins quelques remarques que j'aimerai domner

maintenant :

i) La solution de 1'équation (VIII.20) pour le transport de 1'inten-
sité a été obtenue dans la limite A4 2 , ou le libre parcours moyen
élastique ou longueur d'atténuation 2{w) est donné par la solution
champ moyen (VIII.21) de 1'équation (VIII.19). Cette condition est
nécessaire afin de pouvoir reconstituer une onde plane entre chaque

collision &lastique.

i1) L'approximation de diffusion pour le transport de 1'intensité 3
travers le milieu dé&sordonnZ comme elle est donnée par 1'équationm
(VIII.39), n'a de sens que dans la limite asymptotique des grandes

longueurs d'onde g2 <« 1 et des grands temps 1 « {, Pour la

o (§,§O;Q,w) = JdBr jd3r' {1 + cos[a.(?—?')]}(éo.ﬁ?)(§.$¥,)G§L)(¥,§O;¥’,§)
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propagation sur des longueurs inférieures ou de 1'ordre de LTI on a
un régime transitoire décrit par la fonction Fo(r,r )« e-lr- I/R
introduite par 1'équation (VIII.26). Néanmoins, si 1'on se référe aux
résultats de Case, de Hoffmann et Placzek(A), pour des longueurs L = ¢,
le r&gime transitoire représente seulement 8,5 7 de la contribution au
transport de l'intensit&, tandis que pour L = 2,5 ¢, 1l ne représente
plus que 0,7 7 de la contribution totale. Cela justifie par conséquent
l'utilisation de 1'approximation de diffusion dans toute la gamme de

vecteurs d'onde comme nous l'avons développée dans toute la premidre
P P

partie de ce chapitre.

Expression de (8, § ) dans le cas d'un milieu désordonné semi-infini
Lr

Probléme de 1'albedo

Je voudrais donner malntenmant une expression de (8, 8 ) dans
le cas d'un milieu semi-infini comme représenté sur la figure (VIII B
correspondant & la situation expérimentale. Nous nous placons dans les
conditions évoquées au début de ce chapitre en gardant les mémes
mtations. Dans 1l'expression (VIII 26) de F 5 la fonction delta et la
valeur de rl fixée déterminent r et § de telle facon que 8, ﬁ+ et s 3#
ne représentent plus que les dérivées le long des directions H,Z et uz'

Avec 1l'aide de la relation (VIII. 28), l'expression de o(3, § ) devient

co

n a 3 3 2 2 > >
a(s,so) = Jd rI'Id r, J& T [d ri [ l+cos ksl.(rl—rz)]upo j dz J dz!
(o} o

___HT-FO (Rll’ zl—z)U(?l,?Z;Q,m)FO(Rzl,z'~zzj (VIII.39)

Posons maintenant 3 = (;1—?2)1 et int&gromns (VIII.39) sur =z

a(8,8) = deledBRzFO(RI)FO(RZ) szpfncos [k_s: .(E+(zl—zz)éz)]}

U,z ,2,y) (VIIL.40)
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> -
oll on a effectué le changement de variables : R, = Rll + zléz et
‘)- + -~ ~ Bl o ’ - 4 Ped
R2 = Rzl + 2,8, et ol a(s,so) est maintenant dounée par unité de sur-

v

face., Finalement, poutr retrouver 1'expression obtenue heuristiquement
dans la premidre partie du chapitre et donnfe par la relatiom (VIII.!),
il reste & trouver la forme de U(g,zl,zz) pour un milieu semi-infini,
c'est-3~dire 3 prendre en compte les conditions aux limites imposées

au processus de diffusion. L'expression (VIII.24) pour U ou sa trans-
formée de Fourier par rapport au temps, montre que U n'est autre que la
fonction de distribution de probabilité P(?I,;z;t) associde & la propa-—
gaticn de llintensité lumineuse du point ?1 au point ¥2 pendant le
temps t. De plus, nous avons & prendre en compte la présence du plan
pidge en z = 0, pulsque la lumiére arrivant sur ce plan #merge nécessai-
rement et ne.peut dtre réfléchie 3 nouveau 3 l'intérieur du milieu.
Comme mous l'aveons vu dans la premidre partie, cette condition peut

alisément 8tre prise en compte par la méthode des images. Ainsi, on

obtient pour U la forme :

o0 R o rm
> 1 -ife |30 1 1 L. (ry=rp)  iq.(r)=ry)
U(ry,rz;t) = g df e d7q e 5 {% -e
(2m) ! o -1i+Dg
(VIII.41)
. . . F . ‘o - p
oil r, est 1'image d'un vecteur donné r, pris dans le milieu désordonné,

' st . T TR . .
c'ast~a dlie que si r, ixz, Vy» 22) alors 1, (Xz’yz’ Zy Zzo) afin
d'aveir U{p, ~zo,z2)_= U(p,zi,—zo) = 0. Il faut remarquer néanmoins que
1'introduction du terme image et de la valeur de z_ ne sont pas réelle-
ment des ingré&dients de 1l'approche microscopique basée sur la diffusion

multiple mais restent des notions intreduites heuristiquement.

En conclusion de cette section, remarquons que
1'on retrouve exactement dans le cadre de la diffusion multiple élasti-
que, la relation donnant a(§,§o) établie préc&demment. De plus, comme
nous allons le voir maintenant, elle permet de présenter une autre

facon d'étudier 1'albedo stationnaire.
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IV - DEVELOPPEMENT DE L'ALBEDO EN FONCTION DE L'ORDRE N DE DIFFUSION -
CONTRIBUTION DES DIFFERENTS CHEMINS DE DIFFUSION

Le pble de diffusion de U est le résultat
de la somme d'une sé€rie gométrigue dont le terme gé&nérigue d'ordre n
représente la valeur moyenne de toutes les séquences de collision
comportant (n+2) centres diffuseurs. Il est par conséquent possible
d'étudier la contribution cohérente au cdne de rétrodiffusion associée
g chaque chemin de longueur moyenne nf. Partons pour cela de la forme
simplifide de la relation (VILI.!) obtenue en faisant 1'approximation
= z, = 4 . Nous avons vu qu'elile &tait d'autant mieux justifiée que

| 2
n &tait grand, c'est-d-dire pour des valeurs petites de l'angle &, ce

z

qui correspond exactement au régime que nous voulons &tudier. La contri-

bution coh&rente a (/) dans le régime stationnaire (§ = 0) s'écrit :
s iq, .o 2iq .{8+z )
- 1t .Q q .
_ 3UUO 2 1k -p dgq : e + (1 -e 2 ©y  (VIIL.42)

ac(e) = 3 &id QZ 2

(2m) i
Or le dénominateur quz est la somme (1 - (qQ,)z)n dans le rayon

n=0

de convergence qf < 1. Donc :

3““0 2 _iﬁi'g 3 0 2.n iaL'g Ziqz(£+zo)
RJ (1-(qe)7) e

ac(a) == d7p e dq {l-¢ )

n=0

(2ﬂ)3 q<l/%

(VIII.43)

Notons que la coupure qf < | imposée par la convergence de la série,
annule toutes les contributioms & o (8) pour lesquelles kl < 1/,

c'est—d-dire pour des angles 9 > , ce qui n'est pas trd&s important

28
dans le cadre de notre approximation. On obtient alors

Suu * 2iq (4+z )
0 (0) = —=21 EOJ' da, (1= e © O).(-0 ) - (q,nH" (VIII.44)

n=

oli 1a notation ' représente une restriction aux valeurs de q, telles

2 < _%.~ kf. L'équation (VIIT.44) s'écrit

£

que 3 qZ
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z

21Q(1 + ~£5

. =)’
T dq. (1-e P a0 o)t i)
1= 0

n

ce qui finalement denne :
. a j Z
il 2 /1—(kl2) I

R Ll 2.n+1/2
&c(@) = 5 nio T DT (1“(k12) ) J1-@o+ytt - ]
&V - nh
(VIIT.46)

ofi a = 2(£+zo) et jn(x) est la fonction de Bessel sphérique de premiére

espéce. Sur la relation (VIIL.46), 1'intensitd ré&fléchie cohé&rente appa-—
ralt comme la superpesition des contributions En(e) des valeurs

moyennes sur les chemins cohérents comportant (n+2) centres diffuseurs,

et oil In(e) est définie par la relation uc(B) = Squ/ZW I In(ﬁ).

n=
La figure (VIII.$) montre comment le profil complet ac(e) peut érre

obtenue 3 partir de la somme des In(ey

Il est d'autre part possible pour chaque
valeur de n d'avoir le profil de In(ej. Comme cela est représentd sur
la figure (VIII.6) 1'angle caractéristique Gnﬁ A/2wd va (pour n grand), me-
sure de lalargeur de la r&gion ol 1la contribution cohérente est maximale
pour les chemins de diffusion d'ordre n. On peut donc s'attendre physi-
quement d ce que les chemins cohérents de grande longueur soient ceux
gui contribuent principalement 3 ac(e) pour les petits angles. Il serait
donc possible dans la limite d'une résolution expérimentale infinie, de
connaitre la longueur maximale des chemins cohérents en mesurant direc-—
tement la hauteur de uc(e). C'est une manifre trés précise de tester les

propri€tés des milieux désordonnés.
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YO

Fig. VITI.6 .

Contrnibution des différentes tailles de boucles
aw cine de nétnodiffusion cohérente.
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V — EXPRESSION DE L'ALBEDO STATIONNAIRE POUR UNE LUMIERE SE PROPAGEANT
DANS UN MILIEU FRACTAL

Dans cette derni&re section, je voudrais &tablir ume expres-—
sion de la partie coh&rente aC(B) de 1'albedo stationnaire dans le cas
particulier ol la distribution des centres diffuseurs a une structure
fractale. Dans ce cas, la diffusion de 1'intensitZ lumineuse a lieu sur
un fractal et 1'on sait que la marche al@atoire dans un tel espace non
euclidien est modifiée de telle sorte que la valeur moyenne du carré du

- 2 < . s P
déplacement < R” > compté depuls l'origine au bout du temps t est donnée

asymptotiquement par(S)
< RE 5 « 12V (VIII.47)
ot au lieu de la valeur habituelle v = %~obtenue dans un espace eucli-
dien, on a v = Jé . Pour 1'espace euclidien, on a d=d=4det on
1 - . . . s
retrouve v = PR 2d d est la dimension de Hausdorff qul caractérise la

topologie du fractal tandis que d est la dimension spectrale associée

5 la densité d'états de ses excitations.

Dansg le cadre de 1'approximation développée dans la section

VITI.2, 1'expression de aC(B) devient ici

a (8) = ——m— | =X d°q —— e [1-e I (VIII.48)

. PR ,
HEy 9 1.2 _1ki'p 3 1 tapp 21(2+Zo)qz
dp e
31 qllu

D

b - . e + + v
Apr&s avoir effectué@ les deux inté&grales sur p et g on obtient :

1 1 1 1
Uy VI (= = =) 2k, 7 = 5
_ "o 2v 20 L 1-l/v 2 2 2y .., _ 1
ac(e) = 57 [ hy T . — ng*) 51n(55)F(1 EGDKI _ l(akl) ]
2y T 2y 2
(VIII.49)

1

oﬁiiv(z) est la fonction de Bessel modifide et a 2(2+zo). La relation

(VITI.43) peut enfin &tre réduite 3 :

=

S S S L1 R )
i N2 5 ) W7 N2
[1'2(7“) I 1 ]

T k . (VIIL.50)
M T e - =)

OLc(e) B 1
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I1 est bien entendu possible I partir de la relation précédente de

retrouver la relation (VIII,IQ) obtenue dans le cas euclidien dans la
-ak
e L. Notons de plus ici

.. 1 T
limite v - bk Zak]

que les conditions aux limites pour le milieu semi-infini n'affectent

sachant que Ki/Z(z) "

pas la structure fractale puisque le pSle de diffusion intervenant dans
mc(e) est obtenu dans 1'approximation d'un milieu infini (cf. sectiom
VIII.3) et que la nature semi-infinie est complétement décrite par le

tarme image.

Il est maintenant int&ressant de comparer la forme de raie
obtenue aux petits angles (8 < E%E ) d'aprés la relation (VIII.50)
au comportement lindaire précédemment &tudid. Un dé&veloppement en

puissance de kL de (VIII.50) donne

1 1 1 1 1
R T(E-“ E;) a1 1 2 F(ﬁ;“ EJ ak) 3- S
aC(S) = . 1 .GE)v L1 T T 5 ) ]
29/ ?fﬁ:ﬁ 3- 5 PCE - Zv)
(VIII.51)

Une fois de plus, on remarque que dans ila limite v - 1/2
on retrouve la correction ling8aire 3 uc(e). Mais plus intéressant est
1'exposant 3 ~ %-. Afin de mieux comprendre le r8le que joue la valeur
voo= %3 reconsid@rons les intégrales de la relation (VIII.48). La

derniére intégration sur q, est

dq, = 2.1/ 2v

() l—cos(aqz)
o (KL +q

2

Pour EL = 0, ¢'est-3~dire en situation exacte de rétrodiffusion,
1

1'intégrale est convergente pour q, =0 si et seulement si 3 - 5 0.
r le

La signification physique de cette condition devient alors clai e
rdle du terme image représenté par 1 - cos(aqz) dans 1'intégrale ci-
dessus, est d'amnuler dans un espace euclidien la divergence usuelle
associe 3 la localisation faible pour q, = 0. En effet, la présence
d'un plan pidge d&truit la nature récurrente de la marche aléatoire.
Mals pour une distribution fractale, la décroissance de 5 gsignifie que
la région de 1'espace explore durant la diffusion décroit aussi de
fagon & obtenir finalement un confinement de 1'intensité qui diffuse,
et donc une nette augmentation desboucles de diffusion cohérentes. I1

est alors possible d'annuler la contribution du terme image et d'obtenir
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i nouveau une divergence pour q, = 0. Donc dans 1'intervalle %—< v=§-%,

1'expression (VIII.S5l) garde un sens et donne une réduction du nombre
de chemins cohérents de grande longueur comme représent@ sur La figure
(VII1.8). Enfin, pour V¥ éb%, 4 cause de la nature récurrente de la
marche aldatoire, méme en pré&sence d'un plan pi&ge, on obtient une

expression divergenta pour ac(e) dans la limite © = O.

Pour conclure ce paragraphe, disons que 1l'effet de rétrodif-
fusion cohérente représente une manidre intéressante d'obtenir une
détermination précise de la dimension spectrale d calcul@e & partir de

la forme de ac(e) aux petits angles.
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VI —~ EFFET DE LA POLARISATION

Jusqu'3 maintenant, nous n'avons considéré que le cas d'ondes
scalaires. Je voudrais maintenant prendre en compte les effets de
polarisation et montrer qu'ils peuvent a priori modifier 1'expression

de 1'albedo pour deux raisons. Ils peuvent en effet agir

i} sur la contribution incohérente des chemins de diffusion,

ii) sur ie terme d'interférence.

Concernant le premier point, on peut montrer qu'une lumire polarisée
incidente est compl&tement dépolarisée au bout de quelques collisions
seulement (en négligeant les effets cohérents bien entendu). La contri-
bution incohérente 3 1'intensitd peut alors &tre obtenue au moyen d'une
thé&orie scalaire et calcul&e dans 1'approximation de diffusion. Par
contre, concernant les effets d'interférence, le r&le de la polarisa-
tion est fondamental. En effet, pour pouvoir interférer, les deux ondes
renversées dans le temps correspondant 3 un chemin de diffusion doivent
2tre dans le méme &tat de polarisation. Nous devohs donc calculer cet
état de polarisation pour des séquences de collision du type :

go -+ KI P En = - ﬁo’ c'est-3-dire en se plagant directement en
situation de rétrodiffusion. Pour la diffusiom Rayleigh, 1'&tat de
polarisation apré@s une diffusion est donné par :

B,o= (R B oAk (VIII.52)
ot ﬁl est le vecteur d'onde apré&s la collision et fo est le vecteur
polarisation de 1'onde incidente. Il est int&ressant de repré@senter
la relation (VIII.52) sous forme matricielle, i.e. B

=M % oli M est
1 ~ o ~

une matrice 3 x 3 définie par :

b- klx _klxk1y _klxklz
- _ 2 -
g = kixkly 1 kly klyklz (VIII.53)
-k, _k -k, k 1-1c2
| Tlxlz ly~lz lz
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Pour une séquence du type (ﬁg,..., En = - ﬁo) telle que celle considé&rée

ci-dessus, le vecteur polarisation final est :

N
B Mo M P (VIII.54)

Puisque gi est une matricelsymétrique, la transpos&e de la matrice
n—! + 2y _ . , .
M= . M ., estM =, M, et repré@sente l'@tat de polarisation
- 1= 1 ~n=1 ~ 1=] 1
pour l'onde renversée dans le temps correspondant 3 la méme s&quence
d'impuretés. Choisissons maintenant de prendre 1'axe Ox comme direction
. . .. >
pour la polarisation incidente PO et 1'axe Qz comme support du vecteur
s > o s 3 = ; .
d'onde incident k . Désignons par P et P'n les vecteurs polarisation

émergents correspondant aux deux ondes. On obtient alors :

proo=M
nx nx XX

g~
]

(VIII.55)

Pny = Mxy et P;y = Myx

Par comnséquent, si on mesure l'intensité émergente dans une
configuration de polarisation parailéle a la lumiZre incidente, alors
d'aprés (VIIL.55) la cohérence est complétement maintenue pour chaque
séquence d n collisions en situation de rétrodiffusion (¢ = 0). Le
facteur deux mesur& par rapport & la contribution incohérente est donc
préservé. D'autre part, le comportement lindaire de ac(e) obtenu aux
petits angles doit rester le méme que celui calculé dans le cas d'une
onde scalaire, puisqu'il provient de la contribution des grandes boucles

pour lesquelles 1'approximation de diffusion est toujours valable.

I1 en va par contre autrement si on analyse la lumié&re
émergente dans une configuration perpendiculaire 3 1'état de polarisa-
tion de la lumiére incidente. Dans ce cas, le théor&me (VIII.55) sur
1'égalité des projections le long de fo 'est plus valable et il faut

caleculer le taux de corr&lation :

<P'[}J..P'nl_>

2
<Pnl >

C(n) = (VIII.56)

ol < ... >dénote la valeur moyenne sur tous les chemins de diffusion.
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Pour calculer C(n), nous ferons 1'hypoth&se, justifide dans le cas des
grandes boucles, qu'il n'y a aucune corrélation entre les différentes
collisions successives. Afin de calculer C(u),nous allons établir quel~-

ques relations de récurrence. Introduisons pour cela les notations

suivantes :
-5
= M N .8
Pny @ ~n-1 gn-2 ¥i Po) ey
(VITI.57)
I o= o~
ny (IEIN I\:'.[n-l o) ¥
© n-l v
et solt A = I M_, et A' = A . Il nous faut alors calculer
3 =< E_LP' i=£ Nn"‘lt n—1< A(n d (n D oll A( -b ent 1
=l - oy’ ny , S0l gn_ = 27 32 > son es
éléments de la matrice An—l' 31 onm &crit lé produit de matrice i l'ordre
n, i.e. en calculant M_ A P on obtient la relation :
~1 n-l "o
Al A () (n-1) {n~1)
Ajyt = gk 13 ~-(1- k )A +k k A3 Pny (VIII.58)
et
A L 4 (o= 1) (n 1) _ (n 1y 2
32 = kyk, 12 + k Kz A +(1 ) 39 P' ay (VIII.59)

En faisant le produit de (VIII.S58) et (VIIL.59) on obtient alors

2

- (n) {(n) _ L2 o2 2
£ = < Ay Ay > = <l ky)(l K)>E |+ <ky k, >n _;  (VIIL.60)
oil n_j = é; b ;2 1)>. Or om 2 :
{n) _ (n D, (n—1) (n 1)
A22 = k k 12 (ky 1)A22 + k k A (VIII.ol)
et
A@ (n-1) (n-1) 2 _ (n~1)
Ay’ = kxkz Alq + kykz A,q + (kz 1) A3 {(VIII.&2)

Ce qui conduit 3 :

(n) (n)
n 22 33 :

i
]
I

2 2 2,2
= <(ky - 1)(kz - D> ) + <kykz>€n~] (VIII.63)

Les relations (VIII.60) et (VIII.61) comstituent les relations de

récurrence qui nous int&ressent. Il nous faut évaluer maintenant les
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différentes valeurs moyennes, ce qui est possible dans le cadre de

collisions non corrélées

< kz k2 > =< sin28 sin%p cosza > =1
vy 2 15

8

2 2 )
< (ky 1)(kz 1Y » = i

On obtient donc :

6 1
En T IS E':1"1--1 * 15 Mp-l
(VIII.864)
6 1
Ty 775 M-t * 75 50

Ce systéme se résoud aisdment pour donner finalement :

n—1 n-1 )
C{n) -2 L0 - 0.5) (VIIT.65)

1-0. 7y !

N

Il est 3 noter que l'on retrouve grice aux calculs précédents, que dans
la limite n + = , on obtient < P; > = <Pi>. , ¢'est-&~dire que la lumidre
incohérente est totalement dépolarisée. Le taux de corrélation C{n)
varie quant 3 lui de la valeur ! pour n = 2, correspondant A une &galité
entre les deux polarisations perpendiculaires sz = Péy a la

valeur zéro vers laguelle on tend

exponentiellement C(n) oo (0.7)". Comme nous 1'avons déja dit, ces
résultats ne sont valables que dans la limite des grandes boucles afin
d'assurer 1'ind&pendance entre elles des différentes collisions. Néan-—
moins, dans le but d'expliquer les résultats expérimentaux de la figure
(VIII.9), on peut &tendre le domaine de validitéd de la relation (VIII.&3)
a toutes les boucles. On peut aimsi calculer la valeur de 1'albedo
cohérente en polarisation croisée et en situation de rétrodiffusion
exacte en pondérant la contribution de chaque chemin d'ordre n, In(O)
calculée au moyen de la relation (VIII.46) par C(n), soit :

T C{n) IH{Q)

1 _ _n
acoh(a =0) = (VIII.66)

1 W
n

]
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.. L 1
On obtient ainsi o (8 =0) =% 0.5 0. . Cetta valeur est 3
coh ; inc N

comparer au résultat expérimental qui donne %Oh(e =0) = 0.3 e La
valeur théorique est donc d'autant plus acceptable que 1l'on a fait
d'importantes approximations. Nanmoins, il faut comprendre que
1'ambition de ce dernier calcul &talt autre. Elle comsistait en effet
en calculant C{(n) 3 expliquer pourquoi un effet cch@rent subsiste
malgré tout en polarisation crois@e alors que 1l'on pouvait penser qu'il

annihilerait 1'effet d'interférences constructives.

VII - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques arguments
physijques afin, entre autres, d'expliquer le pic de rétrodiffusion
coh8rente observé dans l'albede des milieux désordonnds. Ce pic est le
résultat du dernier effet cohérent nouvant exister en nrésannes d'un
désordre complet. Il est obtenu 3 partir des interférsnces constructives

dans la marche zléatoire de la lumidre.

D'autre part, la forme de raie, valide 3 deux et trois dimen-
sions est spécifique de la présence d'une interface. Elle résulte de
l'addition de toutes les contributions des collisioms multiples d'ordre n
et la singularité triangulaire 3 6 = 0 ne peut &tre obtenue que dans la
limite ol n tend vers 1'infini. Tout processus pouvant introduire une
limitation dans l'ordre n de la diffusion multiple ou en d'autres termes
dans la longueur totale des chemins de diffusion conduira i un arrondis-
gsement du pic. Les effets de taille finie, 1'absorption ou la modulation
de l'intensité lumineuse sont de bons candidats pour cet effet d'arondis-
sement. De plus, puisque la forme du pic donne une information directe
sur le transport de la lumi&re dans un milieu désordonné, une extension

de cette amalyse 3 des milieux non euclidiens (fractals) est intéressante.

Ces considérations montrent 1'inté@r@&t de ce type d'expériences et d'analyse

pour la caract@risation des milieux al&atoires.
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Coherent Backscattering of Light by Disordered Media:
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Recent experiments have confirmed that coherent effects in the multiple scattering of light affect
the angular dependence of the intensity reflected by disordered media. By considering the con-
structive interferences between time-reversed paths of light in a semi-infinite medium, we analyze
the experimental line shape of the albedo within the diffusion approximation and explain the ob-

served effects of polarization.

PACS numbers: 42.20.—y, 71.55.—i

The propagation of a wave in a dense distribution of
elastic scatterers is a difficult problem to handle in the
framework of the multipie-scattering theory. The clas-
sical approach, which assumes that phases are uncorre-
lated on scales larger than the elastic mean free path [
leads to an intensity transport eguation of the
Boltzmann type in which any interference effects are
neglected. In the simple regime where the length or
time scales are larger than /or v (r=1{/c, where ¢ is
the wave velocity), this equation reduces to a diffusion
equation with a diffusion constant D =lc/3. The clas-
sical approach is generaily well justified for study of
the intensity scattered from a bounded, weakly disor-
dered medium. However, it must be corrected when
the wave emerges from the medium around the back-
scattering direction (i.e., the direction opposite to the
incident one}. In this case, constructive interferences
arise and must be taken into account in order to ex-
plain the enhancement of the backscattered intensity
with respect to the classical prediction. This phe-
nomenon has been recognized almost independently in
two differant fields. In condensed-maiter physics, it is
ihe basis of the weak-localization regime for electrons
in impure metals,!? where the quantum correction to
the diffusion constant’ is obtained from the pioneering
work of Langer and Neal.* In optics, it was first con-
sidered by de Woif® for electromagnetic waves pro-
pagating in turbulent atmosphere. More recently, this
effect has been diractly demenstrated by three experi-
ments®? which show that the intensity of light scat-
tered from a concentrated aqueous suspension of latex
microspheres presents a sharp peak centered at the
backscattering direction. The sharpness of this peak as
well as the effects of light polarization are typical
encugh to cail for a detailed analysis of this coherent
backscattering effect, which is the purpose of this
Letter. Two previous works must be mentioned here:
one? about the contribution of double scattering to the
backscattering intensity enhancement and another one
by Golubentsey'® who discusses the reduction of this
peak due to the motion of impurities and the gyrotropy

© 1986 The American Physical Socisty

of the medium. We shall follow here the features of
his analysis.

The basis .of the interference effect in multiple
scattering is very general. We assurne that the waves
are of scalar nature (the important effect of light polar-
ization will be discussed later). Consider a sequence
of n scattering events characterized by the wave vec-
tors k;, ki, .. ..k, =k, where k; is the wave vector
after the jth scattering event and k, and k, stand for
the initial and final wave vectors. In classical transport
theory all n-order sequences are assumed to be un-
correlated as a result of the random nature of the dis-
tribution of scatterers. However, any given sequence
and its time reverse k;, =K, -, —k, -2, ..., — ki kg
where the light is scattered by the same centers but in
opposite order, can interfere constructively for a spe-
cial choice of k; relative to k;. The total phase shift
between the two corresponding partial waves is simply
q-(r,~r,), where q is the transfer wave vector
k;+k, and r; and 1, are the positions of the first and
iast scattering centers. For the backscattering situation
(k= —k;) these two partial waves have the same am-
plitude and phase and add coherently. If 8 is the rela-
tive angle between k,; and 'k, the coherence is lost for
angles 8 larger than M/lr—r,l, where X is the

FIG. 1. Geometry used for the calculation of the coherent
albedo, showing two interfering light paths.
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wavelength. Since the average value of |ry~r,| for
the shortest sequence (n=2) is the mean distance
between two scattering events, i.e., the elastic mean
free path [, one expects'! the reflected intensity to in-
crease by up to a factor 2 inside a cone of angular
width of order A/L More quantitatively, the interfer-
ence correction to the multiple-scattering contribution
of all paths of # steps from r| to r, will be obtained by
a weighting of the corresponding incoherent intensity

by a factor coslq: (r;—r,}]. It is now well ‘known that
these interferences reduce the bulk transport coeffi-
cients,> 12 like the diffusion constant D. Here, we con-
sider their consequence on the albedo problem.

We study the light reflected by a semi-infinite
scattering medium ocecupying the half space z > 0 (Fig.
1). We define the albedo a(k;, k,) as the ratio of the
emergent flux per unit solid angle 4} and unit inter-
face area around the direction k, to the incident ener-
gy flux. «is given by

alk;, k)= (c/41r!2)fdz dz' d’pexp( = z/pg/H 1 +coslq (c=1)]1]Q (s, t)exp( —27/ul), (1)

where z and z’ are the projections of r and r’ on the z

axis, p is the projection of r —r’ on the interface plane,
while o and p are respectively the projections of k,
and k, on the zaxis. The physical meaning of the dif-
ferent terms appearing in (1) is the following:
I~Yexp(—z/ug!) is the ratio to the incident flux of
the energy scattered per unit time and unit volume at
point 1. Q(r,r') is the Green’s function which
describes the light transport from a point source focat-
ed at r to r'. 1t is given by the ratio of the energy den-
sity at r’ to the source production rate of energy.
(c/dw)dz'/1is the fraction of the energy density at r’
which contrilzutes to the flux scattered per solid angle
d{ around k,, while e~*/#/ is the part of this flux
which emerges without being again scattered. Finaily,
the factor 1 +cos[q- (r—1')] accounts for the interfer-
ence effect. Note that since this interference is ir-
relevant for single scattering, Eq. (1) is only valid for
the multiple-scattering part of the albedo.

The problem of the caleulation of Q(r,1’) has been
studied in classical transport theory.?? From the inten-
sity transport equation, it can be shown that far

enough from the interface, Q(r —r'} obeys a diffusion
equation with the boundary condition Q(—z,) =0,
i.e., with a trapping plane located at — z;, (for pointlike
scatterers, zg is about 0.7/}, Q{(r—r’) is then given by

Qr=1")=Q{r—1)— Qylr—r™). 3]

Here, Qy is the homogeneous solution of the station-
ary diffusion equation, Qy(r—r')=[47Dlr—1|]"!
(i.e., the “3D Coulomb potential™), where D = Ic/3 is
the diffusion constant'* of the light, while r™* is the
image of 1’ in the mirror plane in — zg. Physically, the
image term in Eq. (2) ensures that only paths not
crossing the trapping plane are selected in the evalua-
tion of Q since the emergent light is lost for the medi-
um.

Let us now simplify the expression for o by assum-
ing that in Q(r, '), r and r’ are located on the same
plane z=1[ This is justified by the exponential terms
exp( —z/pg!) and exp{—z/u!). For quasinormal in-
cidence and emergence (uw=py==1), the albedo (1)
becomes

x(9) = (3/4172[)fd2p{1 +cos(q, - p)lp~ = (p*+a?) 117, (3)

where a =2(/+z) and q, is the component of q normal to the z axis, with g, = 279/x. The integration in Eq.

(3) leads to
a(@)=(3a/dr {1 +[1-exp(~q,a)V g a]).

4)

This expression exhibits the following features: (i) For 8 = g, =0, i.e,, right in the backscattering direction, the
albedo is exactly twice the incoherent value ey, obtained for “‘large’” angles. (i} The angular width in which the
coherent effect is observable is of order A/27/ (iii} Close to the exact backscattering direction, the albedo varies
linearly, a(8) = aoel2—2m/+2o/7161], s0 that, near §=0, the line shape is trianguiar. The exact expression of
a{8) derived by going beyond the previous approximation is given by

22@ 1

a(B)“—‘-‘il'i-——%' 1+

8 P (g, 0 .l

1~exp(—2quo)H s)

which preserves the previous features. This expression is in principle only valid for isotropic scattering. An ap-
proximate extension to the experimental case of anisotropic scattering is obtained!S by replacing / everywhere by

the transport mean free path /*. In Fig. 2, we thus com

pare an experimental line shape with the predicted one, ob-

tained by a convolution of Eq. (5) with the relevant instrumental profile.* No adjustable parameter is used, since
I* was determined by a different experiment.'® If we consider the approximate nature of the diffusive behavior,
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the agreement between the two curves is remarkable,

The small-angle linear behavior of a{#) is the signa-
ture of the large-distance asymptotic diffusive be-
havior of Q(r—r') in the presence of the interface.
Because of the image term in Eq. (2), the p~! law
valid for Q in the bulk is modified to p~3. The surface
element in the integration over the separation plane
provides an additionai factor p which leads to a p?
behavior whose Fourier transform yields the linear
dependence at small angles.. It should be noted that a
similar analysis in other dimensions yields the same
triangular line shape.!’

Expression (3) shows that the coherent contribution
io the albedo is nothing but the smiall-angle ‘‘structure
factor’’ of the correlation function Q{r—r’) given by
Eq. (2). Therefore, the smaller the angie 0 is, the
larger the maximal size of the probed diffusien paths
is. We can be more explicit by considering the contri-
bution to the aibedo of paths of a given length L {this
contribution is also of interest since it can be measured
experimentaily, e.g., by a pulse experiment). Within
the previous approximation, z=z'=/ justified for
large L, the contribution of these loops 10 Qlplis

3

Y2 _expl =30 +20)Y LIT exp(—3p¥4L1)

2 3
>
I.._
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n
Z
M5
-4
~
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&
W 1
'_
|.-
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-1 0
ANGLE (degrees)

FIG. 2. Comparison between experimental and theoreti-
cal line shapes for the coherent backscattering. The experi-
mental recording is taken {rom Ref. 8 [Fig. 3(a)]. The inset
represents the bare theoretical curve taken from Eq. (5) with
A=0.515 pmand =19 pm. The full line is the theoretical
prediction obtained by the convolution of this previous
curve and the instrumental profile.

Qlp,L)=

4rr L2

The p Fourier transform of Q(p) is a Gaussian func-
tion. Its width, of order A/(L{)Y?, resuits from the
diffusion process parallel to the interface, while the

1/ L*? dependence of its amplitude is the signature of -

a one-dimensional random walk with a trap.!® Thus, at
a given small angle @, only the paths of length L small-
er than A%/ /87 contribute significantly to the coherent
aibedo. In this respect, A%/ D#? is analogous to the
phase coherence time 7y introduced by Khmelnitskii
(see Ref. 1).

The previous results have been obtained within the
diffusion approximation. Nevertheless, it must be
noted that an expression of the coherent part of the al-
bedo can be carried out from a direct nth-order
multiple-scattering theory by means of an expansion in
maximally crossed diagrams.!” As expected, we find
-that the anguiar width and amplitude of the coherent
nth-order contribution vary respectively as 1/ #¥? and
1/#¥%. Tt is worth noting that in recent experiments
(see Fig. 2), the coherent albedo still varies for angles
about 10 times smaller than the totai measured cone
aperture. This shows that in such experiments, the
light explores the medium along paths of length larger
than about one hundred mean free paths.

So far, we have considered the case of scalar waves,
However, the importance of light polarization has been
demonstrated in recent experiments.>® When the

analyzed polarization is parallel to the incident one_

L

(6}

{parallel configuration), the backscattered intensity for
g=0 is about 1.7 times larger than the incoherent in-
tensity (see Fig. 2). On the other hand, the enhance-
ment factor in the crossed configuration is about 1.3,
This difference can be understood from the form of
the amplitude Rayleigh scaitered by an individual
center. It is proportionai to (kxPy)xk=M(k} Py,
where Py is the incident polarization, k the emergent
wave vector, and M{k) a 3x3 symmetric matrix.
Thus, for the n-scattering sequence (k. ky, ...,

k,_1.k;) the emergent polarization state |is
P,=[k,x (M, P;)xk,, where P, is the incident po-
larization and M, is the ordered product

22 M{k,_ ), while its time-reversed counterpart is
P, = [k (M, P)Ixk;. Sincethe M(k)’s are sym-
metric, M}, is the transpose of M,. Let us denote by
P,; and P, the components of P, respectively paral-
lel and perpendicular to P;. We have Py = Py}, so that,
in the parallel configuration, the coherence is totally
maintained for any loop and the expected enhance-
ment is, as previously noticed,”® a factor 2. Further-
more, because we expect the large-distance behavior
of the intensity in-any polarization state to be dii-
fusive, the line shape at small angies should be similar
to that given by (5). The case of perpendicular polari-
zation is different. Except for n =2, P,, differs from
P!, and one must determine the coherence ratio,
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Clny={(P, P, )/ (P} ), averaged over all the n-
scattering sequences, in order to estimate the enhance-
ment factor at §=0. Within the assumption of uni-
form distribution for the successive k,’s, which for
isotropic scattering should be true in the limit of large
n, we can derive linear recurrence equations involving
the different averages (M,,;M,,;). Their solution
leads to an exponential decay

Cln)=30(0.7)"" 1~ (0.5~ }/[1 = (0.7)7-1],

Finally, we estimate the desired enhancement factor
for crossed polarization to be about 1.5 by summing
over n the scalar m-scattering contribution weighted by
C(n). We thus understand the existence of a partial
coherent effect in the crossed configuration (the
difference between 1.3 and 1.5 is likely due to the vari-
ous approximations in our calculation).

In the present analysis, we have presented physical
arguments to explain the observed coherent back-
scattering peak in the albedo of disordered media.
This peak is the last coherence effect which survives in
the presence of complete disorder. It is built up by
constructive interferences in the random walk of light,
the same phenomenon responsible for the weak locali-
zationt of electrons in bulk impure metals. On the oth-
er hand, the particular peak line shape, valid for two
and three dimensions, is specific to the presence of an
interface and could not be obtained from bulk con-
siderations. It results from the addition of all contri-
butions of nth-order multiple scattering, and the tri-
angular singularity at =0 can be reached only in the
fimit of # going to infinity. Any process which intro-
duces a limitation in the order » of the multiple
scattering or in other words in the total length of the
random paths will round the peak. Finite-size confine-
ment, absorption of light, or modulation of the light
intensity are good candidates for these rounding
processes.'* Furthermore, since the peak line shape
gives direct information on the transport of light in a
random medium, an extension of this analysis towards
non-Euclidean random walks is of great interest and
will be reported in a forthcoming pubiication.!® These
considerations show the interest in this kind of experi-
ment and analysis for the characterization of random
media.
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6% is determined to be 19 wm by division of the experi-
mental scattering mean free path 2.8 um by the calculated
average of | —cosw, where w is the seattering angle for a sin-
gle latex sphere. A=0515 um is the vafue of the
wavelength in air, which accounts for the refraction at the
water-air interface.

"However, in two dimensions, the bulk low critical dimen-
sionality, one should also remormalize the diffusion con-
stant, taking into account the presence of the interface.

18This dependence must not be confused with that of the
recurrence probability in a three-dimensional bulk.
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Nous avons, dans celte thése, étendu le concept de localisa-
tion faible au probléme de la propagation des ondes en milieu désordon-
né, Dans ce cadre, nousg avons montré gue le phénoméne de localisation
est beaucoup plus général que son application aux systémes électromni-
ques ne le laisserait croire. C'est un effet caractéristique de 1a dif-
fusion multiple d'une onde sur une distribution aléatoire de centres
diffuseurs. Il est donc indépendant des caractéristiques de 1'onde
(statistique, dispersion, ...) et de celles du désordre {nature des sec-
tions efficaces) dans la mesure ol le probléme reste linéaire et la

diffusion multiple élastique.

Nous avons, de plus, montré 1'importance de la dimensionalité
d'espace. S5i les milieux unidimensionnels ne supportent que des modes
localisés (qui résultent de trés fortes interférences), conduisant a
un comportement singulier des coefficients de transport (oscillatioms,
imprédictibilité des valeurs moyemnes), par contre a trois dimensions
plus_eurs régimes sont atteints. Nous nous sommes, quant & nous, focalisé
sur la premiére correction associée au mécanisme d'interférence décou-
lant de la derniére symétrie existante : l'invariance dans le remverse-
ment du temps. Nous avons alors montré comment celle-cl, combinde 2 la
diffusion multiple, introduisait une anisotropie dans les sections ef-
ficaces de transport et de 12 une irréversibilité dans la mesure o,
partant de collisions isotropes, on peut aboutir & un systéme macros-—
copique pour lequel toute 1'intensité incidente se trouve réfléchie et
aucune énergie transmise. C'est 13 la situation extréme correspondant
# la transition de localisation pour laquelle nous avons étudié le com-
portement critique. Loin de la transition, nous avons prédit et analysé
cette anisotropie dans le cas de la lumiére se propageant dans un mi-
lieu semi-infini. La preuve expérimentale qﬁi en a été donnée et 1la
concordance obtenue avec les résultats théoriques établissent cet ef-

fet sur des bases solides.
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Enfin, l'originalité de notre approche réside peut-&tre plus
dans le champ des possibilités qu'elle offre, dii & la pureté du phéno-
méne étudié. Dans le régime perturbatif, ol seul 1'effet cohérent est
pertinent, elle permet une caractérisation optique de milieux désordon~
nés plus précise que celles généralement employées ol justement la dif-
fusion multiple constitue un obstacle. Elle permettrait de plus une
étude de la transition de localisation pure, qui se trouve masquée
dans les systémes électroniques par l'extrBme importance que prennent
les interactions coulombiennes. Notra approche avec des ondes classi-
ques, et plus partiguliérement la lumiére, comstitue une possibilité
intéressante pour tester précisément la validité de la comjecture de
la  bande des quatre. De plus, on devrait pouvoir sceller le sort du
cas d = 2, ol l'existence d'importantes fluctuations analogues a celles
observées @ d = 1 peut remettre en question 1'aypothése d'dchelle et
peut amener 3 premdre en compte d'autres moments dans la orocddure de

renormalisation.

Enfin, 1l'existence d'effets anharmoniques s'ajoutant a la lo-
calisation faible des phonons semble 8tre une voie prometteuse dans la
caractérisation des anomalies de basse température constatées dans les
verres. Sa concrétisation passe néammoins par une analyse soigneuse du
diagramme de phase désordre—interaction gui nécessite d'aller au-deld

de simples développements de perturbation.

Finalement, ne doutons pas que les aspects fascinants de la
physique des systémes désordonné@s ne conmstituent # 1'avenir une source

constante de surprises.
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Résumé

Cette thése prdsente une étude thdorique de quelques
phénoménes de la matidére condenséde lids d la propagation d'on-
des en miliew désordormd. Ceux-ci font intervenir deux quantités
elés : La phase de 1'onde et la dimensionalité de 1'espace on
elle se propage.

Dans le cas des systémes uni- et bidimenstommels, les
ondes subissant des collisions multiples élastiques interférvent
fortement et conduicent & des modes propres exponentiellement
localisds. Nous avons dtudié Leur structure sur un modéle parti-
culier de potentiel incommensurable et caractéricé plus généra-
Lement le transport des phonons et des électrons dans les sys-
témes unidimensionnels désordonnds. La conductance de ces sys-
témds failt apparattre un comportement universel & basse tempé-

“rature et des "fluctuations géantes” d plus haute température,
Celleg-ci révélent 1l'exiréme sensibilité des coefficients de
transport macroscopiques d la distribution microscopique du dé-
sordre.

- En dimensions 2 et 3, nous avons mis en évidence pour
les phonons un rdgime de localisation faible. Celui-ci, combind
aux effets d'anharmonieité, prédit 1'existence d'un seuil en tem-
pérature pour lequel le libre parcours moyen des phonone décroit
fortement tandis que la demnsité d'états diverge. Un tel compor-
tement ast réminiscent des propriétés anormales des verves d
basse tempdrature.

Finalement, nous avong obtenmu d'une fagon générale la
localisation faible des ondes & partiv d'une théorie de diffu-
ston multiple cohérente, Ceci conduit 4 prédire une augmenta-
tion de la section efficace différentieile dans la divection de
rétrodiffusion qui se manifeste par une correction & la constan-
te de diffusion et par une valeur deux fois plus grande de 1'in-
tensité réfléchie dans un olne d'ouverture AL autour de la di-
rection d'incidence, Ce phénoméne confirmé erpérimetnalement est
analysé de fagon détaillée et conduit & une expression analytique
de la forme de raie ainsi qu'd la prédiction d'effets lids 4 1'ap-
sorption, d la fréquence et au caractére fractal de certains mi-
Lieux désordomnds.

Mots clés : Localisation d'dnderson - Propagation d'ondes - Trans-
port dans les systémes désordonnés - Effets d'interférence -
Fluctuations géantes - Systéme incommensurable - Phonong -
Anharmonicité - Verves - Diffusion multiple de la lumidre -
Renormalisation - Marche aléatoive dans un milieu semi-infint.






