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Motivation et organisation de la

thése

La turbulence hydrodynamique pleinement développée pose encore beaucoup
d’énigmes aux physiciens, alors qu’on connait depuis longtemps les équations la gou-
vernant. L’extréme complexité de ce probléme se refléte dans la diversité des ap-
proches tentées pour 'aborder. Certaines se concentrent sur les aspects statistiques
et cherchent & interpréter les lois d’échelles anormales exhibées par les fonctions de
structure d’ordre élevé de la vitesse. D’autres essayent de comprendre les fluctuations
intenses et intermittentes présentes & petite échelle dans 'écoulement en termes de
dynamique de structures cohérentes. Mais le lien entre ces deux aspects est encore
loin d’étre élucidé et il faut se contenter pour l'instant de modéles phénoménolo-
giques. Parmi ceux-ci, les modéles en couches ont pu constituer ces derniéres années

une sorte de banc d’essai pour de nouvelles idées.

L’objet de cette thése est de prolonger des efforts tentés par le passé, pour déga-
ger les “atomes” responsables de l'intermittence des modéles en couches et de batir
A partir d’eux une théorie statistique effective. La tache est rendue plus facile dans
le cadre de ces modéles 4 nombre de degrés de liberté réduits car, contrairement au
cas de I'équation d’Euler, Pexistence (et 'unicité) de solutions type structures singu-
liéres auto-similaires sont établies pour la dynamique inviscide. Précisons ici le sens
donné au mot “structure” : elles n'ont pas d’extension spatiale, car toute information
sur 'organisation géométrigque de ’écoulement a disparu dans la schématisation des
équations du mouvement sous forme d’une dynamique unidimensionnelle et discréte.

Leur cohérence est seulement temporelle et elles nous renseignent sur les modes de
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transfert de l'activité des grandes vers les petites échelles. Mais il a été prouvé que ces
structures sont modiﬁées par I'environnement turbulent dans lequel elles évoluent,
lorsqu’on tient compte de la dissipation. Nous avons essayé d’évaluer cet effet & partir
d’une modélisation stochastique des fluctuations aux petites échelles. Dang la méme
optique, et toujours pour des modéles en couches, nous nous sommes aussi intéressés
au probléme du transport d’une guantité scalaire (telle que la concentration d’un
polluant) par un écoulement turbulent. Le champ de vitesse est ici choisi comme un
bruit blanc gaussien, suivant les prescriptions du modeéle de Kraichnan qui a servi
récemment de cadre aux avancées les plus décisives concernant la compréhension du
phénoméne d’intermittence.

La theése s'articule suivant quatre chapitres, de longueurs trés inégales :

Le premier chapitre commence par un rappel succinct des principaux résultats
connus pour la turbulence pleinement développée des écoulement incompressibles
tri-dimensionnels et pour 'advection d’un scalaire passif. En particulier, nous insis-
terons sur le formalisme multifractal car il est & la base du lien entre les propriétés
statistiques et dynamiques étudiées par la suite. Puis, nous présenterons les modéles
en couches qui constituent le cadre exclusif de ce travail. Enfin, nous exposerons les
résultats des statistiques concernant des structures identifiables dans ces modeles, ex-
traites de simulations numeériques & trés grand nombre de Reynolds, qui constituent
les données exprimentales auxquelles sera confrontée une théorie effective développée

dans le chapitre suivant.

Ce deuxiéme chapitre est consacré a une analyse semi-classique du modéle GOY,
vu comme la superposition de structures de type pics localisés et d’un fond tur-
bulent gaussien et delta-corrélé en temps. Dans la limite de bruit de faible largeur,
nous proposons une méthode itérative qui nous permet de capturer les solutions rares
mais capables de dominer cependant les statistiques. Le succés de cette démarche
est mitigé. Nous avons réussi & résoudre une dynamique de Langevin non-linéaire
& grandes dimensions, et ce résultat peut avoir une portée plus générale. Mais lors-
qu’on calcule les distributions de probabilités des différentes structures singuliéres

ainsi mises & jour, 'accord avec les expériences reste d’ordre qualitatif, au moins en
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ce qui concerne le régime intermittent de la zone inertielle atteint asymptotiquement

dans la limite des nombres de Reynolds infinis.

Le troisiéme chapitre constitue une ouverture pour tenter de comprendre les phé-
noménes de duplication des structures, & mesure qu’elles progressent vers les petites
échelles, et qui sont & l'origine des propriétés d’intermittence trés marquées du mo-
déle GOY . Ceci se manifeste par une prolifération des pics d’activité dans le signal
du flux d’énergie mesuré sur le modéle GOY lorsque Pon sonde des échelles de plus
en plus petites. Il y a une grande différence dans les résultats statistiques sur la dis-
tribution de ’amplitude de ces pics si on cherche & suivre pas 4 pas des structures
ou au contraire si 'on se concentre uniquement sur les pics les plus intenses (sans
lien de causalité) dans une fenétre de temps donnée. Nous montrons qu’il est pos-
sible de rendre compte de cet écart en supposant qu’a chaque étape de la cascade
une structure a une possibilité, tirée aléatoirement, de se dupliquer ou non, et en
imaginant que ces différents événements forment un arbre dans ’espace des échelles

et des temps.

Le dernier chapitre concerne la version en couches du modeéle de Kraichnan pour
I'advection d’un scalaire passif par un champ de vitesse aléatoire. De profondes analo-
gies avec la dynamique stochastique étudiée au chapitre 2 nous ont 4 nouveau permis
d’identifier des structures auto-similaires, produites par des réalisations particuliéres
du bruit, de poids gaussien optimal. Nous pouvons comparer les exposants d’échelle
des fonctions de structure du scalaire avec celles issues de simulations numériques
préexistantes dans la littérature. Nous trouvons un bon accord en ce qui concerne

les exposants d’ordre élevé, pour lesquels notre approche est la plus légitime.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Phénoménes d’intermittence en turbulence hydrody-

namique

1.1.1 Dynamique de Navier-Stokes

L’évolution du champ de vitesse u d'un fluide incompressible est gouvernée par
les équations de Navier-Stokes :
{ Bu+ (u- V)u = —1Vp+viu,
V-u=10

(1.1)

Une fois données les conditions initiales et les conditions de bord, I'écoulement
ne dépend plus que d’un unique paramétre de contréle, le nombre de Reynolds défini

selon :

ou U désigne une fluctuation de vitesse caractéristique sur une longueur L, typique
de la taille du systéme, et v la viscosité cinématique du fluide. C'est cette propriété de
similitude qui permet de comparer les expériences de tailles trés différentes, comme
celles réalisées sur ’air dans de grandes souffleries ou avec de 'hélium dans de petites
cellules.

Ce parameétre constitue une mesure de l'intensité relative des effets non-linéaires
qui combinent les forces d’inertie avec celles de la pression, par rapport aux effets vis-

queux. Il est bien connu que les effets non-linéaires ont tendance & &tre déstabilisant,

13




14 Chapitre 1. Introduction

en provoguant la croissance des inévitables perturbations qui viennent se superposer
4 un écoulement, tandis que la dissipation les fait relaxer.

Ainsi, pour les faibles nombres de Reynolds, les fluides ont des mouvements lami-
naires et réguliers parfaitement prédictibles. A I'opposé, pour les trés grands nombres
de Reynolds, les fluides présentent des mouvements turbulents, caractérisés par un
désordre tant sur le plan temporel que spatial. On distingue toutefois encore des
sortes de structures, ou de tourbillons, auxquelles on associe une échelle spatiale
7, concept trés important dans '¢tude de la turbulence. Il ne s’agit pas & propre-
ment parler de véritables formes géométriques, mais plutét de régions de lespace
sur lesquelles la vitesse varie de fagon significative. Pour les plus grands nombres de
Reynolds accessibles dans les expériences, il existe plusieurs décades entre les échelles
des grandes structures, les plus instables, et celles des plus petites, ou la dissipation
contrebalance les non-linéarités.

Afin de se concentrer sur le désordre & un instant donné et de se débarrasser
d’'un courant moyen d’advection des structures, on s’intéresse aux incréments de
vitesse : dpu(z,t) = u(z + r,t) — u({z,t). Bien que déterministe, ce signal a une
allure stochastique qui justifie une description statistique et les quantités étudiées

sont les moments! d’ordre p :
Sp(r) = ((éru(z,1))"). (1.3)

La transition vers le chaos spatio-temporel a lieu pour un nombre de Reynolds qui
{farie d’un écoulement & un autre, selon leur géométrie, mais qu’on situe généralement
dans une fourchette allant de 1 & 102, Elle s’étudie naturellement avec les outils
développés dans le cadre des systémes dynamiques, bien adaptés lorsqu’un petit
nombre de modes instables entre en jeu.

Lorsque le nombre de degrés de liberté devient trés grand, ce type d’approche
n’est guére efficace pour décrire la turbulence directement & partir des équations de
Navier-Stokes. En revanche, on pourrait espérer gagner sur un autre tableau, celui

de la mécanique statistique. Si la diminution de la viscosité v s’accompagnait d’une

'il s’agit de moyennes d’ensemble, mais dans le cadre d’une turbulence stationnaire et homogéne

du point de vue statistique, elles coincident avec des moyennes temporelles et spatiales.
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disparition du taux de dissipation moyen :
e = v{(Vu)?), (1.4)

on attendrait un spectre d’équipartition en E(k) ~ k% pour la densité d’énergie
cinétique E(k) des modes de Fourier de norme k. Mais les expériences montrent que
E(k) évolue avec une loi de puissance proche de E{k) ~ k%% et que le taux de
dissipation garde une valeur finie. Ceci est dt au fait que des échelles toujours plus

petites entrent en action a mesure que 'on augmente le nombre de Reynolds.

Corrélativement, un régime statistiquement stationnaire ne peut étre atteint que
si de I’énergie est injectée en permanence au systéme et on en rend compte au niveau
de Péquation de Navier-Stokes en ajoutant un terme de forgage f(z,t). Générale-
ment, cet apport externe a lieu & grande échelle, notamment & travers le cisaillement
exercé dans les couches limites, puis cette énergie cinétique est transférée de maniére
conservative vers les petites échelles sous Deffet de distorsions et de déstabilisations
successives de tourbillons en tourbillons de taille plus petites mais néanmoins compa-
rables, jusqu’s atteindre les échelles on le frottement visqueux la dissipe sous forme
de chaleur. Le taux de dissipation {1.4) est donc égal au taux d’injection d’énergie
par les forces extérieures et au taux de transfert par les non-linéarités. On a coutume
de désigner sous le nom d’échelles intégrales (r > L) et d’échelles dissipatives (r < n)
I’amont et I’aval de cette “cascade d’énergie”, décrite initialement par Richardson en

1922. Entre les deux se situe la zone inertielle L >»> r > n.

La propriété de localité de la cascade vis-a-vis des échelles implique que les mou-
vements des petites structures sont indépendants des grandes et ont perdu la mémoire
des mécanismes de production de la turbulence. Ainsi loin des bords, les symétries
permises par 'équation de Navier-Stokes et brisées au cours des bifurcations menant
au chaos, peuvent étre rétablies statistiquement pour les trés grands nombres de
Reynolds et on parle alors de turbulence “pleinement développée”. A partir de telles
considérations, Kolmogorov [43] a élaboré une théorie en 1941 qui reste la grande
référence des recherches actuelles. En s’appuyant sur des hypothéses d’homogénéité

et d'isotropie et sur la valeur finie du taux moyen de dissipation, il a prouvé que les
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moments d’ordre 3 des incréments de vitesse (longitudinaux) vérifient :
4
S3(r) = —ger pour f<Kr< L. (1.5)

Cette loi des 4/5 constitue le test de contréle de toute nouvelle théorie. Kolmogorov

est allé plus loin et a prédit le comportement des autres moments :
Sp(r) = CpeP/3pPl3 (1.6)

ol les constantes O sont censées étre universelles, ainsi que que la forme du spectre
en 5/3 déja évoqué. Ces derniers résultats reposent sur une hypothése supplémentaire
d’auto-similarité. Nous y reviendrons au début de la section 1.1.3, mais cela revient
a dire que toutes les étapes de cascades sont identiques d’un point de vue statistique
dans la zone inertielle. Au prix d’une renormalisation, les densités de probabilités
associées aux incréments de vitesse ne doivent pas évoluer avec les échelles.

Dimensionnellement, on peut déduire les propriétés suivantes :

- I'écart-type de la vitesse d'un tourbillon & 1’échelle r diminue trés vite le long
de la cascade selon 8,u ~ rl/3,

- il y a une accélération des temps caractéristiques de retournement, dont Pordre
de grandeur est donné par 7, ~ r/u ~ r2/%,

- le cisaillement augmente au contraire trés rapidement comme §pu/r ~ r2/3,

Pourtant 'hypothése d’invariance d’échelle sous-jacente & la théorie K41 est re-
mise en cause par des phénoménes d’intermittence : aux petites échelles, les fluctua-
tions de grande amplitude par rapport & 1’écart-type deviennent bien plus probables
que pour les statistiques quasi-gaussiennes du sommet de la zone inertielle, ce qui
en termes images, se traduit par une remontée des ailes des histogrammes associés
aux incréments de vitesse. Parallélement les zones de calme se trouvent renforcées
aussi. Ainsi l'activité se concentre-t-elle spatialement au fur et 4 mesure qu'elle est
transférée vers les petites échelles.

D’autres variables adéquates pour mettre en évidence I'intermittence spatiale
sont les fonctions de structure d’ordre p > 3 élevé qui donnent davantage de relief

aux éléments les plus rares. Elles gardent 1’allure de lois de puissance : Sp(r) ~ r,
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mais leurs exposants différent de ceux prévus par Kolomogorov par des corrections
¢p — /3 < 0, comme il a été observé expérimentalement par Anselmet et al [3]-

Mais jusqu'a maintenant, il n’existe pas de théorie permettant le calcul des ex-
posants anormaux & partir de 'équation de Navier-Stokes. La difficulté essentielle
réside dans un probléme de non-fermeture des équations d’évolution des corrélations
d’ordre p, qui font intervenir les fonctions de corrélations d’ordre p + 1.

Une autre difficulté sur le plan théorique est de traiter les structures telles que
les nappes ou les filaments de vorticité qui ont tendance & apparaitre aux petites
échelles dans les écoulements a grands Reynolds, comme le révélent & la fois les si-
mulations numériques {64, 61] et les expériences [22]. Toutefois, il faut reconnaitre
que le réle joué par ces structures {en particulier les filaments de vorticit¢ qui cor-
respondent & des événements trop rares pour avoir une importance statistique [1])

dans les propriétés d’intermittence inertielle reste controversé, bien qu’intuitif,
q

1.1.2 Advection d’un scalaire passif

On retrouve la méme problématique lorsque 'on s’intéresse au transport par un
écoulement turbulent d'une quantité scalaire, qui ne joue pas de réle moteur dans
la dynamique du fluide. En raccourci, on parle du probléme du scalaire passif qui
peut étre, selon le contexte, la concentration d’un polluant ou bien la température,
lorsque les effets de convection sont négligeables.

La dynamique du scalaire # est gouvernée par une équation d’advection-diffusion
Wb +u-00=rA0+f, (1.7)

ot le champ de vitesse u est solution des équations de Navier-Stokes, f désigne une
source externe, et & la diffusivité moléculaire. On peut toujours absorber le terme
—u - V{#(x,t)) au niveau du terme de source f, afin que  représente directement
une fluctuation de la quantité scalaire considéré.

De la méme maniére, on ’intéresse aux incréments du scalaire entre deux points :
dpb(z,t) = 8{z + 7,t) — 8(=,t). Lorsque la viscosité et la diffusion? sont suffisamn-

ment faibles, une cascade combinant 1'énergie cinétique {u?) du fluide et la variance

cette condition est remplie si un autre paramétre sans dimension, le nombre de Péclet, est

grand : Pe = LU/x » 1.




18 Chapitre 1. Introduction

(6%} du scalaire peut avoir lieu sur plusieurs décades d’échelles. Dans ce contexte,
Obukhov [53] et Corrsin [18] ont généralisé la théorie K41 et ils ont de nouveau prédit
un spectre en —5/3 pour le scalaire passif et des lois de puissance pour les moments

d’ordre p données par :

(6:0)7) ~ i 2e?/0yw/3 (1.8)

olt g = k((V8)?) représente le taux de dissipation de la variance du scalaire.

Mais, comme pour le champ de vitesse, on constate des effets d’intermittence sur
le champ du scalaire passif, qui se traduisent par I’évolution de la forme des distri-
butions de probabilité associées a 4,6 le long de la zone inertielle et par 'existence
d’exposants anormaux des moments d’ordre p, pour p > 2 [4].

Mais ces phénoménes ne se déduisent pas directement du champ de vitesse et ils
semblent intrinséques & 1'équation 1.7 car 'intermittence apparait de maniére encore
plus prononcée pour ce qui concerne le scalaire passif. Cela a été suggéré notamment
par Ruiz-Chavarria et ol [59] qui ont comparé les exposants des moments de vitesse
et de température et ont trouvé que les anomalies sont bien plus fortes dans le
second cas. Mais surtout Kraichnan [47] a montré récemment qu’un champ de vitesse
stochastique non intermittent est capable de produire des anomalies au niveau du
scalaire qu'’il transporte. II avait auparavant [46] introduit ce modéle qui porte son
nom pour s’affranchir des problémes de non-fermeture qui se pose pour I’équation
(1.7), tout comme pour I’équation de Navier-Stokes. Dans le modéle de Kraichnan,
le champ de vitesse déterministe u est remplacé par un signal aléatoire, delta-corrélé
en temps, gaussien et dont le spectre suit une loi de puissance E(k) = k~1¢,

Ce modeéle a depuis fait 1'objet de nombreux travaux et pour la premiére fois des
exposants anormaux ont pu étre dérivés directement 3 partir de I’équation originelle.
Mathématiquement, 'intermittence trouve sa source dans ’existence de modes zéros,
solutions particuliéres des équations aux dérivées partielles auxquelles obéissent les
fonctions de corrélations d’ordre p du scalaire, présentant des dimensions d’échelles
dépendant de Pordre p considéré de maniére non linéaire. En général, ces équations
ne sont pas solubles et on ne peut construire explicitement ces modes zéros qu’en
se plagant au voisinage de situations limites o les corrections intermittentes dis-

paraissent et la statistique reste gaussienne (grande dimensionalité [16], champ de
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vitesse extrémement irrégulier £ — 0 [31], ou au contraire lisse pour la limite plus
délicate £ — 2 [38]) et en mettant en oeuvre une théorie de perturbations. Toutefois
on constate que le rayon de convergence de ces calculs perturbatifs décroit rapide-
ment avec 'ordre du moment calculé. Aussi, d’autres approches [15, 7], basée sur
un formalisme d’instantons sur lequel nous aurons I'occasion de revenir longuement,
ont été tentées pour prédire le comportement asymptotique des moments d’ordre
tros élevé, dans la limite de grande dimension. En particulier, une saturation des
exposants {, vers une éonstante est attendue.

Sur le plan numérique, ces résultats sont validés par des calculs récents [28, 29]
utilisant une représentation Lagrangienne des trajectoires. La saturation est inter-
prétée en terme de structures quasi-discontinues identifiées dans les simulations nu-
mériques [23], pour lesquelles des variations du scalaire caractéristiques de 1'échelle
intégrale se retrouvent concentrées sur des échelles trés petites®. Comme des struc-
tures équivalentes ont aussi été visualisées tant numériquement [58] qu’expérimen-
talement [65, 66] pour le vrai probléme du scalaire passif, il est permis de penser
qu'une bonne partie de la physique est correctement appréhendée par le modéle de

Kraichnan.

1.1.3 Une image multifractale

L’éguation de Navier-Stokes dans la limite inviscide est invariante sous un nombre
infini de transformation d’¢chelles : (¢, &, u) — (A 7"¢, Az, APu), ott I'exposant h est
arbitraire. Dans la théorie K41, un unique exposant h apparait car une invariance
globale d’échelle globale est présumée. La valeur A = 1/3 se déduit ensuite du fait
que le taux de dissipation d’énergie reste fini et uniforme dans la limite des trés
grands Reynolds. _

Mais 'hypothése selon laquelle la turbulence est globalement auto-similaire est
remise en cause par les phénoménes d’intermittence. Plus on sonde de petites échelles,
plus 'activité semble localisée spatialement et diverses approches ont conduit 4 pen-

ser que ces régions avaient un caractére fractal. Parisi et Frisch [57] ont alors suggéré

}dans le formalisme introduit dans la section suivante, ces structures correspondront 4 un expo-

sant de singularité hAmin = 0 pour les incréments du scalaire.
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qu'une gamme continue d’exposants [Amin, hmee] est présente et que h fluctue en
différents points du fluide. Dans leur description initiale, les exposants k sont reliés
a des singularités du champ de vitesse &,u(z) ~ r* qui se concentrent sur des en-
sembles fractals @ € S(h) C R® dont la dimension de Hausdorff, notée d(h), varie
avec h.

La probabilité de trouver un exposant kb dans une sphére de rayon r diminue
donc avec I'échelle comme P,(h) ~ r3~%") et on peut en déduire le comportement

des moments d’ordre p en écrivant :
S, = (OruP) ~ f du(h) rPRr3=d(h) (1.9)

ou dy:(h} représente le poids statistique de chaque exposant. Dans la limite des petites

échelles, un argument de point-col conduit finalement & :
Cp =n}1in[ph+3—d(h)] (1.10)

Ainsi les exposants ¢, sont-ils reliés par une transformation de Legendre a la codi-
mension fractale c(h) = 3 —d(h) des ensembles S(h). Si c(h) est convexe, cela assure
une correspondance univoque entre les deux, et permet de retrouver la non-linéarité

des courbes (;, = f(p).

Pour étre compatible avec “la loi des 4/5”, la fonction ¢(h) doit en outre vérifier
(3 = 1. Notons au passage un résultat important par la suite : la singularité la plus
forte impose le comportement asymptotique des exposants d’échelles des exposants

Cp- On trouve en effet que ¢, ~ phpyr, pour p — oo.

Nous avons choisi de présenter le formalisme multifractal dans sa version originale
[57], mais depuis, d’autres descriptions en ont été données, qui reposent sur les deux

points sutvants :

* En toute rigueur, d(h) ne peut étre interprétée comme une dimension fractale
que si des singularités peuvent apparaitre en un temps fini dans la limite des trés
grands Reynolds. Or cette guestion n’est toujours pas tranchée a propos de ’équation

d’Euler en trois dimension, ce qui a amené 4 une reformulation purement probabiliste
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du modéle multifractal (voir 'ouvrage de référence [26]) sans avoir & invoquer des
réalisations individuelles du champ de vitesse. Dans le cadre des modéles étudiés

dans cette thése, il n'y ancune ambiguité car ce type de solutions existe.

e Le formalisme multifractal sert aussi & décrire les fluctuations du taux de dis-
sipation d’énergie local €,4.(7) moyenné sur une sphére de rayon r. Historiquement,
c’est dans ce contexte que l'intermittence a été expliquée en termes de processus
multiplicatifs aléatoires (voir Monin et Yaglom [52]), dont le caractére fractal a été
démontré ensuite par Mandelbrot|50]. Nous allons en donner une description sim-
plifiée et bréve, car ils permettent une interprétation différente de la fonction c{h).
Par souci de cohérence avec les grandeurs que nous étudierons dans cette thése, nous
revenons pour cela A des variables relatives & la zone inertielle (incréments de vitesse

et taux de transfert d’énergie).

lien avec la théorie des grandes déviations

Le principe des processus multiplicatifs aléatoires est de décomposer la cascade
d’énergie en une série d’étapes décorrelées les unes des autres au cours desquelles des
“tourbillons péres” se déstabilisent en “tourbillons fils” de pius taille plus petite, mais
voisine. Les générations successives de tourbillons ont des échelles rp, = ro/2" ot 1y
désigne l'échelle intégrale. Avec ce choix arbitraire de rapport d’aspect, le nombre
de tourbillons croit & chaque étape d'un facteur 8 et pour une échelle donnée, leur
intensité caractéristique {écart-type des incréments de vitesse du, = &,,u) fluctue.
On leur associe individuellement une variable e, = Ju}/ 3 /Tn qui correspond, d’un
point de vue dimensionnel, au flux d’énergie.

Mathématiquement, on traduit le caractére accidentel des mécanismes du trans-

fert énergétique supposé local et statistiquement invariant d’échelle, par la relation :
en = WoWn_1..Wieg (1.11)

on les facteurs W; désignent des variables aléatoire strictement positives, indépen-
dantes et identiquement distribuées. De plus la constance du flux d’énergie moyen

implique que (W) = 1.
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Les exposants des fonctions de structures s’obtiennent ensuite sans difficulté

commie :

p =p/3 —log, (WP/3), (1.12)

ot (.} désigne la moyenne sur la distribution des ;.

Le lien avec la théorie des grandes déviations nécessite de faire apparaitre la
somme de n variables aléatoires normalisées par n. Dans le contexte de Ia turbulence,

on 'exprime sous la forme :
1 b
Sp=——> log, W;, 1.13
n n ; 0ga Wi ( )

— 5,
de sorte que e, = ¢y rpn.

D’aprés le théoréme limite centrale, les déviations de S, de 'ordre de 0(1/4/72)
autour de la valeur moyenne (log W) ont une distribution gaussienne dans la limite
7 — 0o. Pour des écarts plus grands, de Pordre de 0(1), cette description n’est plus
correcte et le théoréme des larges déviations assure que la probabilité de trouver S,

proche d'une valeur de z arbitraire se comporte comme :
P(Sy ~ z) ~e™@) _ (1.14)

ol s{z} est une fonction négative connue sous le nom de fonction de Cramér. Or ce
sont précisément ces événements trés rares qui sont impliqués dans le phénoméne
d’intermittence.

On peut & ce niveau établir la correspondance avec le formalisme multifractal
rappelé précédemment. En effet, la probabilité figurant dans (1.14) peut se réécrire
en fonction de I’échelle sondée comme P(S, ~ z) ~ 1y *(=)/1082 ot ot associee & des

1 . .
rf,(fH )/ % La co-dimension

réalisations des incréments de vitesse du,, ~ (enrn)l/ 3~
c(h) de Pensemble fractal S(h) n’est autre que la fonction de Cramér, & un terme

multiplicatif prés : ¢(h) = —s(3h — 1)/log 2.

L'un des buts ultimes des études de la turbulence est le calcul de la fonction ¢(h)
supposée universelle, tout comme les bornes hmin €t Amez. Néanmoins, il n’existe

pas encore de théorie capable de la déduire directement & partir des équations de
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Navier-Stokes et jusqu’a maintenant, son évaluation repose sur des arguments phé-
noménologiques, qui ont recours 4 diverses hypothésges sur la forme de la fonction de
distribution de log W (distribution gaussienne et permettant de retrouver le modéle
log-normale de [44, 54], distribution dichotomique pour le modéle 8-aléatoire [10], ou
bien encore distribution poissonnienne pour le modele de She-Léveque [62]). I a été
ainsi possible de reproduire la courbure des fonctions ¢, obtenue expérimentalement
jusqu’a des valeurs plus ou moins élevées de U'ordre p.

Tout au long de cette thése, nous nous concentrerons sur la détermination de
la fonction ¢{h) a partir de structures singuliéres préalablement identifiées, dans le
cadre restreint de systémes dont la formulation évoque les processus multiplicatifs
aléatoires, mais qui a la base, sont déterministes.

Enfin, 'ensemble du formalisme a été décrit pour le cas de la turbulence de
Navier-Stokes, mais peut étre adapté & pour expliquer l'intermittence d’un scalaire

pagsif.

1.2 Une voie plus simple : les modéles en couches

Les processus de cascade d’énergie peuvent é&tre abordés de facon plus simple
grice & des systémes de type hydrodynamique introduits dés le début des années
70 par 1'école russe, puis redécouverts par Siggia. Il s’'agit cette fois de systémes
déterministes comportant un nombre réduit de degrés de liberté, ce qui présente
deux avantages :

- ils permettent des simulations numériques correspondant & des nombres de
Reynolds beaucoup plus élevés que ceux accessibles pour I'équation de Navier-Stokes,

- ils peuvent &tre analysés avec les outils développés dans le cadre des systémes
dynamiques (bifurcations, spectre de Lyapunov, attracteurs...).

Ces modéles ont e un grand regain d’intérét ces dix derniéres années, en raison de
leur aptitude a reproduire les lois d’échelles anormales observées dans les écoulements

incompressibles tridimensionnels.

Le principe est de représenter Pespace de Fourier suivant des échelles concen-

triques emboitées les unes dans les autres, de rayon k, = ky@Q". A chaque couche
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{(kn < |ik|l < kn—1) est associée une variable réelle ou complexe u,(t), censée &tre
un mode de Fourier caractéristique des flutuations de la vitesse d.u sur des échelles
r ~ 1/k,. Le rapport d’aspect Q est arbitraire et usuellemnent choisi comme Q = 2.
Afin de mimer I’équation de Navier-Stokes, I’évolution temporelle de la variable
un () comporte les caractéristiques suivantes :
i) le terme linéaire est purement dissipatif et est décrit par —vk2uy,.
ii) le terme non-linéaire d’advection est une combinaison de la forme &yt tnr
iii) en I’absence de for¢age et de dissipation, le modéle doit conserver 1’énergie
cinétique :

B=2 Y luaf? (1.15)

iv) les interactions entre échelles sont limitées aux proches voisins (n’ et n valent
nt1lount?2)

Si les propriétés i), ii), iii) sont également valides pour Péquation originale de
Navier-Stokes exprimée dans l’espace de Fourier, en revanche la propriété iv) résulte
d’une hypothése de localité pour 'interaction entre les différents modes (par analogie
avec I'image de Richardson selon laquelle la cascade d'énergie est assurée par toute

une hiérarchie de tourbillons).

Dans une représentation vectorielle que nous adopterons souvent par la suite, la

dynamique des modéles en couches se retranscrit suivant :

‘2—1:+D=N[u]+f'. (1.16)

Dans I'équation ci-dessus, le vecteur u a pour n*™¢ composante la variable wy, (t). F
est le terme de forgage aux grandes échelles et on le fait généralement agir seulement
sur la premiere couche, c’est-d-dire F,, = fdg,; D est le terme de dissipation et
d’aprés i), Dy, = —vkZu,; N[u] est un noyau non linéaire, avec des coefficients
permettant de réaliser la condition iii).

Dimensionnellement, on peut identifier le nombre de Reynolds comme Re =
1/ IIW , tandis que la couche dissipative, évaluée avec les hypothéses de Kolmo-

gorov, vaut :
__ 3 log Re

ng = 050 - (1.17)
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On peut ainsi distinguer le domaine inertiel comme ’ensemble des couches d’indices
0 < n <« ng. Le nombre de couches est théoriquement infini, mais en pratique, dans
les simulations numériques, on se restreint 4 un nombre N excédant ny de quelques
unités (typiquement N est compris entre 20 et 30). Précisons aussi que les conditions
de bord sont fixées telles que : u; =0 pour i = -2, -1, N, N + 1.

Notons que cette dynamique unidimensionnelle et discréte perd toute trace d’in-
formation sur 'organisation géométrique de I’écoulement. Il est donc difficile d’établir
un lien direct entre les structures que nous étudierons dans ce manuscrit et les struc-
tures spatiales couramment observées en turbulence. Il n'est cependant pas exciu
que les propriétés locales de 1’étirement soient correctement appréhendées par les
modéles en couches.

Enfin mentionnons que les modéles en couches sont utilisés pour reproduire
d’autres dynamiques turbulentes que celle de Navier-Stokes. Nous verrons notam-

ment le cas de l'advection d’un scalaire passif au chapitre 4.

1.2.1 Présentation du modéle GOY

Le modéle en couches le plus étudié est sans doute le modéle GOY, baptisé ainsi
par référence 4 Gledzer [34] qui 'a introduit, Ohkitani et Yamada [55] qui l'ont
ensuite reformulé pour des variables complexes et en ont proposé la premiére étude

numérique. Le noyau non-linéaire s’écrit alors :

1-¢ .
Np[u] = kp | ——tn_1tn_o + e _1uzy) = QupyiUn o - (1.18)

Q

La contrainte de la conservation de ’énergie dans la région inertielle laisse un
paramétre arbitraire . Plus il est faible, plus le transfert d’énergie des grandes aux
petites échelles (assurés par le couplage w)_jur_,) est efficace.

On vérifie que, dans la région inertielle, I’énergie cinétique obéit & un principe
de conservation locale en déduisant de (1.18) que I'énergie cinétique By, = 1/2|u,|?

portée par la couche d’'indice n évolue suivant Péquation :

dE
dtn = en — €ni1 (1.19)
ou ¢, s'interpréte comme le flux d’énergie entrant dans la couche n et vaut :
1—¢
€En &= kn% |:'Uanu'n—]_ (Tun_z + 'U.-n_}_l)] 3 (1-20)




26 - Chapitre 1. Introduction

R désignant la partie réelle.

Le paramétre ¢ permet aussi de discerner 2 classes de modéles GOY :

-ceux adaptés & I'étude des cascades directes d’énergie typiques de la turbulence
3D, pour lesquels des spectres d’énergie en ky 5/3 ont été mis en évidence (voir par
exemple [55]).

- ceux adaptés a I'étude des cascades directes d’enstrophie propres & turbulence
2D, avec des spectres d’énergie en k3 [70].

Cette distinction est a relier 4 la dépendance en ¢ d’une seconde quantité qua-

dratique conservée par le terme non-linéaire :

1 1 \"
=55 (o2g) k' (1.21)

dont on peut trouver un équivalent dans les vrais écoulements.

En effet, en dimension 3, 'équation d’Euler conserve I’hélicité moyenne

H:%/ffu-(\?xu)dr?’ (1.22)

qui est une quantité non positive, comme W5 pour € < 1.
En dimension 2, H disparait, mais comme les vortex n’ont plus la possibilité de

s’étirer, un second invariant prend la place. Il s’agit de 1’enstrophie moyenne
1
Q=3 //W x u|? dr?, (1.23)

positive comme Wy pour £ > 1.
Néanmoins, les modeéles de type 3D semblent plus raisonnables, car ils donnent

des résultats qualitatifs beaucoup plus proches de la réalité.

1.2.2 Reésultats divers

Nous allons rappeler bri¢vement les principaux résultats des études dynamiques
et statistiques réalisées sur les modeles en couches, dont on peut trouver une revue

exhaustive dans le livre de T. Bohr et al [14].

e Par construction, ces modéles possédent un point fixe de type Kolmogorov :

un = kY 3g(n), (1.24)
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oil la fonction g(n) est de période trois, & cause d’une invariance de jauge présente
dans ce probléme. En effet la dynamique est inchangée (3 un déphasage du forgage
prés) par la transformation u,(t) — €™y, (t), telle que les #(n) vérifient la relation
f(n) + 6(n+ 1) + 8(n + 2) = 0. Modulo cette transformation, le point fixe est réel,
ce qui permet d’optimiser le flux d’énergie ¢, sur la couche n.

Ce point fixe est compatible avec les conditions aux limites, le forgage et la
dissipation, & condition de modifier légérement la dynamique des deux premiéres

couches selon :

(2 6—2 E)UI'U;

Nofu] = —ko ; Nufu] = —k [u3u; - lu;ug] . (1.25)

Q@
Lorsque on augmente la valeur de g, le point fixe peut devenir instable et une tran-

sition vers le chaos a été détectée pour e, = 0.3953 par Biferale et ol [11].

e Les écarts 4 la loi de Kolmogorov ont été calculés numériquement pour les

phases chaotiques, a partir des fonctions de structures :

Sp(m) = (|un ) (1.26)
Dans la région inertielle, des lois d’échelle Sy(n) ~ kn % ont pu étre mises en évi-
dence? par différents auteurs [39], [41]. Les exposants {, présentent des déviations
par rapport & la prévision dimensionnelle {, = p/3 imputables au phénoméne d’in-
termittence, et de plus en en plus fortes & mesure que £ s’écarte du seuil de transition
gc. En revanche la courbure des fonctions {, = f(p), synonyme de multifractalité,
est plus prononcée pour des valeurs du paramétre relativement proches de e..

Pour la valeur particuliére ¢ = 1/2 qui sera la seule utilisée dans le reste du ma-
nuserit, le second invariant quadratique (1.21) se réécrit W = 1/2%, (—1)%kn|un|?
et dimensionnellement correspond donc exactement & Uhélicité H. Tl se trouve alors
que les exposants de structure obtenus par Jensen' et al [39] reproduisent de maniére

étonnante ceux mesurés dans les vrais écoulements turbulents incompressibles |3].

“elles sont en fait entachées par des oscillations dues a la symétrie de jauge mentionnée plus

haut, et d'autres observables ont été proposées, comme {|er |*/*).




28 . Chapitre 1. Introduction

Présence de structures singuliéres

Une voie radicalement différente pour comprendre les propriétés d’intermittence
temporelle des modeles en couches a été trés t6t proposée par Siggia [63]. 11 a re-
marqué que leur caractére unidimensionnel favorisait la formation de pulses de type
solitons dont 'amplitude croit de manijére auto-similaire avec les échelles. Dans le cas
du modéle GOY, Ohkitani et Yamada ont retrouvé cette image : ils ont observé que
I'énergie pouvait &tre transportée sous forme de “burst”, faisant suite 4 des phases de
calme [55].

De son c6te, Parisi a proposé, dans un papier non publié trés fameux [56] de voir
'écoulement turbulent comme un gaz de “solitons” présentant une gamme continue
d’exposants d’échelle, ce qui conduit naturellement a la multifractalité.

Lorsque f = v = 0, Dombre et Gilson ont mis au point une méthode numérique
permettant de capturer de telles structures, qui conduisent 4 une singularité en un
temps fini, physiquement liée 4 I'explosion de I'enstrophie [21]. Ce sont en fait les
gradients de vitesse b, (t) = kn,un(t) qui sont les variables dynamiques pertinentes

pour décrire des structures localisées et auto-gimilaires de la forme :

ba(t) = ——F[(t — £)Q"] = QG [(t — £')Q™] . (1.27)

t—t*
Lorsque ces structures se propagent, elles laissent dans leur sillage un spectre en Q™
(qui serait établi sur toutes les échelles au temps ¢* si la dissipation ne venait pas
empécher d’atteindre £* dans la réalité).

Pour un paramétre £ donné, 'exposant de croissance z est unique [21]. Dans le cas
des modéles GOY présentant le plus d’intermittence (g, < ¢ < 1), les fluctuations
les plus rares et les plus intenses sont bien matérialisées par les structures singuliéres
aingi sélectionnées par le seul effet des non-linéarités. Autrement dit, Paccord est trés
bon entre l'exposant z et la pente asymptotique du graphe des exposants Cp = f(p)
tiré des simulations directes du modéle complet (incluant les effets de forcage et de
dissipation).

Mais cela correspond & des statistiques unifractales peu réalistes au regard de
la vraie turbulence. En revanche pour la valeur intéressante £ = 1/2, I’exposant

z est trop proche de zx = 2/3 (correspondant & la théorie de Kolmogorov) pour
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que les structures singuliéres puissent 4 elles seules suffire 4 expliquer les déviations
intermittentes. De plus, I'unicité des solutions singuliéres va a Pencontre de 'image

multifractale qui s’est imposée pour la turbulence de Navier-Stokes.

1.2.3 Une image a deux fluides du modéle GOY

L’idée est que les structures singuliéres décrites plus haut demeurent les atomes
élémentaires pour expliquer Pintermittence du modéle GOY avec € = 1/2, mais
qu’elles ont une croissance trop faible pour échapper au milieu dans lequel elles
évoluent. En effet, essayons d’imaginer le devenir des pulses pour le modéle complet :
ces vagues d’activité sont émises aux grandes échelles sous Veffet du forgage, puis se
propagent jusqu’aux échelles dissipatives qui constituent une sorte de barriére sur
laquelle elles viennent se briser. Chaque nouvelle structure rencontre donc sur son
passage le fruit de la relaxation des précédentes, qui constitue une sorte de mer
désordonnée (suite 4 de multiples instabilités dues aux non-linéarités) et sans cesse
renouvelée,

Ainsi Gilson et Dombre [33] ont proposé de voir la turbulence du modéle GOY
comme une superposition de deux types de fluides, I'un cohérent et I'autre non. Cette
interaction est susceptible de renormaliser les pulses, et de leur donner des exposants
effectifs z, notablement supérieurs {ou inférieurs) a zp. Notons que cette description
est plus simple que celle proposée par Parisi [56] puisqu’elle ne met 1'accent que sur
une seule structure et néglige les interactions entre pulses. Cette hypothese parait
raisonnable en vertu de ’accélération des temps caractéristiques (le temps de retour-
nement & I’échelle n est au moins de U'ordre de ki, 2/ 3), qui rend trés peu probable la
collision entre deux structures cohérentes.

A V'appui de cette image & deux fluides, ils ont commencé par identifier les méca-
nismes dynamiques locaux pouvant conduire & un tel effet, en étudiant les collisions
entre un pulse idéal et un défaut piégé dans la cascade. On observe un “dopage”
momentané du pulse, lorsqu'il est en opposition de phase avec le défaut. Localement

cela correspond & une inversion du flux d’énergie®.

Sen suivant une tout autre approche, Biferale et ol [11] ont aussi suggéré que la possibilité de

bloquer la cascade pouvait expliquer les propriétés d’intermittence des modéles en couches.
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Il convenait ensuite de détecter la présence des structures cohérentes dans les
vrais signaux et de préciser leur poids statistique. Dans la suite, on définira précisé-
ment une densité de probabilité F,(z) de mesurer une structure cohérente ayant cru
{en module) d’un facteur ** en n pas de cascade. Dans I'image multifractale, ces

structures correspondent & des singularités se raréfiant comme :
P, (z) ~ e™®) (1.28)

olt s(z) désigne la fonction de Cramér de la théorie des larges déviations [26]. Dans
sa theése [32], Jean-Louis Gilson avait entrepris le calcul de s(z) ; pour des nombres
de Reynolds de P'ordre de Re ~ 109, ses simulations n’excluaient pas que la multi-
fractalité observée puisse étre liée & des effets de Reynolds fini et disparaisse dans la
limite Re — oo. A I'Institut Weizmann (Department of Complex Systems, Israel), il
a mis au point une procédure permettant 'accés 4 des nombres beaucoup plus élevés.

Nous décrivons ses résultats dans la sous-section suivante.

Parallélement, on peut essayer de proposer une théorie semi-quantitative de
I'image a deux fluides. Le plus simple est de paramétriser la partie déstructurée
de Iécoulement par un bruit blanc gaussien® qui a I’avantage de fournir une dy-
namique stochastique tractable analytiquement (du moins dans ses grandes lignes).
En effet, nous pourrons lui appliquer, dans la limite de faible largeur du bruit, une
technique d’instantons récemment introduite dans le contexte de la turbulence [24].
Le chapitre 2 est consacré a ce probléme, et la fonction s(z) sera comparée a celle

issue des simulations de la vraie dynamique.

1.2.4 Statistique des événements cohérents
Notion d’événement cohérents

L’observable adéquate pour détecter le passage de structures cohérentes est le
taux de transfert e, = k;2Re{2b,_obp_1b, + bnmlbnﬂbﬁ} (dans la théorie de champ
moyen de Kolmogorov, €, est une constante indépendante de 1’échelle considérée

et du temps). L’arrivée sur une couche n d’un pic d’activité doit se traduire par

®les motivations physiques seront données au début du chapitre 2,
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un maximum relatif dans 'enregistrement de &, (¢). On commence par se donner une
couche de référence ng située en début de zone inertielle (tout en restant suffisamment
loin de I'échelle intégrale pour éviter d’étre trop sensible aux fortes perturbations
induites par le forcage). Repérons un maximum relatif survenant & une date £,,, le
suivant intervenant alors un temps de retournement At,, plus tard. Nous considérons
cet événement comme le germe d’une structure dont il faut ensuite chercher la trace
sur les couches d’indice plus élevé. Mais il s’avére délicat de suivre la propagation
d’une structure, car sous U'eflet d’instabilités, elle peut se fractionner en passant d'une
couche & une autre. Compte tenu de V'accélération des temps caractéristiques le long
de la cascade, le nombre de maxima relatifs recensés pendant At,, sur les couches
en aval crott exponentiellement avec D'indice de couche n (& peu prés comme Q23
comme on peut Pextraire de la figure 1.1 et comme un argument dimensionnel 4 la

Kolmogorov le prédirait).

On peut alors répartir ces différents événements sur un arbre “généalogique” dans
le plan {n,#). L’ancétre commun est €y, (tn, ) et chaque temps de retournement sur la
couche ng, 'arbre est renouvelé. Tout le probléme pour définir une trajectoire cohé-
rente réside donc dans la détermination des liens de filiation corrects. Le plus simple
consiste & privilégier les branches ainées que nous nommerons aussi les “premiers es-
sais”. Une réalisation d’un pulse cohérent se propageant de la couche np a la couche
n correspond ainsi aux n — np noeuds de arbre les plus proches chroﬁologiquement
de 'ancétre sur la couche 1y, pour autant qu’ils apparaissent également suivant un

ordre croissant de l'indice de couche.

Précisons aussi qu’on écarte les événements non pertinents, car trop faibles, en
imposant que sur la couche de référence, en,, soit supérieur a la moitié du flux moyen
d’énergie.

Lafigure 1.2 montre un histogramme des amplitudes logarithmiques A, = In len |73
pour une couche située & mi-chemin dans la zone inertielle. Les statistiques ont été
réalisées pour Re = 10® et portent sur 6 x 10* temps de retournement de la plus
grande échelle. En moyenne, il existe trois trajectoires cohérentes pour deux temps
de retournement. On peut observer que la statistique des trajectoires cohérentes est

trés proche d’étre log-normale pour la région |e,| > O(1).
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F1G. 1.1: croissance du nombre de maxima relatifs le long de la cascade. Les courbes pour
Re = 107,108 sont décalées de telle sorte que l'indice de leur couche dissipative soit le méme

que celui pour Re = 107,

L’exposant effectif z associé & un pulse cohérent ayant parcouru n pas de cascade

se déduit de la relation :

Ap = Ap, + (n—np)(z—2/3)InQ (1.29)

La forme de I’histogramme sur la figure 1.2 suggére que pour les événements intenses,
la fonction de Cramér s{z) a un comportement quadratique. Mais pour avoir une loi
multifractale du type 1.28, il faut aussi que la moyenne D,, et la variance 22 tirée

de la partie gaussienne des histogrammes pour A, — A, suivent un comportement
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F1c. 1.2: Histogrammes du flux d’énergie pour tous les extrema relatifs de £, ou pour la

restriction aux événements cohérents. L’indice de couche est n = 11, le nombre de Reynolds

Re = 108 ef, les données ont été enregistrées pour 6.10% temps de retournement aux grandes

échelles.
linéaire avec n. Ainsi s(z) peut s’exprimer comme :

5(2) = —alz — 2%,

a condition que D, et T2 vérifient pour n assez grand :

D, ~ nlnQ(z.—2/3)
2 n 2
TR o~ Q)

Résultats

(1.30)

(1.31)

L’évolution de la dérive D,, le long de la cascade est représentée figure 1.3 et celle

de la variance X2 figure 1.4. Elles sont relatives & un nombre de Reynolds Re = 10,

les couches dissipatives étant alors situées au deld de n = 23. Les barres d’erreur ont

&té estimées en faisant varier le domaine sur lequel les histogrammes de A, — Ay,
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peuvent étre approchées par une gaussienne, ainsi que le domaine des amplitudes

initiales Ap, utilisé.

2 ‘ . - : w
1+
o | /
0S5
0 n 1 5 1 L L
5 10 15 20 25

indice de couche n

Fra. 1.3:

On peut constater qué I’hypothése d’invariance d’échelle qui est 4 la base du
formalisme multifractal, n’est pas respectée tout au long de la cascade. C'est sur le
comportement de la variance que cet effet est le plus visible. Il nous semble cepen-
dant qu’on peut distinguer deux domaines de couches pour lequel un comportement
linéaire reste décent :

-i) Pintervalle [11 — 15], menant aux estimations suivantes des deux paramétres :
o =45 et z, = 0.75.

-ii}) les couches [16 — 20|, correspondant aux paramétres a = 29 + 4 et z, =
0.7443.1073. Elles sont donc le siége de fluctuations plus grandes’ (en revanche, les

pulses ont alors moins tendance & se dupliquer, comme on le verra par la suite).

"une plus petite valeur de a signifie en effet une plus grande dispersion des exposants z,
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indice de couche

Fig. 1.4:

Toute la question est de savoir laquelle de ces deux régions va ultimement dominer
la zone inertielle dans la limite des grands Reynolds. Un indice assez probant provient
de U'observation de la figure 1.1 o est portée I’évolution, en échelles logarithmigues,
du nombre Np,..(n) de maxima relatifs recensées sur la couche n, en fonction de n.
Cela concerne trois nombres de Reynolds Re = 107, 10%, 10°, pour lesquels 1a couche
dissipative se place respectivement & lindice : ng = 17.4, 19.9, 22.4 (les valeurs
réelles, obtenues a partir de la formule (1.17)}, ont été gardées pour montrer qu’elles
s'intercalent de la méme maniére avec le réseau discret de couches pour les deux
nombres de Reynolds extrémes).

Les courbes correspondant & 'observable Npp,q(n) ont une forme quasiment in-
variante avec le nombre de Reynolds, lorsqu’on ajuste la numérotation des couches
de sorte que ce soient les indices relatifs aux petites échelles qui coincident.

Pour n < 16, on observe un comportement en loi de puissance Ny,qp{n) ~ Q23

puis on retrouve la zone ii) pour 16 < n < 20 qui est marquée par un changement
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drastique de l’exposant de croissance : Npoz(n) ~ Q%39 Enfin, pour n > 20 le
nombre de maxima sature®.

Ainsj le nombre de couches telles que Nyqop(n) ~ QU3 ne varie pas avec le
nombre de Reynolds. Nous pouvons en conclure que c’est le domaine de type i) qui
finit par dominer dans la limite Re — oo tandis que le domaine de type ii) reste
toujours le méme et ne fait que se déplacer avec la couche dissipative auquel il est

rigidement lié.

Dans le chapitre 2, nous essaierons de rendre compte de ces statistiques en calcu-
lant la fonction s(z) a partir des équations d’un modéle stochastique simulant 1'in-
teraction entre les parties cohérentes et incohérentes de ’écoulement et ne contenant
qu’un parametre ajustable. Nous verrons alors que les paramétres a et z, concernant
uniquement le domaine ii) peuvent étre conjointement bien reproduits par cette ap-
proche. Pour le domaine i), physiquement le plus intéressant, Paction des fluctuations
incohérentes, modélisée comme un bruit blanc gaussien de moyenne nulle, ne per-
met pas d’obtenir un distribution d’exposants z centrée sur une valeur suffisamment
grande. Néanmoins, I’accord serait sans doute restauré en invoquant la possibilité
d’un biais systématique pour le terme de bruit. Cela revient a dire que les structures
ont alors plus de chances de rencontrer des fluctuations pouvant remonter la cascade

que l'inverse.

Le chapitre 3 s’attaque de maniére préliminaire a une problématique différente,
ayant trait & l'organisation temporelle globale de l'intermittence dans les modéles en
couches. Nous reviendrons alors sur le phénomeéne de duplication des maxima qui
est trop fortement non-linéaire pour étre accessible par des techniques d’instantons.
En effet, parmi tous les maxima relatifs megurées par temps de retournement des
grandes échelles, nous nous sommes concentrés jusqu’ici sur les premiers essais, mais
une autre possibilité est de suivre le maxima absolu sur chaque couche (on ne suit
pas alors toujours la méme structure).

Les statistiques obtenues ainsi vérifient alors beaucoup mieux la propriété d’inva-

fau niveau de la dérive Dy, ce régime correspond d’ailleurs & un exposant effectif z, identique &

celui de la solution idéale zy = 0.72.
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riance d’échelle que celles des premiers essais, et sont caractérisées par des déviations
beaucoup plus intermittentes (z, ~ 0.8). Pour le domaine de type i}, il est possible de
rendre compte qualitativement de 1'écart entre ces deux distributions statistiques, en
introduisant des modéles en arbres assez simples, on la possibilité qu'une structure

a, ou non, de se dupliquer a chaque pas de cascade, est aléatoire.
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Chapitre 2

Analyse semi-classique d’une

version stochastique du modéle

GOY

2.1 Présentation de la dynamique stochastique

En reprenant la notation vectorielle introduite au chapitre précédent, la dyna-
mique du modéle GOY peut s’écrire, dans la zone inertielle et pour le champ gradient

de vitesse, sous la forme :
db

— = N'b .
= = Nlb, (21)
avec
#* * 1 * * 1 * *
Nﬂ [b] = 2bn—an—i + §bn—1bn+1 - an+lbn+2' (22)

Nous avons rappelé que cette dynamique déterministe conduit a la formation
de structures cohérentes singuliéres sous forme de pulses se propageant des grandes
vers les petites échelles. Lorsque les effets de forgage et de dissipation sont pris en
compte, une image 4 deux fluides de la cascade d’énergie s’est imposée, ayant pour
principe que de telles solutions persistent, mais interagissent avec un fond turbulent
[33]. Afin de rendre cette image physique quantitative, un terme de forcage aléatoire
modélisant 'action des fluctuations incohérentes sur un pulse peut étre ajouté i la

dynamique (2.1).

39
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db
&2 = N{b] + Dby (2.3)
ol b désigne la partie cohérente de I’écoulement et 7 un champ aléatoire modélisant
Deffet des fluctuations incohérentes. L'hypothése la plus simple est de choisir pour
un bruit blanc gaussien de moyenne nulle, dont les corrélations sont par hypothése

de la forme suivante :

(”’};(t)‘fin’ (t’)) = Pann"a(t - t’) (24)

Commentons les différents hypothéses sous-jacentes a cette notation.

L’aspect complétement incohérent du forcage provient avant tout de la trés
grande séparation des échelles caractéristiques de temps entre les couches intégrales
et dissipatives.

Le choix de décorrélation entre les échelles est motivé par 'observation dans les
simulations du modéle complet d’un trés fort mélange induit par les degrés de liberié
de phase {et déja noté par Benzi et al [8] )

Le choix de décorrélation temporelle est sans doute plus discutable, mais il est
indispensable poir mener & bien les calculs qui suivront.

Le paramétre T" est un nombre sans dimension arbitraire, permettant d’ajuster
I'intensité relative des fluctuations incohiérentes vis &4 vis de la partie cohérente de
Pécoulement. Par la suite, nous serons intéressés par la limite de faible I', qui autorise
une analyse semi-classique de la dynamique stochastique.

Enfin la matrice D[b] est introduite pour restaurer entre autres I'invariance
d’échelle de la dynamique stochastique (2.3), compte tenu de la forme des corré-
lations choisie {2.4}. Cela revient a dire que le niveau de bruit rencontré par un pulse
est toujours adapté ala hauteur de ce pulse. En effet, si au contraire leg fluctuations
incohérentes obéissaient & une loi d’échelle intrinséque, on attendrait des statistiques
unifractales dans la limite Re — oo, puisque seule la solution idéale d’exposant zg
gerait alors & méme de survivre indéfiniment.

Lorsque le champ b subit le changement d'un facteur A :

b — Ab, (2.5)
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on trouve dimensionnellement que les autres variables vérifient le changement sui-

vant :

t = ATt (2.6)
n ~ Ay (27)

Pour étre efficace tout le long de la cascade, le terme stochastique de forcage D[bln
doit alors étre multiplié par le méme facteur que le terme déterministe, c’est & dire
par A%, ce qui impose :

D[b] = X¥?p. (2.8)

On en déduit que la matrice D[b] peut se réécrire sous la forme suivante :

b

Dib] = (6"} BIC = Grpg]

(2.9)

Cette expression fait apparaitre une nouvelle matrice B[C] qui s’interpréte comme
un facteur de forme au niveau de la dynamique stochastique (2.3). Physiquement
les différents choix possibles pour ce facteur de forme reviennent 4 faire agir le bruit

plus ou moins en avant du pulsel.

Nous nous proposons de traiter cette dynamique stochastique en utilisant les
techniques de théorie des champs?® développées dans [51]. Afin d’alléger les notations,

nous avons fait les choix suivants :

i) nous adopterons le plus souvent possible une représentation continue de la
dynamique stochastique, méme si mathématiquement cela peut poser des problémes
d’existence. L'interprétation la plus satisfaisante de I'équation de Langevin (2.3) est

alors la forme intégrale suivante :
t £
b(f) =b(0) + [ N [b#)] d¢ + [ DIbE)lW(), (2.10)
0 0

ot W{t) est un processus de mouvement brownien tel que dW (t) = §(t)dt.

l¢’est en effet ce qui se passe en aval du pulse qui peut affecter sa croissance.
2pour une application plus récente dans le cadre des systémes dynamiques, voir les références

[35, 36, 42].
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Néanmoins lorsqu'il s’agit de réaliser des simulations numériques ou, comme dans
notre cas, d’utiliser un formalisme en intégrale de chemin, il est nécessaire de discré-
tiser I'intégrale stochastique (2.10).

Découpons V'intervalle de temps [0,%] en N tranches de durée At = ¢/N. Chaque

mstant est repéré selon ¢; = ¢ Af. Dans ces conditions, la dynamique (2.3) devient :

N-1
b(in) = b(0) + > N[b(£)]At + D[b(t})]AW;, (2.11)
i=0
avec 1 t; <tf <ty et AW; = W(11) — W(t,).

Deux choix sont usuels concernant le point intermédiaire ¢}, dont va dépendre la
limite de la somme de Riemann ci-dessus.

La convention dite de Stratonovich ou “du point milieu” correspond & prendre
t7 = {t; +ti11)/2, ou pour plus de maniabilité b(t!) = [b(t;41) + b{t;)]/2. Lorsqu’on
utilise un bruit de corrélation finie et qu’on cherche la limite delta-corrélée, c'est sous
cette forme que se transforme la dynamique. Un autre avantage est que seule cette
convention permet d’utiliser les régles de changement de variable du calcul ordinaire.
Il existe une autre convention dite de Ito, ou de “pré-point”, qui consiste & prendre
t; = ;. La dynamique devient alors Markovienne et cette convention est beaucoup
plus pratique en vue d'une formulation en intégrale de chemin.

Dans notre cas, la dynamique (2.3) est & interpréter au sens de Stratonovich pour
la raison physique citée auparavant. Mais il existe une correspondance entre les deux
que nous allons utiliser afin de faciliter nos calculs [30] et dont nous donnons une
justification dans I'annexe 2.6. La version continue & la Ito de 1’équation différentielle
stochastique (2.3) comporte un terme supplémentaire dit “de dérive de Ito”. Elle
s’écrit :

db

~7 = Nrlb] + (b*.b)¥*B[Cln, (2.12)

avec pour nouvelle définition du noyau non-linéaire :

* 1,13/4 .
Nealb] = Nyl + 2p 2B Beg

* 3/4 p*
5 o (b*.b)**B;

. (2.13)



2.2. Formulation en intégrale de chemin et solutions extrémales 43

i1} nous nous restreindrons dans un premier temps 4 des champs b et 7 réels. Au
niveau de la dynamique déterministe, les solutions singuliéres auto-similaires sont

réelles, modulo la transformation de jauge du modele GOY :
b (t) — ™, (2) (2.14)

ot les §{n) vérifient la relation : 8, + #,+1 + #y2 = 0. Nous nous attendons & ce

qu’il en soit de méme au niveau des solutions de type instantons.

Nous n’avons pas encore tout a fait la forme finale de I’équation différentielle
stochastique & partir de laquelle nous voulons travailler. Nous avons déja indiqué
que la dynamique déterministe, unidimensionnelle et non-linéaire, (2.1) conduisait
génériquement & la formation de singularité en un temps fini £*. Il est usuel dans ce
cas de repousser 'apparition de cette singularité a l'infini en introduisant un temps
désingularisant, typiquement 7 = — log ({ — #*) (voir les notations 4.15 du chapitre
1). En fait, nous allons choisir une variable qui impose aux structures de se propager
A vitesse constante jusqu’aux petites échelles. Dans la variable de départ 2, le temps
d’évolution caractéristique d’une structure s’évalue comme (b - b)~Y/2, ce qui améne

au changement suivant :

dT _ 1/'2
= = (b b)'/% (2.15)

Parallélement, on redéfinit le champ aléatoire par £ = (b - b)_l/ 4n de maniére a

obtenir comme équation différentielle stochastique :

% N (bﬁ-rb—[)}z]/z +(b-b)'/*B[C]¢ (2.16)
et
(fn(T)gn’(Tf)) = F‘Snn’a(‘r - T’) . (2.17)

2.2 Formulation en intégrale de chemin et solutions ex-

trémales

Nous cherchons dans un premier temps & calculer la probabilité P pour que le

champ cohérent b évolue de by a4 by en un temps 77. Son expression peut étre
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obtenue & l'aide d’ un formalisme d’intégrales de chemin appliqué, dans le cadre des

dynamiques stochastiques, & I’équation (2.16) :

P(bo,0lbs,77) = /'Db’DEexp [—/O‘Tf%d'r]

[db Nr[b]

B o b)1/2B[C’]§} L @Is)

Revenons momentanément 4 la notation discréte qui sous-tend cette expression
et qui permet d’en préciser les termes de mesures. Notre but n’est pas ici d’en donner

une dérivation rigoureuse, mais seulement une intuition.

L’idée est d’obtenir P(b;,7;|bs, 7s) en sommant sur les probabilités de toutes
les trajectoires b(.) joignant les points b(ry) = by et b(ry) = b; en un temps
v = NAT = 74. Chaque trajectoire (ou chemin) est représentée comme une ligne
brisée, dont un morceau correspond a Pintégration de la dynamique stochastique
{2.16) :

biy1 — b; _ﬁ‘k + (b b)) 2B[C,) AW, (2.19)

ol b; = b(7;)} et comme dans la section précédente, les AW; représentent les incré-

ments indépendants d'un processus de mouvement brownien, caractérisé par :
(AW =0 , (AW? =TAr. (2.20)

La probabilité d’une trajectoire b(.) s’obtient alors comme le produit des probabi-

lité de chaque réalisation AW, nécessaire pour construire morceau par morceau cette

. . o . o . . —AW?
trajectoire. Les incréments étant distribués suivant une gaussienne e AW/ AT {cor-

2 . N s
respondant a e~§47/2 pour le bruit blanc) , cela nous méne & :

dW Tl AW db; AW, AW;
Plbo,0bs,7y) = f(zﬂ‘m ar2 III (2aTan)? [_TFZT_]
6[bi+1—b (—bm-%im)-g]/—za (bi.bi)I/EB[Ci]AW,;] (2.21)
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Dans cette expression, les opérateurs de Dirac sont introduits afin d'imposer que
chaque chemin b{.) corresponde & une solution de la dynamique (2.19). Il est alors
bien agréable d'avoir opté pour la convention de Ito plutét que celle de Stratonovich :
cette derniére aurait engendré I'apparition d’un Jacobien supplémentaire qui, dans la
limite A7 - 0, fait apparaitre un terme inhabituel pour le formalisme en intégrale de
chemin. Au contraire, dans le cas d’une convention de Ito, b;;; apparait de maniére
linéaire et triviale dans la fonction §() assurant la bonne évolution de b entre les
instants #; et #;;1, et ainsi le Jacobien vaut 1.

Quant & la mesure d’intégration, elle nécessite pour étre définie sans ambiguite,
de travailler avec un nombre de couches fini, que nous noterons par la suite d.

La version continue (2.18) est enfin retrouvée en utilisant la relation entre le bruit

blanc et le mouvement brownien : & = ima_g AW /AT,

Nous pouvons ensuite obtenir la formulation & le Martin-Siggia-Rose [51], si nous

utilisons la représentation de Fourier des opérateurs de Dirac :
dlx] = —1 /d exp (—ip.x) (2.22)
= 1. :
i | P e (ip

et qui conduit & l'intégrale de chemin suivante :

P(bs,7ilby, ) = [ PpDbDEe P4, (2.23)

Dans Péquation (2.23), Pargument de 'exponentielle S est une action effective

qui dans la limite du continu peut s’écrire sous la forme :

177
S = f/ﬂ Ldr (2.24)
avec pour Lagrangien :
_l : . @_ Nrb] _ 1/2 )
£b,p, &) = 5 €6+iTp- (5~ g~ 0 DBICK) . (229

Le champ p peut donc s’interpréter comme un champ conjugué au champ phy-
sique b et joue le role d’un facteur de Lagrange associé 4 la contrainte de la dynamique

(2.16).
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La sommation sur le champ aléatoire £ puis sur le champ conjugué p se fait sans

difficulté et l'intégrale de chemin est alors exprimée dans ’espace configurationnel
[48] :
P(by,7ilbys, ) = / Db Jo? £ (2.26)

oil le Lagrangien prend une forme standard :

. 1[ B' sdb  Npb] \]°
Lb,b] = 3 [(b-—b)l/z’ (3?_(10-—1;))1/5)] : (2.27)

La mesure Pb de 'intégration représente maintenant la limite quand A+ — 0 de la

mesure discréte :

1 2 1 Y db:
D fraed (] ) )

Par la suite nous verrons que la quantité qui nous intéresse, & savoir la probabilité
P, (2) qu’une singularité se soit développée avec un exposant z aprés n pas de cascade,
se relie facilement & P(b;, 7; by, 75), & condition de sommer sur les points d’arrivée

compatibles avec ce que l'on désire observer.

Dans la limite de faible bruit (I' < 1}, le calcul de l'intégrale de chemin (2.23)
peut étre mené 4 bien grice & une analyse semi-classique, analogue & la méthode
WEKB. Selen un argument de point col, la statistique est alors dominée par les tra-
Jjectoires associées & une probabilité faible, mais maximale du bruit, ce qui revient 3
dire qu’elles minimisent 1’action (2.24). Dans le contexte de la turbulence, des travaux
récents [24, 6, 5, 7|, ont été consacrés 3 la recherche de ces trajectoires particuliéres,
les désignant sous le nom d’instantons, par analogie avec la théorie quantique des

champs.
Donnons les grandes lignes de la démarche qui fait objet de ce chapitre :

e Dans un premier temps, le calcul de ces solutions extrémales va nous permettre
de déterminer le terme dominant I’action, que nous noterons S, et qui est d’ordre

0{1/I") dans le développement en puissance de T
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o Le terme €S se factorise alors au nivean de intégrale de chemin (2.23) et il
nous reste alors pour compléter I'analyse & calculer le poids des solutions “classiques”

dans I’espace configurationnel :
m= f Dob ¢~ (087408 +...) (2.29)

o1 &b représente les fluctuations des trajectoires permises par rapport aux trajectoires
optimales b?.

Au niveau de ’action, nous pouvons nous contenter d’évaluer le terme 6§ 2 qua-
dratique par rapport aux fluctuations db. En effet, la taille typique des fluctuations
des trajectoires contribuant significativement & l'intégration “gaussienne” de 45 2 est
donnée par 8b ~ +/T'. Cet argument permet d’estimer que 582 est de I'ordre 0(1),
583 de l'ordre 0(v'T) et ainsi de suite.

Une derniére prévision sur la forme attendue de la densité de probabilité Pp,(z)
peut &tre faite. La statistique doit refléter la propriété d’anto-similarité de la cascade
qui a été préservée dans la définition de la dynamique stochastique (2.16). Cela en-
traine que le cofit en action pour une solution qui progresse d'une couche 4 une aufre
doit &tre le méme tout au long de la cascade. Autrement dit, I'action d'une solution
d’exi)osant z atteignant la couche n doit pouvoir s'écrire en faisant apparaitre une
action par unité de pas de cascade indépendante de n.

Dans la limite T’ «¢ 1, la densité de probabilité prendra alors la forme suivante :

P (z)~y/n exp [—n (SOI(,Z) + sl(z))] ) (2.30}

le facteur 4/n assurant la normalisation.
L’argument de l'exponentielle — (3—01&51 +31(z)) n’est alors rien d’autre que la

fonction de Crameér de la théorie des larges déviations rappelée dans le chapitre 1.

2.3 Trajectoires optimales

Lorsque I’on veut rechercher les solutions de type instanton, le plus simple et le

plus instructif est de repartir de expression (2.24) de I'action effective.
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L’extrémisation de ’action par rapport au champ aléatoire £ conduit & la rela-
tion :

£=il{(b-b)!/2Bp. (2.31)

Afin de travailler & 'ordre dominant avec des variables réelles, nous introduisons

un nouveau champ auxiliaire : ¢ = i['p. En revanche les fluctuations de ¢ autour

des trajectoires optimales doivent étre imaginaires pures, sans quoi l'intégrale (2.29)

n’est pas définie.

Ensuite I'extrémisation de l'action par rapport au champ physique b et au champ

auxiliaire ¢ conduit & deux dynamigues duales :

db Nr

= = m+(b-b)Btho (2.32)
%‘g_’ = —tM[b]go—%tab((b'b)BtB‘P)ﬁa (2.33)

oit M désigne la matrice Jacobienne du noyau (F‘ll%%—g :

I NT Nr®b

(b-b)1/2  (b-b)3/2’ (2.34)

M=

en notant ® le produit tensoriel.

Les équations (2.32) et (2.33) peuvent naturellement étre interprétées sous une

forme canonique :

db JaH
Pl (2.35)
de OH
2% - b (2.36)
avec pour le Hamiltonien H, Pexpression :
db Nr 1
=@p——L=p. e+ —(b-b)(  B'Byp). 2.
H=p——L “"(b.b)l/2+2( e ®) (2.37)

Le probléme posséde alors deux invariants :
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i) Le premier est constitué par le recouvrement h = ¢.b du champ physique et
du champ auxiliaire, et est reli¢ a la symétrie auto-similaire imposée par hypothése
3 la dynamique stochastique (2.16). En effet la statistique est inchangée sous le
changement d’échelle : b — Ab et £ = £. Compte tenu de I’équation (2.31), cela
implique @ — A"

ii) Comme H ne dépend pas explicitement du temps, sa valeur est conservée le
long des trajectoires extrémales et jouera le réle d'une pseudo-énergie. Examinons

alors I'expression de I'action S[b, ] faisant apparaitre H :

S[b, @] = %fDdeT (cp.% - ?{) . (2.38)

Lorsqu’on autorise une fluctuation sur le temps d’arrivée 47y, le premier terme est
invariant par une reparamétrisation 7'(7) telle que 7/(0) = 0 et 7'(7y + d77) = 77.
En revanche le second sera invariant seulement & la condition que les trajectoires

extrémales soit de pseudo-énergie nulle : H = 0. Cette derniére condition impose :

(Goe) = 5b-D) g B'BY). (2.39)

Les deux invariants font donc apparaitre la projection du champ auxiliaire ¢ sur

deux directions particuliéres b et %, dont nous verrons l'importance par la suite.

Venons en i la recherche des solutions auto-similaires correspondant 4 une ac-
tion extrémale, que nous noterons dorénavant S°. Formellement, nous attendons des

solutions vérifiant :

W (r+T) = exp(AT)by(7) (2.40)
Gar+T) = &(n) (2.41)

ol T est la période et A le taux de croissance du champ bY.

La forme auto-similaire du champs ¢° se déduit de ’équation subsidiaire (2.31) :

@O (r+T) = exp(—AT) (7). (2.42)
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Nous pouvons relier les grandeurs T et A & l'exposant d’échelle » qui nous intéresse

: : 0 .
et qui exprime le comportement b, ~ kZ :

AT

z= g0’ (2.43)

Au vu des propriétés des solutions extrémales, nous nous attendons 4 trouver toute
une famille d’exposants d’échelle z, conformément 4 I'image multifractale décrite dans
la section 1.1.3, paramétrisée par le recouvrement h. Notons que pour un bruit nul
(h = 0), nous devrions retrouver la valeur déterministe z. Dans le cas de variables
réelles, nous pensons par analogie avec le cas déterministe qu’a une valeur h # 0
correspond une unigue solution bP.

Du coté analytique, comme les équations a résoudre sont non-linéaires et couplées,
nous ne pouvons rien prédire de plus que les formes auto-similaires (2.40, 2.42), si
ce n'est des comportements asymptotiques possibles du c6té des trés grandes et des
trés petites échelles

Du cbté numérique, la voie n’est pas aisée non plus. Les équations dynamiques
(2.32) et (2.33) ont des propriétés de stabilité dynamique inverses 'une de I'autre, &
cause du signe “” en facteur de léquation (2.33). Cela apparait plus clairement
lorsque qu’on regarde la dynamique des fluctuations du champs b autour d’une
trajectoire extrémale, pour une configuration optimale du bruit £° fixée. Elle est

gouvernée par 'équation suivante :

a — 1/2 pt
—-db = Mdb+ du((b-b)/2B%) 0,60 0P
i
= Mb+ >a, ((b°.6%)B'Be") &b (2.44)
2 bﬂ’tpo
— Léb (2.45)
tandis que d’aprés (2.33), % obéit 3 la dynamique duale :
de’ tr .0
& _ .

Cette constatation nous a amenés 4 proposer un schéma itératif approprié pour

1a recherche de solutions auto-similaires.
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2.4 Schéma itératif pour la recherche des trajectoires op-

timales

2.4.1 Principe

Avant de la décrire plus formellement, nous voudrions exposer en quelques mots

I'idée & la base de notre recherche des instantons auto-similaires :

Une solution auto-similaire optimale b%(7) d’exposant z doit constituer un at-
tracteur pour toutes les conditions initiales b(0), & partir du moment ol on impose
une certaine réalisation du bruit £°(r). Sinon, des fluctuations seraient capables de
croitre au détriment de la structure b?(7) pour en former une autre, et ainsi augmen-
ter son exposant z sans qu'il en cotite quoi que ce soit en termes d’action (qui resterait
toujours égale a 1/2 [ €°(r'}¢°(r')dr"). Or ceci serait en compléte contradiction avec
I'hypothése que la structure b%(r) est optimale vis-a-vis de 'action.

Nous montrerons dans les sous-section suivantes comment iraginer un schéma
itératif qui permette de calculer la solution b(7) développant le taux de croissance
A le plus élevé possible en présence d’une configuration choisie pour le bruit &{r},
tandis que pour ¢, sera sélectionnée la solution de plus faible taux de croissance
(c'est-a-dire —A, conformément a la prédiction (2.42)). On aura la possibilité de
converger vers la configuration optimale £%(7) en l’affinant aprés chaque calcul de b

et o, via I'équation subsidiaire (2.31).

Nous voudrions auparavant souligner que cette démarche liant les concepts de
stabilité dynamique & ceux de stabilité statistique des structures est originale et se
démarque 4 ce niveau de Uanalyse en instantons menée dans différents contextes de
la turbulence [24, 6, 7]. Dans ces travaux les solutions sont fortement tributaires
des conditions aux limites imposées aux équations d’Euler-Lagrange. Notamment,
les auteurs de [7] sont parvenus & calculer analytiquement les moments d’ordre n
assez grand des fluctuations d'un scalaire passif. Si on veut établir 'analogue des
conditions de bords qu’ils ont prescrites, on obtient une condition initiale pour le
champ physique (b = 0) et une condition finale pour le champ auxiliaire (¢(75) =

nb(rs)/||b(r)[|I* ot 75 désigne la date d’observation des moments). Ce sont des
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contraintes qui semblent bien difficiles & réaliser dans notre cadre, ol nous aurons
besoin du secours de numérique pour résoudre les équations duales (2.32) et (2.33).
Nous venons d’expliquer pourquoi la condition initiale ne joue pas un réle important
dans notre probléme et pourra étre choisie de norme non nulle. En ce gui concerne Ia
condition finale, nous demanderons seulement que la norme de b ait cri d’un facteur
donné et nous verrons comment 'exigence de solutions auto-similaires et d’énergie

nulle permet automatiquement d’en déduire .

2.4.2 Théorie

Compte tenu des propriétés de périodicité de 'opérateur L construit a partir des
solutions vérifiant (2.40,2.42), les fuctuations de b peuvent se décomposer sur un

jeu de d vecteurs de Floquet ¥, tels que :
Ui (7+T) = %7 T W0 (1), (2.47)

ot 741 désigne P'opérateur de translation d’une couche le long du réseau dans la
direction des petites échelles.

Les vecteurs ¥, sont vecteurs propres de l'opérateur de Floquet Uy :
- T
Ur =7, exp[ Ldr, (2.48)
0

ol e%p indique que dans la version discréte, les produits d’opérateur de translation
dans le temps (1 + L(7;) A7) sont ordonnés chronologiquement en rangeant origine
des temps 7 = 0 a droite.

Il est alors facile de montrer que la solution instanton b? vérifie Ia dynamique
linéarisée {2.45). En ordonnant les o; dans le sens des Re o; décroissants, la propriété
de stabilité dynamique que nous avons évoquée plus haut nous conduit & identifier
le taux de croissance A de b® avec o7 et bY avec ¥y,. Dans la limite déterministe,
le vecteur %b;(i est aussi solution de la dynamique (2.45), avec le méme taux de
croissance A = Ay et correspond donc & ¥o,. En revanche, ce n'est plus le cas en
présence de bruit, 3 cause de la dépendance temporelle de £° qui introduit un terme
supplémentaire dans la dynamique de % :

d {db° db® 0 1.0v1/2 o GE°
Rl ity Iy S %
5 (d‘?’) LdT + (b".b") Bd'r' (2.49}
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Inversement le champ auxiliaire " solution de la dynamique décrite par (2.46)

se décompose sur une base de vecteurs duaux ¥y vérifiant :
(7 +T) = e 5T Ty, Ty(r) (2.50)
ainsi que des relations d’orthonormalisation avec la base ¥y, :
‘I’i;(T).‘I’jT(T) = 53’3,' . (251)
Les vecteurs ¥,; sont les modes propres de l'opérateur de Floquet dual *Usy :
t A
Ur = exp/ Ldr Thr . - (2.52)
T

Suivant la numérotation choigie précédemment, le vecteur propre ¥, correspond
A lexposant de Lyapunov —oy = —A.

La forme la plus générale de " est alors la suivante :

d
(1) =D pua(r), (2.53)
i=1

les coefficients u; étant des constantes par rapport au temps.

Dans la mesure ofl nous cherchons des solutions auto-similaires et que d’aprés le
critére de stabilité dynamique, b® = ¥y;, la décomposition de ¢ doit nécessairement
se réduire & :

@’(1) = pPu(7), (2.54)

ol 1 n'est rien d'autre que le recouvrement %.bY.

Nous semblons disposer de tous les outils pour pouveir mettre en oeuvre 'algo-
rithme. Néanmoins la base de représentation {¥,} n’est pas la plus pratique pour

ce probléme :

i) d’une part, si 'expression (2.54) permet effectivement de fixer la valeur recou-
vrement h = bY.¢% les solutions bY et ¥ doivent également vérifier une seconde
contrainte : étre d'énergie nulle. Ceci sera plus facilement réalisable 4 partir d'un

N . . . ~ . . 0
espace & deux dimensions faisant apparaitre les directions duales de b et %.
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ii) d’autre part, la base {¥;.} n’est pas appropriée pour exprimer la quantité
statistique P,(z). En effet, seules les fluctuations de b suivant les directions b? et
% agissent de maniére cohérente sur le pulse, les premiéres modifiant I’amplitude
du pulse, les secondes la date d’arrivée sur la couche n. Ceci apparait clairement si

on écrit une trajectoire perturbée sous la forme :

b(r) = M b7 4+ 87(7)) + 8bine

0
= b(7) + 84b°(r) + 67(7) %}— + 8bine , (2.55)

Ies fluctuations db;,,. faisant référence a des fluctuations “incohérentes”, i.e. n’affectant
pas en premiére approximation I'amplitude ou la position du pulse, dans la mesure
ot leur taux de croissance plus faible suggére qu’elles décrivent une déformation du

pulse relativement éloignée de son centre.

L’hypothése centrale de cette section consiste & distinguer les directions ¥;,
avec ¢ > 2 comme des directions de fluctuations incohérentes. Définissons alors la
base {®; } telle que ®;-(7) = Py (7) pour i # 2 et Bo.(7) = ‘%_D. La base duale
correspondante sera notée {@;(r}}. En utilisant les relations d’orthonormalisation
@ (7).@;(T}) = 6;5, on peut montrer que le vecteur ¥y, posséde des composantes

suivant les deux directions ®q; et Py :
Wy =&y + (V. 8o, ) Py (2.56)

Il résulte de (2.54) que le champ auxiliaire doit &tre recherché sous la forme suivante :

@"(r) = 1 ®1(7) + o) D7) (2.57)

La contrainte ‘H = 0 permet ensuite d’identifier gs(r) comme :

(7) = (6%.821) = £ (6. b) (4" B'B") (2.58)

2.4.3 Définition formelle de la densité de probabilité P, (z)

A la lumiere des considérations théoriques précédentes, nous sommes enfin en

mesure de pouvoir donner une définition exacte de la quantité statistique P,(z). Il
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faut pour cela pouvoir sommer les probabilités de transition entre tous les points de
'espace des phases permettant d’observer un méme exposant d’échelle z au niveau
de 1a couche n. Cela revient, dans expression (2.23), a laisser fluctuer les bornes de

l'intégrale de chemin suivani certaines contraintes.

Au niveau du point de départ, le champ de référence est celui parmi les solutions
extrémales qui correspond & I'exposant z. Nous exigeons alors b(0) = b%(0) = ®1,(0).
Toutes les fluctuations suivant les directions incohérentes ®;,(0) sont, en toute ri-
gueur, permises, mais nous pouvons négliger leur influence, puisqu’a terme elles re-

laxent.

Au niveau du point d’arrivée, nous souhaitons que le maximum de la solution
optimale correspondant & l'exposant z et celui du champ perturbé b == b® 4 b aient
la méme hauteur aux instants ou ils sont recensés pour la premiére fois sur la couche
n. En revanche, ces instants {que nous noterons 70 = nT pour b? et 7, pour b)
peuvent &tre différents ; c’est le réle des fluctuations le long de &, (70). De méme, la
forme du champ perturbé b(r,) peut différer de celle de b%(72) loin en amont ou en
aval de leur maximum ; c’est ce que provoquent des fluctuations dans les directions
&, (70), avec i > 2.

Ces remarques se trouvent condensées dans I’expression de b(7,) (constituant

égalernent une définition implicite du temps d’arrivée Tn)

b(m) = b)) + 3 B (rl), (2.59)
i#1,2

ot les amplitudes dA; prennent des valeurs arbitraires.

En accord avec cette relation entre b{r,) et b?(72), nous pouvons établir la forme
de Pp(z) :
Palz) ~ [ draP(@1,(0),0b(7a), )

~ fdfﬂ []TnDpr exp - S[b(7), ¢(7)] x
5(b(1’n).@1l(’7'12) - 1) 6(b(7~n)¢>2;('rg)) . (260)
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A partir de cette définition, il est possible de retrouver de maniére rigoureuse
ta décomposition (2.57) du champ auxiliaire optimal " suivant la base {®;}. Cela
sort naturellement lorsqu’on cherche les conditions pour que action S°[bP, ?, 70
soit effectiverment extrémale. Au passage, nous établirons le premier terme correctif
a P'action “classique” 8Y induit par des fluctuations 6b(7) = b(r) — b?(7), deo(r) =

p(7) — (1) et 67, = 7, — 7¥ autour des trajectoires b® et °.
e Dans la base {®;} la forme générale de ° s'¢crit :

d
() = fulr)®alr), (2.61)
i=1
Comme ®; = ¥;, pour i # 2, les coefficients suivants ces directions sont identiques

a ceux de la forme (2.53) (f;(7} = p; = constante) et seule Pamplitude suivant ®o,

dépend du temps.

e Les contraintes (i.e. les opérateurs de Dirac) sur le terme d’arrivée nous per-
mettent de relier la fluctuation 8b{r,) a d7,.

A D'ordre linéaire, on obtient :

0b(T,) = =87, ®on(70) + Z 62:®4 (7)), (2.62)
i#1,2

d'oti : 67, = — By (10) - 8b(T,).
+ Au niveau de l'action, le terme linéaire se réduit 4 un terme de bord.
S(1n) = 8%m) + 68(7) = 80 + 87, 8,8%(+0) + 68 (7) (2.63)
avec :
5S(r) = % fo ar (5050 + .86 — Gy H.0b — pH.5)
- % /0 dr (.86 + 2. 5b)

- % () - 8b(r) (2.64)
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Au total, le terme linéaire 4 annuler pour que S® soit extrémale est le suivant :

57 0:8%(1)) + 88(mn) = b7 (9°(7)- Br(7}) - H) + ¢°(73). 8b(rs)

= Y (). B (7)) — Hémy (2.65)

i>2
Cela conduit de nouveau & p; = @°(73) - €4;(77) = 0 pour i > 2, sans avoir a
évoquer ’hypothése d’auto-similarité, et aussi & # = 0. On aboutit ainsi a la forme

(2.57).

2.4.4 Mise en pratique

Nous nous proposons dans cette partie de détailler les principales difficultés
que nous avons rencontrées pour implémenter l'algorithme. Nous noterons bin ()
et &;,(7) les valeurs des champs connus en entrée d’une boucle de l'algorithme et
bout(T) €t &,,,(7) les valeurs en sortie de boucle, calculées selon le critére de stabilité

dynamique décrit précédemment.

I’idée de départ se résumait & intégrer successivement les dynamiques de b et
¢ pour une configuration donnée du bruit, dans des sens opposés d’écoulement du
temps, puis & recalculer le bruit via la condition d’auto-cohérence (2.31). Mais nous
avons vu dans la section précédente que pour étre assuré de trouver les trajectoires
d’énergie nulle, il est aun moins nécessaire de connaftre aussi la seconde direction la
plus stable de la dynamique de ¢, ce qui rend une diagonalisation de l'opérateur
d’évolution *Ur incontournable.

Pour avoir une bonne définition de cet opérateur, il nous faut maintenant préciser
les conditions de bord choisies. Nous avons indiqué précédemment que le formalisme
en intégrale de chemin nous impose de travailler avec un nombre fini d de couches.
Afin que l'opérateur de translation le long du réseau 75 soit inversible, nous allons
choisir dorénavant de boucler le réseau suivant un anneau, autour duquel les couches
sont repérées par un indice défini modulo d, et noté n[d]. Les solutions seront peu
affectées par cette périodisation, 4 condition qu’elles soient suffisamment Iocalisées

4 1'échelle du périmeétre de 'anneau.

Par commodité, piutdt que d’utiliser les variables b et ¢ dont les normes varient
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exponentiellement, nous privilégierons les variables C = b/(b-b)/? et £ qui vérifient

les relations de périodicité suivantes :
Cri1(7+T) = Cu(7), ny1{T +T) = &n(7), (2.66)

et
Catalr) = C(7), bnvd(T) = En(T)- (2.67)

La norme de C reste ainsi toujours égale & l'unité et celle de £ est fixée par le
recouvrement : u; = C(7).'B{C}&(7). Dans cette représentation, les structures cohé-
rentes (et la réalisation particuliére du bruit qui leur est associée) apparaissent donc
comme des ondes solitaires se propageant, & vitesse constante et sans déformation,

des grandes vers les petites échelles.
Chaque boucle de I'algorithme est alors constituée par les étapes suivantes :

e La dynamique de C est intégrée sur un nombre de périodes suffisant pour laisser
4 la direction la plus stable le temps de dominer les autres. Pour cela, un schéma
d’Euler du premier ordre est utilisé, conformément au choix de discrétisation & la
Ito. 11 est appliqué a la dynamique :
dC

= = N[C](r) + B[C](r)¢™(r') — A(7) C, (2.68)

ol le facteur de projection sur la sphére de rayon unité est :
A(r) = [N[C](r) + BICl(r)e™ ()] - € (2.69)
Deux remarques doivent étre faites ici & propos des notations utilisées :

D'une part, l'indice ' a disparu au niveau du terme IN. En effet le terme de
dérive de Ito étant proportionnel & I') il ne participe pas & l'ordre dominant de
Paction, sg(z), mais a Uordre suivant s1{z), comme nous le verrons plus tard. Aussi
peut-il étre oublié & chaque itération et sa contribution ne sera-t-elle calculée qu'une

fois la convergence achevée.
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D’autre part, dans l'intégration de la dynamique (2.68), le bruit £ pest pas
évalué au méme instant que le champ C. En effet, la vitesse du pulse formé par C nous
est @ priori inconnue et rien n'empéche qu’elle soit différente de la vitesse du pulse £
devinée au départ pour le bruit. Afin d’éviter que les deux pulses se désynchronisent
et rendent le forcage aléatoire inopérant, nous avons asservi la position du centre de
£ 3 celui de C . Pour cela, nous avons repéré la position instantanée du centre du
pulse par la variable n(7) (qui a 'avantage d'étre continue contrairement a l'indice

de couche rnmqr|d] repérant le maximum du pulse) :

d—1

n(r) =3 nld] (Cu(r))” . (2.70)

n=0

L’instant d’évaluation du champ £, s’obtient alors en exigeant que :
ni*(r) =n{r) ou 7' = (") n{r)]. (2.71)

Lorqu’un état asymptotique se dégage, il est enregistré comme C? ainsi que sa
q ymp Bag g ) q

période T?% et son taux de croissance moyen Aout

out 1 T
At = f A(r) dr. (2.72)
T

o On procéde ensuite 3 la diagonalisation de 'opérateur {7 ot et les deux vecteurs
propres correspondant aux deux valeurs propres de plus petites parties réelles sont
identifiés comme ¥y, et ¥q. Les vecteurs &1; et ®4 sont ensuite construits comme

combinaisons linéaires des deux précédents :
out

) (2.73)

dbout dbout
®; = ¥y —(Ty. i )/ (Fa.

By = Py (V.

— )y (2.74)

e La nouvelle configuration du bruit est calculée suivant (2.57) :
Eout(,r) — (bout_bout)1/2 tB[Cout] (Hl‘I’lt + #2(7_)@22) , (2'75)
ott po(7) est solution d'une équation du second degré traduisant la condition H =0

palr) = SEH(r) €77 (2.76)
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Les valeurs en sortie de boucle peuvent alors étre substituées 4 celles d’entrée et
le proceséus est Tépété jusqu’a obtenir un point fixe tel que C°% = C™ et £°% = ¢™.
L’exposant » est finalement obtenu grace & la formule (2.43) et I'action par unité de

pas de cascade sp(z) associée & cet exposant est donnée par :
1 Tout
so(s) =5 [ e gyar. (277
0

Pour une valeur du paramétre de contrdle p; donnée, nous avons en général
initialisé Palgorithme avec les configurations d'essai C™™) = Co(r) et €™(r) =
(b bU)UQB[CO]'I)H(T), ot ®1;(7) est le vecteur dual de b”. Cependant pour ex-
plorer les plus grandes valeurs de 'exposant z, il s’est avéré plus efficace évidemment
d’augmenter le paramétre de contrdle 4 petits pas et d'utiliser comme condition

initiale la solution finale trouvée précédemment, convenablement renormalisée.

Le pas de temps A7 = Ti”/N utilisé dans le schéma d’Euler relatif & la dyna-
mique (2.68) était environ 350 fois plus petit que la période des pulses. Nous n’avons
pas utilisé d’interpolation afin d’affiner 'estimation des périodes T, : elles étaient
déterminées comme le multiple de Ar permettant de satisfaire au mieux les relations
de périodicité (2.66). En revanche, le pas de temps A7 était modifié 4 la fin de chaque
boucle de maniére 4 conserver toujours la méme résolution en temps N, 4 quelgues
unités prés. En effet, connaissant la variation du bruit §£(7) = £°%*{7) —£™(7') entre
chaque boucle, il est possible d’évaluer la variation de la période §T = To¥ — Tin
par une méthode variationnelle (dont les détails sont exposés dans ’annexe 2.7). Elle

s'obtient en projetant §€ sur la direction P4 :

5T
7 = (b b)) 2®,,. 'BéE. (2.78)

Nous avons donc choisi aprés chaque boucle de redéfinir un nouveau pas de temps

AT = Arin(1 — (b - b)1/2®4,.1BSE).

Avec le mode opératoire qui vient d’étre décrit, la convergence vers des solutions
d’exposant stable 3 1072 prés et de pseudo-énergie H < 1075 est atteinte typiquement

en moins de 20 itérations.
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F1G. 2.1: Figure du haut : les configurations des deux modes de Floquet d’exposant de
Lyapunov maximum Ag dans le cas déterministe et pour le modéle le plus simple (matrice

B[C] = 1). Figure du bas : les configurations des deux modes duaux d’exposant —Ag.

2.4.5 Résultats

L’algorithme ainsi construit s’est avéré trés efficace pour calculer des instantons
associés 4 toute une gamme des exposants d’échelle z depuis la valeur déterministe
2 = 0.72 jusqu’a des valeurs de 'ordre de 0.95 (les valeurs de z inférieures & 0.72

s’avérent plus délicates a traiter).

La figure 2.1 montre l'allure des vecteurs ®1_ et ®1, & un instant donné. Ces
2 2

profils évoluent assez peu lorsque exposant z s'éloigne de zp : ¢’est essentiellement la
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trainée exponentielle qui s’en trouve affectée (respectivement a gauche en Q™ pour

C, 4 droite en Q7% pour ®4;).

La figure 2.2 montre la densité d’action sg(z)/I' pour trois choix différents du
facteur de forme B{C] :

i) Bnn = 1. Le bruit £ est ainsi complétement délocalisé.

ii) Bpn = Cj_1C} _o. Ce choix revient & introduire Ie bruit au niveau du coefficient
d'un des termes non-linéaires du modeéle GOY. Dans ces conditions, Ie bruit est actif
juste 4 I'avant du pulse C.

iti) Bnp = ||Ca-al|® + [|Crs||?, ce qui permet de délocaliser encore un peu plus
le bruit a 'avant du pulse.

Précisons que ces choix particuliers sont empiriques et n’ont pas de justifica-
tion rigoureuse & partir de la dynamique compléte du modéle GOY, mais ils nous

permettent de sonder les divers comportements du modéle stochastique proposeé.

Comme attendu, les courbes so(z)/I' présentent un minimum nul pour la valeur
déterministe zp. Les valeurs de I' ont été ajustées de maniére a obtenir la méme
courbure autour du point zg pour les trois modéles. Nous pouvons observer que plus
le bruit est localisé et décentré par rapport au pulse, plus les courbes sont abruptes.
Pour le modéle i), un comportement asymptotique linéaire se dégage, déja perceptible
sur la figure 2.2, Cela nous conduit a rejeter ce modéle puisqu'un tel comportement
empéche l'existence de moments de vitesse au-dela d’un certain ordre. Ce compor-
tement linéaire peut étre prédit par une approche variationnelle exposée en annexe
2.7, et basée sur I’hypothése que toute solution d’exposant z # 2y est obtenue par
renormalisation de la solution déterministe C'y et une reparameétrisation du temps

appropriées.

Les figures 2.3, 2.4, 2.5 montrent le champ normalisé C et le terme de forcage
B¢ intervenant dans la dynamique, pour les trois modéles et différentes valeurs de
I'exposant z. Dans tous les cas, la force aléatoire devient négative a I’avant du pulse
C, ce qui est en accord avec la phénoménologie déja mise en évidence dans {33] : la

croissance des solutions est renforcée par la frustration du transfert d’énergie.
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F1@. 2.2: évolution de Paction par unité de pas de cascade s,{z) en fonction de I'exposant
de croissance z pour les trois modéles. La ligne pleine représente la parabole tangente au

trois courbes au point minimum déterministe zg.

Pour le modéle iii), le champ cohérent C devient lui aussi négatif & 'avant.
Nous nous retrouvons ainsi dans des conditions analogues aux expériences de [33]
qui consistaient & placer des défauts en aval d’un pulse déterministe C et & observer
'effet produit par la collision : seuls les défauts négatifs sont susceptibles d'augmenter

I’exposant de croissance des solutions.

2.4.6 Contribution du terme de dérive de Ito

Nous avons indiqué auparavant que le terme de dérive de Ito englobé dans le
noyau non-lindaire étant proportionnel a I', il ne contribue pas a Vordre dominant
O(1/T') dans le développement de V'action §{z) en fonction de T' (cf 2.30). Nous allons

montrer maintenant qu’il est d’ordre O(1) et doit ainsi étre comptabilisé au nivean
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Fi1G. 2.3: configurations pour le modéle i} du champ cohérent normalisé C et de la force

aléatoire B[C]€, correspondant & trois exposants différents : z = 0.75, 0.85 et 0.95.

de 81(2).

Dans cette section, nous repérerons par b‘% les trajectoires optimales solutions
des équations de Hamilton (2.32, 2.33) oil le terme de Ito figure dans le noyau non-
linéaire, par contraste avec les solutions b® calculées numériquement sans en tenir
compte. Il en sera de méme pour les quantités Sr[b(r)] et S[b(7)], pour lesquelles
nous utiliserons Pexpression {2.24).

La difference entre P'action optimale Sp[b%] et la quantité calculée par 1'algo-

rithme S[b%] peut &tre estimée en tirant avantage des propriétés d’extremum de bl :

Srlbp] ~ SB°] = Sp[bp] — Sr(b°] + Sp[b?] - S[b°]

o 01 _ 0
Selbf] = 5[] = %fg ‘PD'N[(ZO].bi\)Tf/[;) ]

En effet, Sp[b%] — Sp[b%] = O ((bY — b®)2/T) = O(I') est négligeable & ce niveau

dr.

Q
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F1a. 2.4: configurations pour le modéle ii) du champ cohérent normalisé C' et de la force

aléatoire B[C]¢€, correspondant & trois exposants différents : z = 0.75, 0.85 et (.95.

d’approximation.
En utilisant I’expression du terme de Ito (2.13) et le fait que pour les différents
modéles, les éléments de matrice By sont des polyndmes par rapport aux compo-

santes Cpy,, on peut dégager la forme générale suivante :

0 o _ =3 7 o oo
71 ito{77) = Sr[br] — Sr[b’] = T/(; b’ - B‘By" dr. (2.79)

oil [ = 0 pour le modeéle i) et [ = 2 pour les modéles ii) et iii).

De la sorte, nous trouvons un premier effet des fluctuations quadratiques du
bruit, tel que le terme de dérive de Ito les incorpore automatiquement. Il nous faut
pour achever le calcul de s1(z) pousser le développement de I'action S(z) & I'ordre

quadratique et sommer sur les perturbations de la trajectoire d’ordre §b ~ O(vT).
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F1a. 2.5: configurations pour le modele ii} du champ cohérent normalisé C et de la force

aléatoire B[C)E, correspondant & trois exposants différents : z = (.75, 0.85.

2.5 Effet des fluctuations quadratiques

2.5.1 Theéorie
a) les différentes étapes du calcul

Le calcul a 'ordre quadratique des fluctuations autour des trajectoires optimales
étant long et technique, nous voudrions commencer par en exposer les grandes lignes.
Le lecteur pressé pourra se contenter de lire les résultats principaux résumés dans
les équations 2.119 et 4.32.

Appuyons-nous sur la représentation simplifiée de la figure 2.6, pour donner une
idée de ce qu'il faut faire pour répondre au probléme imposé :

Une trajectoire répondant & un principe de moindre action est schématisée ici
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FI1a. 2.6: représentation schématique d’une trajectoire optimale (ligne droite) et de deux
g

trajectoires perturbées (lignes brisées).

par la ligne droite OFY. Elle correspond & une structure cohérente atteignant la
couche ny en un temps 7y = 72, A cet instant est associé un point dans 'espace des
phases, symbolisé sur la figure 2.6 par FU que nous qualifierons de point d’arrivée
de la trajectoire (puisqu’au del, le devenir de la structure cohérente n’entre plus en

compte dans la détermination de P, (z)).

Autour de cette trajectoire optimale, on peut distinguer trois différents types de

trajectoires perturbées contenues dans un fuseau de largeuar O(VT).

-i) certaines trajectoires aboutissent exactement au méme instant et au méme

point d’arrivée dans 'espace des phases que 'instanton idéal.

-ii) d’autres arrivent en un point d’arrivée différent, mais pour un méme temps de
parcours 70 . Dans le cas ot il n’y aurait qu’une seule direction incohérente (d == 3},

cela revient & imaginer un axe supplémentaire perpendiculaire au plan de la figure
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2.6, représentant amplitude de db(r?) le long de cette direction.

-iii) une derniére possibilité correspond aux trajectoires joignant la couche n Fen

un temps 7, différent du temps optimal 7.

En outre, les trajectoires perturbées sont dessinées comme des lignes brisées,
pour rappeler le fait que le long de ces chemins, le champ physique b{r) n’est pas
différentiable, mais & 'instar des marches browniennes, peut présenter des variations
Ab = b(r -+ Ar) — b(7) de l'ordre de O(+/Ar). Cette propriété impose en toute
rigueur de mener les calculs en notation discréte, et les problémes 1liés au choix de
discrétisation (convention de Ito ou de Stratonovich) ont été les plus délicats 4 traiter,

tant du point de vue théorique que numérique.

Notre but consiste & déterminer les termes quadratiques différenciant 1’action
d’une trajectoire perturbée S[OF] de Paction optimale S'[OF®]. Nous pourrons en-
suite utiliser des théoréme connus du calcul variationnel, 4 condition de comparer des
trajectoires se terminant toutes & la méme date. Aussi proposons-nous de fractionner

le travail de la maniére suivante :

~ ]

S[OF] - S°|OF" = S[OF] - S°[OF| + S8°(OF'] - S°lOF") (2.80)
A B
ot SY[OF"] fait référence a 'action d’un instanton poursuivant son chemin jusqu’en
F' a Vinstant 7,.
Dans le cas des trajectoires de la catégorie i), le point F” se confond avec le point

FU et le dernier terme B est identiquement nul.

¢ Le terme A s’exprime comme la somme de deux contributions.
D’une part, il faut tenir compte d’un terme linéaire qui se réduit & un terme de

bord déja calculé dans la section 2.4.3 :

A = %‘PO(Tn) - 0b(m) = % [‘PO(Tﬁ) - 8b(7y) + 07y, -‘PO(Tvg) ) 6b(7'n)] (2.81)

La recherche des termes quadratiques impose ici de pousser le développement de

db(7) (2.62) jusqu’a l'ordre 6772
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D’autre part, il faut évidemment incorporer le terme provenant des variations

secondes :
Tn .
Ay = 528]6b] = % f drL(8b,5b), (2.82)
0

ou L{db, J'b) est un Lagrangien quadratique par rapport & éb, 8b (& ce niveau d’ap-
proximation, il n’y a alors pas lieu de distinguer pour la borne d'intégration entre 7,

et 79).

e Le terme B provient simplement de la dérivation de SY par rapport an temps :
1
B = 67,8, 8%(12) + 5 672 3280 (1) (2.83)

Le terme linéaire se combine avec Pordre dominant de A; et disparait, puisque par
construction les trajectoires autour desquelles sont effectués les développements mi-

nimisent 'action.

Si on ne tient compte que des fluctuations du type i), seul le terme A est présent
et il se factorise au nivean de la densité de probabilité P,(z) en un terme d’intégrale

de chemin réduite :
Pu(z) = 5" Z [6by = 0 — 8b; =0, 7], (2.84)

aver
5b(?’f )=6bf

Z[8by — by, 7f] = f Db exp —825[6b] . (2.85)

5b(0)=dbp
On peut alors faire appel 4 un résultat classique des intégrales de chemin avec fone-

tionnelle quadratique et conditions de bord fixes.

Si on ajoute ensuite l'effet des trajectoires de type ii), la encore seul le terme
A est & prendre en compte {en effet d7, = 0 et ¢°(r,) - b(r2) = 0 si db(7}) ne
se décompose que sur des directions “incohérentes”). En revanche, il faut désormais

procéder & la sommation sur le point d'arrivée et Pp(z) s’obtient comme :

Palz) = 5@ f ddby Z[8by =0 - dby, 73] x
5[6b; - ®1,(r0)] 8[8bs - @u(r)] (2.86)
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Enfin, pour achever le calcul des fluctuations quadratiques, il ne reste plus qu'a
tenir compte des trajectoires de type iii). En plus du terme A5 déja pris en compte
au niveau de l'intégrale de chemin réduite Z[db(7)], cela introduit des termes de
bord A; et B et il nous faut encore sommer sur un degré de liberté supplémentaire,
& savoir la fluctuation d7y sur le temps d’arrivée. Mais comme nous Favons déja vu
dans la section 2.4.3, d7y est directement relié 4 une fluctuation de 0b; le long de
®9,(72). On pourra alors traduire les termes de bord sous la forme quadratique :
A; + B = (b - {Wdby}/2T' (ou 6W est un opérateur que nous préciserons plus

tard) et la densité de probabilité P, (z) prend sa tournure finale :

b:-
P(z) = o—5%(2) /dﬁbf exp[_%m

6[8b; - ®1(r0)] . (2.87)

] Z[8bo =0 = 8by, 78] x

Les détails du calcul s’organisent ainsi de la fagon suivante :

-La section 2.5.1 b) est consacrée 3 la détermination de 'action quadratique
§25[8b).

-Le calcul de I'intégrale de chemin réduite Z[dby = 0 — by = 0, 74] avec bornes
nulles est donnée section 2.5.1 ¢) pour la limite du continu (les détails de la version

discréte sont donnés dans 'annexe 2.8).

-L’effet des fluctuations du point d’arrivée est décrit section 2.5.1 d).

b) expression de l'action quadratique des fluctuations

- dans la limite du continu

L’action 628[8b, §¢] s'obtient aisément en développant I’expression 2.38 a 'ordre

quadratique par rapport aux fluctuations db et dep.

IR 1, 8 PH 1 9*H O*H
525(5b, 6 =—/ §b.6p — = &b 5o — = s .

1 [ 1 1 1,

. f/ dr |8b.6¢ — 5(ASb + Q7 6p).8¢ ~ 3 ("Adp ~ V&b).&b] ,
0
ot les opérateurs A, V et Q7! sont définis par les relations suivantes :
5 d((b - b)B'B
_ H =M (( ) ®) (2.88)

5pdb b
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?H _ 8('Mg) 8%((b b)B'Byp)

V= "= b2 (2.89)
-1 PH t A—1/2 tA—1/2

avec Q712 = (b-b)}/2B.3

On peut alors poser 8 = Q(8b — Adb) +1i ¢’ et procéder a I'intégration gaus-
sienne sur d¢’.

L’action quadratique §2S est ainsi reformulée sous forme lagrangienne :
1 fm - . 2
Ps186] = 5 [ ar { [G4/2(6b - Asb)]” + ab.vab} . (2.91)
0
Jusque 13, cette notation continue désigne le prolongement de 1’écriture en notation

discréte avec une convention & la Ito.

Une derniére étape permet de se ramener & une forme standard, & partir de la-
quelle Pintégration sur les fluctuations du champ physique b est plus facile & réaliser.
Elle consiste & se débarrasser de I'anisotropie du tenseur de “masse” ¢} présent au

niveau du terme cinétique, en 'englobant dans le changement de variables :
sb=0Q Y*h=(b-b)/?Bh (2.92)

tandis que §2S[6b] semble devenir avec les régles de calcul ordinaire :

525]8b] = 5}- [0 " g [(h — (4 =D)n)" + h.v’h] (2.93)

ol les nouveaux opérateurs se relient aux anciens suivant :

A = QYPAQV? (2.94)
Vo= QY (2.95)
D = QY%6,07?=3,logQ71/? (2.96)

8pour alléger la définition de ces différents opérateurs, on omet I'indice © au niveau des configu-

rations optimales b® et ¢°.
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- termes supplémentaires liés & la discrétisation du temps

A ce niveau, nous avons oublié certains termes dans le développement & ’ordre
quadratique car les régles de changement de variable du calcul traditionnel ne sont
pas applicables avec la convention de Ito.

Revenons & une notation discréte et procédons au changement de variable §b; =
Q_l/ %h;. Grace au développement B = B; + &‘%}E"-Ar, on peut retranscrire le
terme d’action quadratique sous la forme :

Ar ¥
2T i=0

h:

, . 2
525Th] = [(1+Dim)hi§—i—(¢4;—mh,-) +hi Vb, (297)

Il apparait donc un terme supplémentaire d’ordre O(A7) au niveau du tenseur de

masse. Celui-ci implique un seul terme correctif pertinent dans la limite du continu

lorque le carré est développé. Il s’agit du terme cinétique 2%(11"“_}“');13;(1"“_1”)
d’ordre O(A7) qui, selon les régles de calcul conventionnelles pour les intégrales de
chemin [48], peut se contracter en 2Tr D;. Il faut ainsi ajouter a I'expression (2.93)
I'intégrale suivante qui se réduit & un terme linéaire en temps lorsqu’on tient compte

de la périodicité de C :

log Q- 1/2(7 ) 0
f arD =8 o = darl. (2.98)

Arrivés a ce stade, nous avons besoin de passer de la prescription d’Ito a celle de
Stratonovich afin de pouvoir utiliser les théorémes généraux permettant la réduction
de la forme quadratique (2.97) & un seul carré, et ainsi se ramener & une intégration
gaussienne. Pour les mémes raisons que précédemment, cela va induire l'ajout de
termes cinétiques non négligeables au niveau de la limite du continu. En effet, en

remplagant h; par h‘“;hi — h“'ET L A; une unique correction d’ordre Q(ArT) surgit,

1 {(hig1—~hg).(4;—Di)(hiyy—h;
AT

). En appliquant la

provenant du terme de produit croisé T
formule de contraction précédente, cet effet se résume A P’ajout au niveau de Paction

quadratique de :

1 7= ) 1 d, o
"2"]0 dTTr(A——'D)_E(j(; dTTrA)—EATn (2.99)
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-précisions sur la. mesure de U'intégration

Nous pouvons aussi préciser les changements de mesure induits par le passage
des fluctuations de &b a celles de h. La mesure dans 'intégrale (2.85) qui au départ

g’explicitait comme :

o N-1
LA 1 1 dob;
Déb = (QWFAT) (bo - bg)¥/2 | detBy | mHl [(bg-bi)dﬂ [ detB, | (2.100)
devient :
Déb = L__pn (2.101)
~ (bo - bo)¥/2 [ detBy | :
avec
4N N-1
Ph= (2wm ) H dh; . (2.102)

Tous les jacobiens ]det%;L (avec 0 < 7 < N) introduits par le changement de
variable se simplifient au niveau du terme de mesure (avec des termes provenant de
Iintégration sur les champs auxiliaires ¢,). En revanche, il n’en sera pas de méme
pour le changement db; — h; que nous devons effectuer pour la sommation sur le
point d’arrivée.

aJh | dhy = e407dhs et nous

On trouve un facteur exponentiel ddby =|det5L
pouvons le regrouper avec les termes provenant de la non—diﬁerentlablhte des chemins
et le terme correctif de Ito. On obtient ainsi :

dAT

LnT) =n"— - —n f drTr A+ Ty jro(nT) . (2.103)

En résumé, dans les nouvelles variables h, le développement sermi-classique (2.87)

de P,(z) prévu dans la sous- section précédente est & modifier suivant

Po(z) = e=5°@) g~ T(nT) /dhf exp (-—% hy- 6W'hg) 6(h;. 8" 1) Z[ho =0 — hy,nT],
(2.104)
ol on note AW’ = Q- 12AWQ /2, tandis que @, =t Q"2 et :

h
Z[hg — hy, 7] = /h " Dh exp—525h], (2.105)
0
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avec

625[h] = 511,- fﬂ s [(h —Bh)2 + h.v’h} : (2.106)

Il importe de garder a Pesprit que I'intégrale fonctionnelle (2.106) est définie main-
tenant dans le cas discret suivant la prescription de Stratonovich. Enfin, B désigne

ict A"~ D.

Nous allons alors dans un premier temps nous concentrer sur le calcul de Z/hy =
0 — hy = 0, 74] en utilisant des résultats classiques d’analyse fonctionnelle. Puis
nous généraliserons ce résultat au cas ot le point d’arrivée hy est quelconque, et enfin
nous pourrons procéder a la sommation sur toutes les fluctuations du point d’arrivée

autorisées.

c) calcul intermédiaire d’une action quadratique avec conditions aux li-

mites fixes et nulles

Une condition nécessaire pour que les instantons calculés précédemment soient
statistiquement pertinents est que la fonctionnelle quadratique 625[h] soit positive
pour toute fonction h(r) telle que h(0) = 0 et h(rs} = 0.

Or, d’aprés un théoréme de calcul variationnel {25], le caractére positif de §25[h]
équivaut a ’absence de points conjugués au point origine v = 0 dans tout ’intervalle
[0 — 7.

Rappelons la définition d’un point conjugué. Soit U{r) une matrice d’ordre d
vérifiant ’équation d’Euler associée a la fonctionnelle §2S[h] :

% (0-8U)=-B(U-BU)+V'U, (2.107)

et les conditions initiales :

ve=0 , U0=1, | (2.108)

alors le point 7 est dit conjugué au point 7 = 0 si det U(7) = 0.
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En 'absence de points conjugués, le déterminant de U ne s’annule jamais et

lintégrale de chemin Z[hy=0 — hy= 0, 7¢] devient :

1\ %2 1
) (2.109)

2/} [detU(ry)

Les détails de ce résultats sont disponibles dans de nombreux ouvrages consacrés

Z[hgzo — h_fxo, Tf] = (

aux intégrales de chemins [20, 60] et sont explicités dans Pannexe 2.8 pour un temps

discrétisé comme l'exige sa mise en oeuvre numérique.

Indiquons cependant 1'idée principale de la preuve : elle consiste & réduire la forme
quadratique 62S[h] en un carré parfait en introduisant un terme de bord §25'[h] qui

disparait pour les conditions limites h(0) = h{rs) =0 :

§28'[h] = —% OTf %(h.Wh) dr = % [(LWh)(©0) — (hWh)(rf)],  (2.110)

ot W () est une matrice symétrique.
Pour aboutir & un carré parfait qui nous permettra ensuite une intégration gaus-
sienne, W(7) doit étre solution d’une équation différentielle non linéaire dite de

“Riccati” (voir annexe 2.8) :
W=V +BB—-(B+W)(B+W). (2.111)

Cette équation peut se réduire 4 une équation différentielle linéaire du second ordre

4 condition de poser :

WU =U — BU (2.112)

ott U(7) est une nouvelle matrice inconnue qui s’avére étre la matrice d'Euler définie
par les équations (2.107) et (2.108). Le produit WU(7) s’'interpréte alors comme la

matrice “moment conjugué a U(r)".

d) effet des fluctuations sur le point d’arrivée et résultat final

Lorsqu’on veut généraliser le résultat (2.109) au cas ol hy est arbitraire, il faut

tenir compte du terme de bord —428'[h] qui ne disparait plus :
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1
2al

d/2
) L exp—-z}f; he- Wi(rs) by, (2.113)

Z[hg=0 — hy, 7] = (
i det U (7y)

Il nous faut également tenir compte des termes de bord A; et B causés par les
fluctuations sur le temps d’arrivée. En reprenant les résultats de la section 2.5.1 a)

avec la variable &b, nous trouvons :
1 : . 1
Ai+B=g [JTn @°(1) - 6% + 61, PO(70) - be] +3 672 028%(7%)  (2.114)

Explicitons les notations introduites dans cette formule : dans le développement de
&b9(7,) en fonction de d7,, Jb} fait référence 4 la partie quadratique, tandis que 8b;

ne concerne que la partie linéaire. Ces termes s’obtiennent aisément :

8b(m,) = b(r)—b(r,)
= b(ra) = b(r0) — o7y bo(70) — %57350(73) (2.115)

Par construction, le terme b(7,) — b%(7?) se décompose uniquement suivant les di-
rections incohérentes @, (17) avec ¢ > 2 (voir la définition de P,(z) dans la section

2.4.3), ce qui permet de trouver :

1 .
Jb(Tn) = _5Tn(I)2r(T,2) -+ Z (5/\3'@1'1-(7',2) —5677% @2,{7’12) (2.116)
1#£1,2

- "

8b;

Les termes de bord A; et C se raménent & une forme quadratique sur dby si on

utilise le lien &7, = —®o.(70) - 6b ¢. Tous calculs faits, on obtient :

M+B = {@a(r)8b 60 (r) - Ban(rf) - & (@un(s2).8b][g"(r0) 6]

1
= 55 0b; - AWSY, (2.117)

ol Uopérateur symétrique AW est défini suivant :

AW = (¢" @gr) 89 ® By — 5@ 9" — ¢ @ By (2.118)
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Ce terme va pouvoir &tre regroupé avec celui issu de la résolution de Z[h(r)],
aprés avoir effectué le changement de variable oby = o~V th qui transforme aussi
AW en AW’ = 'Q~1/2AW(Q~1/2. Ainsi les termes de bord se résument a 'exponen-
tielle de —(hy - Why)/2T avec W = W + AW

On arrive ainsi & Vexpression finale pour P,(z), ot la sommation sur les direc-

tions de hy libres de fluctuer ne pose plus aucune difficulté :

Splz =
o{2) T (nT) o= bW (T

JAetUnT) (2nT)d/2

Nous pouvons en conclure que les instantons calculés par notre algorithme ont

ot

P,(z)=e

8(®4,(nT) - hy)dhy, (2.119)

un sens physique si & la fois U (condition établie dans la sous-section 2.5.1 ¢) et Wi
(définie comme la restriction de W a 'espace de dimension (d — 1) orthogonal & ®7;)
sont définies et positives.

Ces deux conditions satisfaites, s;(z) s’obtient comme la somme de trois contri-

butions :

s(z) = lim = {Il(nT) + %m detl (nT) + %m det W (nT)} (2.120)

n—-+o0o N

Les matrices U{(nT"} et W(nT') n’ont plus qu’a étre calculées numériquement en

laissant évoluer les équations (2.107) et (2.112) entre 7 = 0 et 7 = nT.

2.5.2 Mise en pratique

Le lecteur aura pu trouver & juste titre que le traitement analytique des fluctua-
tions quadratiques est plutot lourd. De la méme maniére, le calcul numérique de s (z)
s’est révelé plus délicat & mettre en oeuvre que I'algorithme permettant 1'évaluation
de s4(z) et il a nécessité bien davantage de soins.

Toute la difficulté réside dans I'intégration des dynamiques U et W1, tres sensibles
au bruit numérique.

Nous avons constaté notamment que le choix de diserétisation est crucial pour
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préserver la propriété de symétrie de W sur le plus grand nombre de périodes T pos-
sible. Les équations d’évolution (2.112, 2.111} & résoudre s’écrivent alors (cf Annexe

2.8):

UH;; Ui _ 5, U f2U5+1 N WiU; + Z/i-i-lUi-f-l , (2.121)
et
Wa;+1Uz'Z1T* Wil; _ i, Wil + ZVe'-i-lUi-é-l vy Ui +2Ui+1 , (2.122)

Pour que la statistique soit auto-similaire, nous prévoyons un comportement

constant des dérivées logarithmiques de U(7) et Wi (r) permettant Iécriture :
d -
21(2) = AT + Ty + T (tog detU(nT) + log det W (nT)) . (2.123)

En fait, excepté pour le modéle i), nous avons observé que les dérivées loga-
rithmiques de U(7) et Wi(r) développent chacune de leur cété un comportement
linéaire avec des pentes opposées, comme le montre la figure 2.7. Elles finissent cepen-
dant par saturer vers un comportement constant, lorsque 'instanton autour duquel
les fluctuations sont calculées a parcouru un tour complet du réseau périodique. Cet
effet provient du caractére périodique du modéle et de la forte gamme de variations
de la largeur du bruit le long du réseau de couches, inhérente & sa définition. On peut
Pappréhender & partir de modéles de fonctionnelles quadratiques assez simples pour
étre résolus exactement. Cet argument est exposé dans annexe 2.9, qui permet en
outre de donner les ordres de grandeurs attendus pour U et W. Seule la somme des
deux contributions permet d’obtenir la forme auto-similaire désirée, montrant ainsi
la nécessité de tenir compte des fluctuations sur le point d’arrivée de la formulation
en intégrale de chemin, pour obtenir un résultat physiquement décent interprétable

en termes de fonction de Crameér.

Un autre effet est a prendre en compte pour améliorer la précision de ’évaluation
de 51(z). Le probléme de départ posséde deux modes de Goldstone associés pour I'un

& la symétrie d’échelle et pour 'autre & I'invariance par translation dans le temps (7).
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200 T " T T ;
— d{log(detU*detWi/7))/dr
100 F o---~a d{log({detU})/dt i
' a-o d{log(detW)/dt
0,0 " . _,,Q,.../\)..,,(g ..... 4 Ly By n
Con o ’3
o
-10.0 - __H.Ao""&f&v ]
‘.p""\)
-20.0 o : : ‘ : : ‘
0.0 5.0 10.0 15.0 . 20.0
T !‘\ i T T T | T i T I T T N { T T
t. o—= d(log{detU*detW./1))/dz
06 | . o - o dlog{detU*detW,))/dr
05 F \D""‘!}-_MG___-Q‘--U— .
04 - D/VOM—O—O_O__O_H_O_O__O_O_O_O_O_H N
03 L 1 L i ! { . 1 i f ! { i I L | 3 | s
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T

Fi1G. 2.7: cas du modéle ii} : test de convergence des différentes quantités intervenant dans

le calcul de S (2) pour une valeur modérée z = 0.8.

Ces deux modes correspondent aux directions ®4, et P4, et induisent deux valeurs
propres se comportant comme 7 pour la matrice (b? - b®)/2BU(7) (respectivement
comme 1/7 pour la matrice (b® - b)~1*B~'WB~1). Quand on restreint W a un
I’espace de (d — 1) dimensions orthogonal & ®;,., l'une de ces valeurs propres en 1/7
disparait, induisant un facteur /7 dans le produit /et U(7)y/Wy(r). Ce facteur
algébrique, que met en évidence la figure 6, doit étre enlevé artificiellement dans le
but de sonder le comportement exponentiel de det I (#)W1 (7). De plus si on examine
une & une les valeurs propres de Wl, on s’apercoit que le second mode en 1/7 disparait
si on oublie de tenir compte de 'opérateur AW.

Enfin, notons qu'il est trés important d’interdire les fluctuations le long de @4,
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et de réserver un traitement spécial a celles le long de ®,,. En effet, si nous avions
sommé sur toutes les directions, en supposant naivement que la différence entre detW
et detW; était faible, nous aurions pu estimer approximativement s;(2) comme

1

5 det WU}, (2.124)

. d
A it

Or la matrice WU (qui dans ce probléme joue le role d’un moment conjugué a U)
finit toujours par développer une valeur propre négative au bout d’un certain nombre
d’itérations, excepté dans le cas déterministe. Cette valeur propre est précisément
celle qui est éliminée lorsqu’on projette W sur l'espace restreint & d — 1 directions,
permettant ainsi de restaurer la stabilité statistique de 'instanton. C’est sans doute le
signe que le seul minimum absolu du probléme est constitué par le pulse déterministe
et que tous les autres instantons correspondent seulement & des minima relatifs de
Iaction.

Dans le cas déterministe, la sommation sur toutes les directions conduit au ré-
sultat évident P,(z) = 1. En effet, en absence de bruit W = W, et la dynamique de

WU se réduit simplement dans ce cas & :
d t
—WU = -"BWU. (2.125)
dr
La condition initiale I/(0) = 1 étant équivalente & WU(0) =1, on en déduit :
nl nT
WU (nT) =exp —/ ‘B(t) dr = exp [ ndpT — f LA(T) dr (2.126)
0 0

et la racine du déterminant de W7 compense alors exactement le terme Z; (nT'). Cela
nous permet d’ailleurs de vérifier la nécessité d’adopter la prescription de Stratono-

vich au moment de résoudre l'intégrale de chemin sur les fluctuations quadratiques.

2.5.3 Résultats

Les résultats pour les trois modéles sont portés sur la figure 2.8 {la gamme d’ex-
posants z représentée varie d'un modéle 4 l'autre car le calcul des fluctuations pour
les grands z s’est avéré plus difficile lorsqu’on complique le modéle).

s conduisent tous & une correction s1(z) de la densité d’action ayant la forme

d’une parabole (du moins pour des exposants z peu élevés} mais dont le centre z;
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differe de la valeur déterministe zg. L'ajout de s1(2) au terme so(2)/I" permet donc
de déplacer la courbe obtenue 3 Y'ordre 0 du coté des grands ou au contraire des
petits exposants, selon le signe de la différence 2y — 21 ou de la courbure de s1(z).

En effet, si on évalue so(z) et s1(z) par des paraboles :

so(z) = ap(z — 20)® 5 s1(2) = a1(z ~ 1) + constante, (2.127)

1a densité d’action résultante s’écrit :
s(z) = a(z — z:)* + constante. (2.128)

avec @ = ap/I' + a1 et z, = (ap20/T + a121)/a. Qualitativement, 'effet physique
recherché pour les fluctuations est de favoriser statistiquement les larges exposants,
ce qui est équivalent, dans cette description, & z; > zp. Un rapide calcul montre que
ce sera le cas si deux conditions sont remplies : a; < 0 (la courbure de s;(2) est
inverse de celle de sp{2)) et 21 < 2.

On constate don¢ que ’action des fluctuations n’est pas universelle et dépend
de la forme choisie pour les corrélations du bruit. En particulier, le modéle iii) ne

remplit pas I'un des deux critéres et doit donc étre rejeté.

Ensuite, il convient de rechercher une valeur de T" (si elle existe) compatible & la
fois avec la valeur de a et celle de 2, estimées & partir des simulations directes et
données au chapitre 1. Le modéle ii) se révéle alors étre le plus apte a rendre compte
de la physique émergeant du modéle GOY, car il posséde le minimum z le plus
éloigné de 2 et permet ainsi de décentrer davantage la courbe obtenue & 'ordre 0.

Malheureusement, cela reste insuffisant pour décrire correctement les valeurs a =
45 et z, = 0.75 obtenues pour le régime dominant asymptotiquement dans la limite
Re — oo. La figure 2.10 montre la courbe so{z)/T" + s1(2) correspondant au modéle
i) avec une valeur de I' = 0.4 telle que a = 45 : le centre vaut alors seulement
2z, = 0.733.

En revanche, la fonction de Cramer pour le domaine de 5§ couches rigidement lié
4 la couche dissipative (qui présente les valeurs des parameétres a = 29 et z, = 0.74)

est remarquablement bien reproduite avec ' = 0.58., comme le prouve la figure 2.9.




82 Chapitre 2. Analyse semi-classique d’une version stochastique du modéle GOY

0.1 T T T i

5,(2)

-0.3 s—= modele i) : a,=-2.7; 2,=0.68 .
~—— modele ii) : a,=-3.5 ; z,=0.60
g +— modele iii) |

0.4 : f - x ‘
0.7 0.8 0.9 1

FI1G. 2.8: évolution de s¢(z)/T + s1(2) en fonction de z pour le modéle ii) et I' = 0.58. En

trait plein, les régressions paraboliques

1l faut souligner que cette valeur de I' permet aussi de corriger par l'effet des fluc-
tuations les déviations an comportement parabolique de so(z) survenant aux grands

exposants.

On arrive alors au paradoxe suivant : le meilleur accord entre notre approche et la
physique des structures cohérentes du modele GOY concerne le domaine de couches
pourtant soumis aux fluctuations les plus fortes (puisque leur ordre de grandeur
est inversement proportionnel au paramétre o). Notre sentiment est que I’hypothése
d’un bruit de moyenne nulle est sans doute fausse dans ce domaine qui d’aprés

nous, constituerait ultimement 'essentiel de la zone inertielle. Tl est en effet tout a
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fait envisageable que dans leur propagation vers les petites échelles, les structures
cohérentes rencontrent davantage les défauts qui remontent le courant que ceux qui
vont dans le méme sens qu’elles. Mais il est difficile d’évaluer cet effet et I'introduction
d’un second paramétre ajustable ne permet plus une confrontation critique entre les

simulations directes et 'analyse du modéle stochastique.

0.20

0.00

-0.20

-0.40 %,
« S, (2)/T
* -(8y(z)/T+8,(2))
-0.60 .
-0.80 . : : : : : :
0.70 0.75 0.80 0.85 0.90
F4

F1a. 2.9: évolution de 51(2z) en fonction de z pour le modéle ii) et I' = 0.58. En trait plein,

les régressions paraboliques.
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0.2 : : . 1 ‘ ,

~0.6 * =(S,(2IT+8,(2))
x =Sy ()T x

-1.0 - ! = ' ' -
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

F1G. 2.10: évolution de so(z)/T + s1(z) en fonction de z pour le modéle ii) et T' = 0.4. En

trait plein, les régressions paraboliques



Annexes du Chapitre 2

2.6 Correspondance entre des équations stochastiques au

sens de Ito ou de Stratonovich

Le but de cette annexe est d’expliciter le passage d’une représentation & la Stra-
tonovich a celle de Ito pour une équation stochastique.
Nous partons de la version & la Stratonovich de I’équation 2.10 exprimée entre

deux points de discrétisation temporelle :

b(t;41) + b(#:)
2

b(ti11) + b(t:)

Ab; = b(tit1) —b{ti) = N [ 5

Jas+p] |aw.

(2.129)

ou AW, représente l'incrément d’un mouvement brownien et vérifie donc :
(AW =0 , (AW;AW;)=TAts;. (2.130)

Ceci permet d’estimer AW, = O(At!/?), On peut alors évaluer la différence entre
(b(ti+1) + b(t:))/2 et b; par :

b{i; b(t; Ab; 1

L‘}_}.;J =b; + Tl =b; + ED [b(tg)] AW, + O(At) (2.131)

puis procéder aux développement limités des termes IN et D contribuant pour l'ordre

O(At) dans V’équation 2.129 :

N [M%M} At = N[b(t:)] At + o(At*/?) 2132
? [b(t;ﬂzﬂ@] AW; = D[b(t:)] AW+
% (%1 : D[b(ti)]Awi) AW, + o(AB/2)

85
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Il ne reste alors plus qu’a tenir compte de la propriété 2.130 pour obtenir une

version de I’équation 2.129 4 la Ito :

b(tiss) ~ b(t) = [Nb(t)] + ;D) At + Db@IAW:, (2159

qui se différencie de la version selon Stratonovich par le terme de dérive :

0D [b(2:)]

85, Dypn[b(t:)] . (2.134)

Dp(ti) =
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2.7 Approximation adiabatique

Cette annexe est consacrée & une prévision de borne variationnelle pour la densité
d’action sp(z) & laquelle on fait allusion & la fin de la section 2.4.5. Elle consiste a
chercher des solutions optimales auto-similaires dans le domaine restreint des confi-
gurations du type :

b(r) = *PB0(F), (2.135)

ol bO(T) est la solution déterministe d’exposant de croissance zp et 7 peut étre
interprété comme un temps “propre” associé & la véritable position du pulse. Les
variables 7(7) et z(¥) paramétrisent alors les variations locales de la vitesse et de
Pamplitude du pulse, qui garde le méme profil qu’en ’absence de bruit. Si {2.135)
représente un instanton auto-similaire d’exposant d’échelle z # 2y, £(7) doit satisfaire

la contrainte

z(T +Tp) — z(F) = {z — z0) log Q. (2.136)

Aprés avoir reporté I’hypothése (2.135) dans ’équation du mouvement (2.16), on

projette suivant les deux directions €, = b? and ®,, = ‘{d—‘f, ce qui conduit & :

d7 dz

a7

_—— = &, .BE. .

a7 a-BE (2.138)

Si on néglige les autres dimensions de l'espace configurationnel, (2.137) et (2.138)

forment un systéme fermé de dimension 2, qui peut étre reformulé selon :

dx

= = q, (2.139)
L (2.140)
a7

ot les fonctions de corrélations de ¢; et {; vérifient

(GG = 3—;% §(F—7)  1<4,5,<2, (2.141)

avec

Vij = 3.B'B%;;. (2.142)
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L’action gaussienne par pas de cascade associée a ce systéme stochastique restreint

est donnée par :

Tn 1
=5 [ G, (2.143)
qui devient, une fois exprimée en termes des variables diffusives z(7) et 7(7),
Ry o rtr— ~ dr ..
= 3 f dr {( [ (V™ha +28(V )+ (V 1)22] + =V "2
[ﬂf (v )12 + (V1) ]} (2.144)
L’extrémisation de § par rapport & g—; conduit a
dr .9 rr— P _ 1/2
= = [V +20 (Vo + (V) Ve (2.145)

et & une action effective pour la variable restante z

Srslo®] = [ a0+ 2 s (VD) (]
~ (v + (V")z]}. (2.146)

En supposant que les coeflicients Vi1, Vig et Voo ne varient guére dans l'intervalle de
temps [0, Ty, on peut en déduire une expression analytique pour so{2)} & partir de
5¢ff simplement en remplagantdans 1'intégrale 2.146 £ par (2 —zg) log Q /To (cela pro-
vient de (2.136)). En particulier, on obtient pour des différences z — 2y suffisamment

grandes,
s0(2) ~ (2 = 20) 1og @ { (V") (V1)) V2 = (V)35 (2.147)

c'est & dire un comportement linéaire, comme celui observée pour la solution du

modele (i).
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2.8 Version discréte du calcul des fluctuations quadra-

tiques

Cette annexe est consacrée au calcul de Pintégrale de chemin partielle Z[0 —
hj, 7] apparaissant dans ’équation (2.85) de la section 2.5. La méthode est décrite
dans de nombreux ouvrages mais, & notre connaissance, toujours pour une définition
contimue du temps. Lorsque nous avons voulu procéder aux calculs numériques, nous
nous sommes heurtés au choix de discrétisation qui s’avére crucial pour évaluer la
matrice W(r) intervenant dans ce probléme, notamment pour préserver sa propriété
de symétrie. C'est pourquoi il nous semble utile de montrer comment chaque étape

de la limite du continu trouve une transcription exacte dans le cas discret.

Reprenons Paction quadratique des fluctuations (2.106) discrétisée suivant la

prescription de Stratonovich :

At =87 [ 1hiyy — by hiyr+0;1% hy+h by +h
2 o i+1 - Manan | ) i1 iyt i+1 %
62S[h] = T z { [ . B; 5 + 5 LV 3 )

(2.148)
Aprés ’addition d’un terme de bord —Z= Y5 {hit1. Wig1hips —h; Wihg}, Pac-

tion quadratique prend 'expression exacte :

6%8[h] = % z:gl{ [Q}ﬂ ("}"li'%;—m - Q;l(si W +2We'+1) h'i+12+ hi)]z
+hi+1 +h; 9, h,., + hi} , (2.149)
2 2
ol
Qi=1- %(WM -Wy), (2.150)
et
Vi =V +'BB; — M —(B; - WJ%M)Q;I(BZ- ~ %) (2.151)

Alors §25Th] apparait comme lintégrale sur le temps d'un unique carré si et

seulement si pour 0 < i < N — 1, W; vérifie I’équation de Ricatti :

Wit1 —W; Wi+ Wi W; + Wi

V;-r +tB;B; — 5 - (tBi - 5 )Q:l(Bz - 2 )=0. (2.152)
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On remarque que (2.152) impose & W; de rester symétrique & tout instant, pourvu
que Wy (arbitraire & ce niveau) soit choisie comme telle.
L’équation de Ricatti peut &tre résolue au moyen d'un changement de variable

matriciel :

Wi +Wa+1 Us +U1—E-1

M= ) = Qi gﬁi\%m (2.153)

A partir de 'expression (2.150) de Qi, il est facile de montrer que 1’équation
(2.153) est équivalente & (2.121).
Puis, en multipliant chaque membre de (2.152) sur la droite par U"—'ngﬁ, on
obtient pour 0 <1 < N -1
Wir1Uppr — WiU; _ _ig, Uit1 —
AT AT

En prenant la demi-somme des relations (2.154) exprimées & deux dates succes-

(B; +

Uiy (B8 + Vi) (2.154)

Ui + Ui
—

sives repérées par les indices i —1 et 4 (et 1 < i < N — 1), et en utilisant (2.121)

N : p W; WU; U+ Wi U;
aprés avoir noté que W““U’"'"; AKV‘ Winy - Wit Uit %ASW i+Wi1Ui—y)

, on peut
éliminer W et vérifier que U obéit a 'équation d’Euler, version discrétisée (2.107),

comme nous ’avions annoncé dans la section 2.5.1 c).

Ainsi avons-nous prouvé que si U est une matrice inversible sur tout l'intervalle
[0, 7], alors action quadratique 628 est positive, puisque dans ce cas W existe &
tout instant {grace & (2.153)) et permet de transformer 'action quadratique initiale

en 'mtégrale temporelle d’un unique carré,

Montrons maintenant que ces matrices conduisent & une expression compacte
de Z[hyp = 0 — hy,7¢]. Nous pouvons tout d’abord noter que (2.153) et (2.154)
constituent 2N relations 4 2(N + 1) inconnues {Up,---,Un}, {Wy, -, Wy}. Ceci
nous laisse un certain arbitraire pour Wy and Up. Dans le cas particulier ou hg = 0,
le choix le plus pratique s’avére Uy = 0 and Wply = 1 (relations qui peuvent tre
congues comme la limite pour ¢ - 07 de Uy = € et Wy = ¢!, de telle sorte que
Wy est effectivement symétrique). L’examen de (2.153) et de (2.154) révele alors
que U; et W; se comportent alors respectivement comme A7 et (A7)~ 4 P'ordre
dominant en A7 pour 1 < i « N . Par exemple, W vérifie le résultat exact W, =
(Ar)~t — BatBo 4 (1B, By + V).
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Ensuite, en introduisant un nouveau champ 4, ; (avec 0 < i < N — 1) comme

Wi+ W1, hi+hip

Piv1 =hip — by — ATQ7 (B + 5 ) (2.155)

on peut reformuler la quantité Z[0 — hy, 77| qui nous intéresse en :
N-1

Z[0 = hy, 7] = e~ WWhy [ Dhsd(hy — hy)e~F im0 Yirr@WPun (2156
£r7f i

avec la mesure d'intégration Dh :

Dh = Aﬁl _ i (2.157
- U Gmane 1)

Avec aide de (2.153), le changement de variable (2.155) peut étre revu comme

Uip1 — Ui) (Ui + Ui

-1
¢i+1 = hz'+1 - hz - ( 9 ) ) (hi + h'b'+1) . (2158)

Cette relation peut étre facilement inversée en posant h; = U;(;, ce qui donne

{Ui + U1 Ui — U (Ui + Ui+1)—1 U1 = U;
Pig1 -

5 5 5 5 } (Civ1 =€)
Uy + Ui\ U7+ UGS\ T
= Ui (——%) Uil€ip1 — €i) = (*%‘i) (Civ1 — i)

d’ou nous en déduisons (sous I’hypothése que hy = 0) que pour 0 <i < N —1,

LUt Ut
> (—2“) «!)Hl} - (2.159)

§=0

hisi=Un1

Puisque h;y1 dépend linéairement des 4p,,, d’indice j inférieur a 4, seul le bloc
(EAunin fl
diagonal Uiy (w;f"—l) est & prendre en compte dans le calcul du Jacobien associé

au changement de variable. On trouve alors :

_ N1 det(Ui + Ui+1) (2 160)
e det 2U; ' |

Oh;iq

Jy =
P

Pour faire respecter la condition limite hy = hy 4 'instant 74 au niveau des nouvelles

variables 4., on introduit la représentation Fourier de la fonction ¢ :

. do g yig Sty
5 (hf_,hN)zf e R Sl (2.161)
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Puis I'intégration gaussienne sur les 4; nous meéne 4 :

N-1 : :
Z[o - hy, 7] = ] det(gﬁg““) x — _ 3 gmarhs Wivhy
=0 et 2U; /det O;
1 f‘ .
/ —(zw)de e 2 , (2.162}
ou N-—-1 1 1 t 1 1
_ ~ (U + U A U7+ U5 ]
G=Uy [; ( 5 )Qi ( 5 Uy . (2.163)

L’opérateur non local ' se simplifie beaucoup si on adopte les conditions initiales
singuliéres déja mentionnées : Uy = €, Wy = ¢! avec ¢ — 0%, Dans ce cas, G est
complétement dominé par le premier terme de la série figurant dans le membre de

droite de (2.163) qui diverge comme €' et on estime, a 'ordre dominant en ¢ :

1 Lyl
G~ Uy (U5 wy MUz} oy (2.164)

Enfin on peut effectuer la sommation sur e. Puisque G~! disparait pour la limite

e = 01, on obtient :

Z[O — hf,Tf]

( 1 )d/2 det(Uo +Uy)
2nAT det Uy

N-1
0 {det(Ui+Ui+1) 1 }e—%hf-WNhf_ (2.165)

Pour obtenir le résultat final (2.113) de la section 2.5.1 d), il ne reste plus qu’a

i=1

prendre la limite du continu A7 — 0 pour laquelle le produit infini figurant devant

d/2
Pexponentielle de la relation (2.165) devient(ﬁ) / _Hf;;—“"U_N‘
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2.9 Modéles simples et solubles de fonctionnelles quadra-

tiques

Nous nous proposons de montrer que le comportement gquadratique observé sec-
tion (2.5.2) pour les quantités log detl/(r) et log detW (r) peut se comprendre uni-

quement 3 partir des propriétés de la variance du bruit choisie au départ.

Pour cela, nous allons définir une action quadratique modéle :
1 g7 . .
Salir) = / dr (& - Q) (2.166)
0

o1, comme dans (2.90), Q! représente la variance du forgage aléatoire (b - b)B¢.
Nous allons nous restreindre au cas du modéle ii) en choisissant pour champ cohérent

b le champ déterministe. La mafrice () est alors diagonale et vérifie :
2
w=(b-b) (CR_,Chs) - (2.167)

Précisons que Sp[z] n’a aucun sens physique dans le probléme qui nous concerne,
et ne correspond pas par exemple 4 l’action des fluctuations quadratiques autour de
la solution déterministe., Mais ce choix permet d’isoler I'effet d’une masse anisotrope

au niveau du terme cinétique de Paction réelle.

Les matrices U et WU s’obtiennent comme les solutions des équations de Hamilton-
Jacobi associées a Sy, avec pour conditions initiales U(0) = 0 et WU(0) = 1. Pour
pouvoir les comparer aux matrices impliquées section 2.5.2, il nous faut auparavant
procéder au méme changement de variable y = Q” 2, qui transforme ’expression

(2.166) en :

Syl = [ ar (i+ 5o Q-”?)y)z (2.168)

dr

SN e

Dans ce modéle sans couplage entre échelles, les matrices U et WU restent dia-
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gonales & tout instant et s’obtiennent explicitement comme :

-1
WnnUnn = M (2169)
Qi (0)
1 1 T
Upn = Qrt(r)dr (2.170)
VOt (0) 1/ Qrd (7) /

Nous pouvons donc relier le comportement temporel de U7 et W & celui de Q1.
Les propriétés d’auto-similarité de Q! se traduisent mathématiquement de la

maniére suivante :
Qnn (1) = W7 F(7 — nTy) (2.171)

ot F(7) est une fonction vérifiant F(r + dIy) = F(7) 4 cause de la périodicité du
réseau de couches.

Supposons que le pulse déterministe C soit centré sur la couche d’indice n = 0
a l'instant 7 = 0. Pour n > 0, C;, décroit trés abruptement suivant exp —cr™, avec
r = (v/5 — 1)/2%, tandis que pour n < 0, O, développe une tratée exponentielle
Cp ~ Q"0 ~ Do Comme le réseau de couches est rendu périodique suivant un
anneau, les bords du pulse doivent se raccorder dans une zone ou leur amplitude
résiduelle est la méme. La répartition des couches de chaque cété du pulse est alors
d’autant plus inégale que les comportements asymptotiques sont différents, ce qui
nous ameéne 3 considérer que quasiment toutes les couches se situent dans la trainée
exponentielte. 5i on choisit de numéroter les couches a partir du maximum du pulse,

on en déduit :
Qun (0) ~ e~*r=dTo (2.172)

Tant que le centre du pulse n’est pas arrivé sur I'échelle n (soit pour 7 < nTy), Q1 (7)
décroit comme e~ 2407 (car Oy, décroit alors comme e=2407), Lorsque 7 ~ nTp, Q51 (7)

remonte trés rapidement & la valeur maximum :

Qs (1) = &2 AT0 (2.173)

ice comportement peut étre déduit d'une analyse des différents comportements asymptotiques

autorisés par I'équation du mouvement
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Puis @Q,1(7) se remet & décroitre exponentiellement jusqu’an nouveau passage du

pulse.

A la lumiére de ces aspects dynamiques, on peut distinguer deux comportements
différents pour les éléments U,, et W,,, suivant que le pulse a atteint ou non la
couche n.

Pour les couches n > 7/Tp, l'intégrale figurant dans l'expression (2.170) est do-
minée par le voisinage de sa borne inférieure 7 = 0, tandis que pour n < 7/Tp elle
est dominée par le voisinage du temps 7, = nT qui correspond au passage du pulse
et donc & la valeur maximale de Q.

Si n > 7/Tp, on obtient donc les estimations :

WanlUnn = e Ao (2.174)
eAg'r
Won(T) ~ 24ge~ 2407, (2.176)

etsin>71/Tp:

-

e

—1
Unn(’f) ~ —Qn (Tn)eAO{T_Tn):

Q" (0)

WR(T) — e~2A0(T~*Tn)

o

En utilisant (2.172) pour @;;1{0) et (2.173) pour Q. (7,), on en déduit que pour

n > 7/T.
Won (T)pn(7) ~  @2AoToem 40T (2.177)
Upn(7) ~  e2ld=m)AcTh gdot (2.178)
Won(T) ~ e2nAoTo o—2407 (2.179)

Ainsi nous pouvons conclure que le déterminant de WU () décroit exponentielle-
ment avec le temps comme e9407 . Mais cette propriété n'est pas vérifie séparément

par les déterminants de W(r) et U(r). En effet comme le nombre de couches ayant
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été franchies par le pulse augmente linéairement avec le temps, on montre facilement

a partir des estimations précédentes que :

T/To 72
det U~ (ﬁ ) odro= Ao, (2.180)
]
et I
—T 0 1_2
det W ~ (i) e~ 2A0dr FAOTy (2.181)
]



Chapitre 3

Arborescences et itermittence

dans le modéle GOY

3.1 Motivation

Comme nous avons e l'occasion de le dire 4 la fin du chapitre 1, on peut voir
les maxima relatifs du flux d’énergie ¢,(¢) pour n > ng dans l'intervalle de temps
[to, to + Atp) séparant occurence de deux maxima relatifs successifs sur la couche
ng, comme “attachés” & un arbre ayant sa racine au temps o sur la couche np de
référence. S’intéresser 4 la statistique des premiers essais revient i suivre un chemin
sans accident sur cet arbre, mais on peut également jeter son dévolu sur la statistique
des maxima absolus de e,{t} pour ¢t € [tg,to + Afg] et étudier son évolution avec
n. (est sans surprise que l'on trouve une fonction de Cramer pour ces maxima
absolus centrée sur une valeur de z, notablement supérieure & celle obtenue pour les
premiers essais, comme nous le préciserons dans la section suivante. Ceci est lié aux
phénomenes de duplication de pulses (traduit en termes de ramifications sur I’arbre)
conduisant & une prolifération des chemins possibles. Ce phénomeéne étant hautement
non-linéaire et échappant & une description semi-classique 4 base d’instantons, nous
I’avons introduit de maniére phénoménologique en considérant qu'il peut survenir de

maniére aléatoire & chaque pas de la cascade.

Ce travail a été réalisé avec Patrick Butaud (CRTBT).

97
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3.2 Présentation des statistiques des maxima absolus du
flux d’énergie
Nous avons déja présenté les résultats concernant les structures cohérentes dans

le chapitre 1. Ils doivent &tre comparés avec ceux concernant les maxima absolus du

flux d’énergie ¢,.
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Fi1G. 3.1: histogramme des maxima absolus du flux d’énergie, mesurés sur la couche 15 du

modéle GOY, pour un nombre de Reynolds Re = 109,

La figure 3.1 montre I'histogramme de la variable max, log {|e,]/|€n,[)*/?, en-
registré sur la couche n = 15. Les évolutions avec n de la moyenne D} et de la
variance E:f, déduites de la partie gaussienne des histogrammes, sont représentées
respectivement sur la figure 3.2 et la figure 3.3.

Nous pouvons constater que, contrairement au cas des objets cohérents, un com-
portement linéaire, synonyme de statistique invariante d’échelle, se dégage sur ’en-

semble du domaine inertiel. Dans le cas de la variance, on distingue cependant des
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oscillations autour de ce comportement, mais elles sont nettement réduites lorsqu’on

augmente le nombre de Reynolds.

1.5 i , , |
o
&
B
tr _R ]
1, /m
/3’
P
//Q/
a 051 B |
. P
P
&
. @ . - f|t Re=108, pente C.098
0 ¢ 0 Re=10’ |
o Re=10°
-0.5 - : ‘ ‘ E
5 10 15 20

n : indice de couche

Fig. 3.2 avolution de la moyenne des histogrammes des maxima absolus en fonction de

I’indice de couche pour deux nombres de Reynolds différents.

Reprenons alors la variable z introduite pour mesurer le taux de croissance des

structures et, par extension, définie ici via la relation :

/3, on(z—2/3)
[t[],?@l-?-%to} €n Q (3.1)

Elle est distribuée suivant une densité de probabilité que nous noterons P (z), et on
peut établir & partir des pentes estimées sur les figures 3.2 et 3.3 que

PT{L(Z) ~ e () e——ﬂa’(z—zj{)2

(3.2)

avec z, = 0.81 et o’ =102,
Comme nous l'avions annoncé, il existe done un biais trés prononcé entre ces
valeurs et celles correspondant & la fonction de Cramér relative aux structures cohé-

rentes.
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Fi1G. 3.3: évolution de la variance des histogrammes des maxima absolus en fonction de

Pindice de couche pour deux nombre de Reynolds différents.

3.3 Modélisation du phénomeéne de duplication des struc-

tures sur des arbres aléatoires

3.3.1 Principe et limitations du modéle le plus simple

Le modéle phénoménologique le plus simple que nous avons envisagé équivaut a
considérer qu’a chaque étape de la cascade, un maximum relatif du signal €, peut
se dédoubler en deux maxima relatifs de €, 1, et que la quantité a = log |e,+1 |1/ 3
log |€,,|*/? associée séparément a chacun de ces deux liens est distribuée aléatoirement
selon une gaussienne d’écart-type unité.

a?

1 T
pla) = Wors e T . (3.3)

Les diverses réalisations de log e,]'/® peuvent ainsi étre rangées sur un arbre de
Cayley. Le nombre de noeuds de la n*“™® génération est censé représenter le nombre

Niaz(n) de maxima relatifs répertoriés par temps de retournement de échelle de
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référence np. Mais parce que les lois de puissance observées sur la figure 1.1 du
chapitre 1 différent de 2%, il convient de restreindre le nombre de sites en laissant
aux structures la possibilité de ne pas se dupliquer & chaque étape de la cascade,

comme le suggére un cas particulier schématisé sur la figure 3.4 .

generation log(e o) =

Fia. 3.4; schématisation d’une structure en arbre. En gras, est représenté le “chemin prin-
cipal” menant au maximum absolu de la génération n°4, qui ne passe pas nécessairement

par les maxima absolus des générations précédentes.

Cela nous améne & introduire un paramétre g € [0, 1] qui mesure la probabilité
pour chaque site de donner natssance a deux fils, tandis que 1 — 3 désigne la proba-
bilité complémentaire d’une unique filiation. Aingi le nombre de sites associées & la
génération croit comme (1 -+ G)" et le parametre 8 doit étre ajusté a la valeur .59,
pour rendre compte de la région des couches notée i) 0t Npar(n) ~ Q%% Pour la

région de couches it), marquée par Npgz(n) ~ @%3%" | on trouve plutot 5 = 0.31.

Chaque chemin constitué par une suite contigué de branches dans V'arbre corres-

pond & une trajectoire cohérente. On peut déduire facilement la fonction densité de

probabilité P,(z) de mesurer log|e,|/3/n ~ x sur un site de la n'®™® génération.
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Elle s’obtient par une convolution d’ordre n de la formule 3.3, qui donne
22
Py(z) ~e ™7, (3.4)
Pour reproduire la distribution de probabilité P, (z) déduite des simulations numeé-
riques du modéle GOY, on peut introduire au niveau de 3.3 une moyenne non nulle et
une variance différente de 1 ou interpréter differemment la quantité additive portée

par Parbre en imposant la correspondance z2/2 = a(z — 2*)2. Cela conduit & :
T = V2a(z — 24). (3.5)

En revanche, la densité de probabilité P} (z) associée au maximum absolu pour

chaque génération sera obtenue par simulation numérique. La moyenne D), et la va-
. r . » s s - N oy

riance T, de P/ (x) reproduiront les données numériques du modéle GOY 4 condition

de vérifier le comportement suivant :

D, ~ V2a(z,—z)n (3.6)
' a
52 o~ =n (3.7)

ot l'on retrouve les paramétres (z,,a) et (z,,a’} des fonctions de Cramér déduites
des statistiques des “premiers essais” et des maxima absolus.
Pour la région de couches notée i), compte tenu des valeurs déduites des simula-

tions numériques pour ces quatre parameétres, cela revient & observer :

DL ~057Tn ; 52~044n, (3.8)
tandis que pour la région de couches notée ii), les pentes 4 reproduire sont

Dl ~045n ; T72~028n. (3.9)

Or le comportement générique pour les modéles en arbres du type de ceux consi-
dérés ici est plutot une croissance linéaire avec n de la valeur moyenne accompagnée
d’une saturation de la variance. On peut s’en convaincre en établissant une analogie
[19] entre I'évolution avec n de la statistique du maximum absolu et la dynamique
d’un front unidimensionnel obéissant & une équation de type réaction-diffusion non-

linéaire. Les détails de cet argument sont donnés dans ’annexe 3.4.
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15

10

D,

Fi1c. 3.5: évolution de la moyenne et la variance des histogrammes des maxima absolus
en fonction du numéro de la génération considérée sur 'arbre. En traits interrompus, les

comportements linéaires vérifiant (3.8) et (3.9).

Ils sont corroborés par les investigations numériques de ces modéles auxquelles
nous nous sommes livrés et dont les résultats sont résumés sur la figure 3.5. Méme
si les comportements asymptotique sont trés longs a atteindre, les déviations & la
linéarité pour la variance sont marquées, et en outre, les pentes locales des graphes
de DI et 2;12 ne rendent jamails compte simultanément des valeurs obtenues pour le

modsle GOY.
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3.3.2 Raffinement du modéle et conclusion

Dans I'espoir d’obtenir un comportement linéaire 4 la fois pour la moyenne et la
variance de la distribution des maxima absolus, nous avons été amenés 3 considérer
diverses variantes plus ou moins compliquées et justifiées physiquement du modaéle
précédent.

Il s’avére que la tendance & la saturation de la variance est un phénoméne trés
robuste tant que le nombre de sites sur l’arbre croit exponentiellement. Et de fil
en aiguille, nous sommes venus & une nouvelle classe de modéles ot la duplication
n’est plus autorisée qu’ad partir du site ol réside le maximum absolu de chague gé-

nération. Cette possibilité reste cependant aléatoire et gouvernée par le paramatre (.

B=0.59

50 : . : .

100

F1G. 3.6: évolution de Ia moyenne et la variance des histogrammes des maxima absolu en
fonction du numéro de la génération considérée sur le second type d’arbre considéré. En

traits pleins, des fits linéaires de pentes 0.56 et 0.44
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Les résultats des simulations numériques pour la valeur 8 = .59 sont montrés
sur la figure 3.6. Des comportements linéaires trés propres sur toute la gamme d’ité-
rations considérées sont observés et de surcroit, ils correspondent 4 des pentes de
0.56 et 0.44, respectivement pour la moyenne et la variance, qui rend compte de
maniére étonnante des statistiques du modéle GOY données par le jeu de formules
(3.8) valant pour la région i). L'allure des histogrammes est donnée sur la figure 3.7.
Le lecteur attentif notera sans doute une légére asymétrie dans la distribution de
probabilité de sens opposé & celle obtenue sur la figure 3.1. On ne cherchera pas &
creuser ce désaccord ici et on se contentera d’assimiler les deux courbes obtenues &

des gaussiennes.

0 T
-5 | 4
£
&8
o
o
-10 ~ .
-15 ) 1 .
0 50 100

X=valeur du maximum absolu sur la couche "'80

FIG. 3.7: histogramme pour les maxima absolus enregistrés sur la génération n°80 de I'arbre

décrit dans la section 3.3.2.

La dérive linéaire de la variance n’est donc pas subordonnée & une croissance
exponentielle du nombre de sites, puisque pour ce deuxiéme type de modéle, on peut

estimer N™%(n) ~ Bn. Le choix de la valeur 8 = 0.59 peut alors sembler paradoxal,
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puisque déconnecté de la réalité du modeéle GOY. Toutefois, I'image physique sous-
jacente pourrait &tre la suivante. Tous les pics d'activité secondaire (i.e. ne portant
pas le maximum absolu de €,(t)) gardent la possibilité de se dupliquer & chaque
étape de la cascade, st bien que le nombre total de maxima relatifs croit effectivement
comme N™%(n) ~ (1 <4 F)*. Mais lorsque cela arrive, leur second descendant est
systématiquement d’amplitude plus faible que le premier, de sorte que le maximum
absolu n’a aucune chance d’aller explorer ces “branches mortes” de I'arbre. Ainsi
I’arbre vivant d’un point de vue dynamique aurait la structure proposée dans ce
paragraphe, et non pas celle entiérement démocratique introduite dans le paragraphe
précédent.

En essayant de rattacher statistiques des maxima absolus et des premiers essais,
nous arrivons donc 4 une information fine et inattendue sur 'organisation globale du
systéme turbulent dans le modéle GOY.

Nous conclurons en disant que ce résultat valide également de maniére indirecte
Phypothése faite dans le chapitre 1, selon laquelle la région de couches i) préfigure
le comportement asymptotique du systéme dans la limite des trés grands nombre de
Reynolds. En effet, c’est la seule qui, ultimerment, semble compatible avec I'invariance

d’échelle apparaissant trés clairement dans les statistiques des maxima absolus.



Annexe du chapitre 3

3.4 Lien entre les statistiques des maxima absolus dans
les structures en arbres et la propagation d’un front

de réaction-diffusion

Notons @, {x) la fonction de répartition du maximum absolu pour la piéme gene.
ration (c'est & dire la probabilité que le maximum absolu des réalisations de log |enil/3
soit inférieur ou égal a la valeur z).

On peut établir une relation de récurrence entre les fonctions associ¢es 4 deux

générations successives, selon :

Quirl@) = (1=5) [ dap(a) Qula - a)
[ [ dadd pla) pla) Qulz — @) Qulz —a),  (3.10)

le principe étant que le chemin principal de n + 1 étapes suivi par un maximum
absolu (i.e., Pensemble des n + 1 sites qui ménent jusqu’a lui en partant de 'ancétre
commun) peut toujours &re séparé en une premieére étape telle que log 151|1/ S=a
suivie par un chemin de n étapes. Puis il faut tenir compte du fait que I'ancétre
commun a la probabilité 1 — 3 d’avoir un seul fils et la probabilité 4 d'en avoir deux
et dans ce dernier cas, deux sous-arbres doivent étre envisagés indépendamment.
En supposant que Qn(z) varie plus lentement que la distribution sur les liens
p(z), on peut procéder & un développement limité et & Pordre dominant, on trouve

I’équation non-linéaire discréte sutvante :

2 T
Qnir(@) = Qule) = —0Gu(a) 1 - Quie)] + 30 AT gy
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Lorsqu’on s’intéresse & la limite du continu de (3.11), on aboutit & une équation du
type réaction-diffusion, connue sous le nom d’équation de Kolmogorov-Petrovsky-
Piscounov® (KPP) [45] :

WD - o - Qo+ 30-pZ2el

qui a été déja amplement étudiée. Rappelons qu'une de ces propriétés marquantes

est qu'elle admet des solutions de type onde solitaire qu’on écrira sous la forme :
Qz,t) = flz —cf). (3.13)

Elles ont 1a forme de front d’onde reliant les états homogenes f(—oc) = 0 (point fixe

stable) et f{4o00) =1 (point fixe stable}, se déplacant & une vitesse constante.

De ces considérations, on peut en déduire le comportement de la moyenne et de
la. variance de la densité de probabilité P, (z) = %ﬂ. Le fait que la vitesse c de
l'onde solitaire soit constante implique directement que la moyenne de P/ (z) évolue
linéairement avec n. La variance E;f est, quant 4 elle, reliée 4 la largeur du front. Pour
un processus purement diffusif, on aurait évidemment retrouvé un comportement
linéaire. En revanche, lorsqu’on tient compte des termes non-linéaires, la largeur Az
du front reste toujours d’ordre Az ~ (1) au cours du mouvement, ce qui entraine

que Z}n e Varie pas avec n.

! parfois aussi identifiée comme I'équation de Fisher-Kolmogorov.



Chapitre 4

Structures cohérentes dans des
modéles en couches du modéle de

Kraichnan

4.1 Introduction

De profondes analogies existent entre la turbulence de Navier-Stokes et la turbu-
lence du “scalaire passif”. Aux lois d’échelle des statistiques des vitesses d’un écoule-
ment, anormales par comparaison avec les prévisions de Kolmogorov, correspondent
celles des statistiques du scalaire, corrigeant de fagon encore plus marquée les prévi-
sions de Obukhov-Corrsin. Aux structures localisées des écoulements, constituées par
les nappes ou les tubes de vorticité, répondent celles du scalaire, prenant apparence

de concentrations de gradients dans des couches limites [58, 37].

Ces deux manifestations de Vintermittence, dont le lien, assez intuitif, n’ a pour-
tant pas été encore quantitativement expliqué, persistent dans le modéle simplifié
d’advection proposé par Kraichnan [47).

Bien que le champ de vitesse goit alors non intermittent, les fonctions de structure
du scalaire passif présentent encore des exposants anormaux. Ils ont pour la premiére

fois été calculés récemment par des techniques systématiques dans de nombreux
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cas limites (grande dimensionnalité, champ de vitesse extrémement irrégulier ou au

contraire lisse).

De meéme, malgré la décorrélation temporelle du champ assurant le transport,
des structures de type front sont encore observables sur les simulations numeériques
utilisant une méthode spectrale [23]. Des pics de concentration pour le gradient du

scalaire ont aussi ¢té identifiés dans un modéle unidimensionnel et compressible [68].

Devant de telles passerelles entre les deux types de turbulence, il était tentant de
se pencher sur les modéles en couches d’advection et, suivant 'approche développée
pour le modéle GOY, d’isoler des structures dont la croissance auto-similaire au cours

de la cascade pourraient expliquer les lois d’échelle anormales observées.
Deux problémes se posent d’emblée :

i) Contrairement au cas des modeéles en couches symbolisant la turbulence de Na-
vier -Stokes, aucune structure n’avait été encore été mise en évidence dans les modéles
en couches de turbulence “scalaire”. Le bruit agissant ici de maniére multiplicative,
nous ne disposons pas de limite déterministe fournissant un point de départ naturel
pour notre recherche. L'idée est alors de s’intéresser directement aux structures suf-
fisamment singuliéres pour résister & Peffet des fluctuations. Leur signature devrait
se retrouver dans la dépendance en échelle des moments d’ordre élevé, concernant

les fluctuations du scalaire.

Cela suggére alors de suivre les auteurs de [7] sur le terrain des instantons. Les
structures du scalaire sont produites par des configurations de la vitesse de poids
gaussien optimal et les dynamiques de ces deux champs peuvent étre déduites d’une

approximation de type point-col dans une représentation en intégraie de chemin.

ii) Malheureusement, nous ne disposons pas du petit {ou grand) paramétre qui
Justifie pleinement une analyse semi-classique. Nous ne pouvons jouer sur la dimen-
sion comme dans [7]. D’autres instantons ont été cherchés directement sur les fone-
tions de structures d’ordre n supposé trés grand [24}. Mais cela implique des condi-
tions limites pour les dynamiques trop contraignantes en vue d’une intégration numé-
rique car elles fixent la valeur du bruit au point d’arrivée. Nous avons alors choisi de

faire le pari que parmi toutes les réalisations possibles, les structures auto-similaires
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correspondant & une probabilité extrémale du bruit jouent un réle trés particulier
et peuvent expliquer les comportements asymptotiques des exposants des fonctions
de structures. La confrontation de nos résultats avec 1¥expérience” (les statistiques
issues des simulations directes du modéle) permet o posteriori de juger de la validité

de notre hypothése.

Aprés un bref rappel sur les modéles en couches du scalaire passif que nous avons
utilisés, nous expliquerons comment nous avons mis en évidence ces structures et

quels enseignements elles nous apportent.

Ce travail a été réalisé conjointement avec Alessandra Lanotte (Observatoire de

Nice - Cote d’Azur) et Luca Biferale (Université Tor Vergata - Rome).

4.2 Les différents modéles disponibles dans la littérature

La version sur réseaux de couches du modéle de Kraichnan pour 'advection d’un
scalaire passif utilise la méme discrétisation de I’espace de Fourier que le modéle
GOY. Ainsi a chaque échelle n seront associées deux variables complexes 0, (%) et
un(t) représentant les valeurs caractéristiques des fluctuations du scalaire passif et
de la vitesse & ces échelles, soit respectivement &6 et §,u avec v ~ 1/kn ~ 1/Q™ (en

reprenant les notations du chapitre 1).

L’évolution temporelle du scalaire passif ,(t) doit suivre les contraintes suivantes
{qui sont strictement analogues aux contraintes du modeéle GOY) :

i) le terme linéaire est purement diffusif et est décrit par ~ k20,

ii) le terme non-linéaire d’advection est une combinaison de la forme Knfp tine

iii) les interactions entre échelles sont limitées aux proches voisins (n' et n' valent
n-+1ount?2)

iv) en I'absence de forcage et de dissipation, le modéle doit conserver 1"énergie”
du scalaire passif E = 3, |6a]%.

Enfin suivant Pesprit du modéle de Kraichnan, les variables de vitesse u,(t) sont

des variables aléatoires, Gaussiennes, delta-corrélées en temps et suivant les échelles,
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et leur variance vérifie une propriété d’auto-similarité :
(um{un(t)) = 6(t — )k b, (4.1)

ol le paraméire £ joue dimensionnellement le méme réle que celui du modéle de
Kraichnan original, avec pour bornes physiquement acceptables 0 < ¢ < 2.

Si les propriétés i), ii), iv) sont également valides pour ’équation (1.7) exprimée
dans 'espace de Fourier, en revanche la propriété iii) résulte d'une hypothése de
localité pour l'interaction entre les difféerents modes. Aussi peut-on s'attendre i ce
que les modeles en couches pour 'advection d’un scalaire passif puissent le mieux

rendre compte de la physique du modéle original pour & = O(1).

Différents modéles ont été étudiés. Leur forme générale peut s’écrire d’une facon

concise en utilisant des notations vectorielles :

%+D:MMW+F, (4.2)

Dans cette équation d’évolution, F est le terme de forgage aux grandes échelles et est
usuellement choisi comme agissant uniquement sur la premiére couche F, = f{t)don ;
D est le terme de dissipation et d’apres i), D, = —xk260,; M[u] est une matrice
dépendant linéairement de u et de k, avec des coefficients permettant de réaliser la
condition iv). Enfin pour un modéle comprenant N couches, les conditions de bord

sont fixées telles que : u; =8; =0 pouri = —2,—-1,N,N + 1.

Pour le modéle de Kraichnan, les fonctions de structures d’ordre p peuvent s’écrire
sous forme de lois de puissance, dont les exposants (, sont universels, tandis que les
constantes figurant devant ces lois dépendent du forgage et de la dissipation. Comme
nous somimnes intéressés uniquement par les exposants {p, nous pourrons dans la suite
oublier les effets de forgage et de dissipation dans ’équation différentielle stochastique
{(4.2) (la méme restriction aux seuls effets inertiels prévaut dans la recherche des
modes zéro). D’autre part, la construction des instantons que nous avons proposée
au chapitre 2 suppose justement que les fluctuations du forgage a grande échelle

seront rapidement oubliées dans la cascade.
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Deux modéles en couches étudiés par L. Biferale et A. Wirth pour le probléme
du scalaire passif retiendront notre attention.
e Le premier dans l'ordre chronologique [12] correspond aun terme d’advection

suivant :

MunOp(t) = km (Brug1 @1 (8) = Oy (g1 ()
k=1 (0,1 ()t o (t) + O o () um—1 (¢))
kg1 O o (B a1 (B) + Oy (Dur () - (4.3)

Les couplages entre échelles rappeltlent ceux du modéle GOY, mais contrairement au
cas du modele étudié par Jensen et al [40], la symétrie de jauge (2.14) est ici interdite
par I’absence de l'indice de conjugaison complexe des facteurs um—1 et tm.1- Ce choix
a été dicté par le fait qu’il implique une discrétisation de la dynamique stochastique
(4.2) beaucoup plus agréable.

Un des grands avantages des modéles en couches est de permettre des simula-
tions numériques donnant les fonctions de structure jusqu’a des ordres trés élevés.
L. Biferale et A. Wirth ont ainsi calculé les variations des exposants ¢, en fonction
de p jusqu'a l’ordre 12, et certains de leurs résultats sont représentés sur la fig.4.5
(Par comparaison avec le modéle de Kraichnan original, rappelons que des progres
récents, basés sur une représentation Lagrangienne des trajectoires, ont permis un
calcul fiable de ces exposants jusqu’a l'ordre 6 uniquement).

Comme pour le modéle original, des corrections anormales apparaissent pour
toutes les fonctions de structure d’ordre p > 2, et tendent & disparaitre dans la li-
mite du régime laminaire. En revanche, on distingue un comportement asymptotique
linéaire pour p > 8 sans équivalent dans les simulations [29] . Ce résultat constitue
I'un des points de concordance avec notre approche et nous en discuterons dans
quelques sections.

Notons qu’il était trés important pour nous de disposer des valeurs de ¢, pour
des ordres les plus élevés possibles. En effet, les structures que nous rechercherons
suivant un développement semi-classique, seront d’autant plus robustes vis a vis
des fluctuations qu’elles seront rares, et la signature des ailes des distributions de

probabilité se retrouve au niveau des moments aux grands ordres.
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» Puisque l'intérét des modéles en couches est de simplifier Papproche des dyna-
miques réelles, autant aller jusqu’au bout dans cette démarche et choisir le modéle

le plus simple présentant encore de I'intermittence [9, 13, 2.

Minn 03, (8) = Kmy1 0511 (8) i (8) — Fim 01 () gy (2 (4.4)

En utilisant des variables réelles pour le scalaire et la vitesse, Biferale et Wirth
ont cette fois obtenu une courbe qui, pour les exposants les plus élevés (p = 11), ne
présente pas encore de comportement linéaire. Sur ce modéle, un calcul analytique
du mode zéro dominant la fonction de structure d’ordre 4 a pu &tre réalisé de maniére
exacte, & condition de supposer une sorte de processus multiplicatif dans le passage

d’une échelle & une autre [9].

4.3 Recherche des structures cohérentes

4.3.1 Quelques modifications préliminaires de la dynamique pour

une expression plus pratique

Il nous faut procéder & quelques modifications de la dynamique (4.2) pour dis-

poser de la forme la plus pratique pour une analyse semi-classique.

Tout d’abord, lorsqu’on omet les termes de forgage et de dissipation, il devient
plus judicieux de travailler avec le champ gradient de vitesse défini comme pour le
modéle GOY par by, = kpuy, et qui transforme (4.2) en :

49
= =Mbl6. (4.5)

La dépendance en échelle des éléments de Uopérateur M est maintenant entiérement

contenue dans la variable aléatoire b(7) dont les corrélations vérifient :

(b (D5 (1)) = 6(t = VB2 s (4.6)

Ensuite, pour des raisons identiques & celles expliquées au chapitre 2, section

2.1, nous devons considérer Ja dynamique (4.2) comme une équation stochastique de
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Stratonovich. La formulation alternative selon Ito fait apparaitre un terme supplé-
mentaire de dérive :
ae

a = —cu, D8 + M[b]g , (4.7)

Le coefficient c;, est une constante positive qui vaut :

1
Cito = i(Qg + Q7+ Q24 Q7 4 Q¥ 4 Q) {modéle complet)

2
= %(1 + QY (modéle minimal) .

Pour les deux modéles considérés, la matrice D est diagonale et ses éléments reflétent
directement la variance du bruit : Dy, = kfn_g. Cette propriété permet d’interpréter

le terme de dérive de [to comme une viscosité turbulentel.

4.3.2 Dynamique des structures établie 4 partir d’un formalisme

en intégrale de chemin

Nous allons dans un premier temps nous concentrer sur la recherche de structures
cohérentes auto-similaires et réelles. Le but de ce chapitre est de calculer la fonction
f(h) représentant, dans le formalisme multifractal, la codimension de ’ensemble
de ces solutions singuliéres, caractérisées par un exposant noté A, Si on observe le

passage d'une telle singularité sur la couche n, sa probabilité s’écrit sous la forme :
Po{0n ~ Q) ~ &™) (4.8)

Nous pouvons maintenant dérouler le formalisme instantons en suivant rigoureu-
sement les mémes étapes que dans les sections 2.2 et 2.3 du chapitre 2. Cela nous
améne & introduire le champ ¢, “moment conjugué” de 8.

L’action effective formulée avant 'intégration gaussienne sur le bruit est donnée
par :

S5i6,¢,b] = /Otfdt {é—b ‘Db +¢- [0+ oD 8 — M[b] 3]} (4.9)

1A noter que si Pinvariance de jauge du modéle complet avait été respectée, le terme de dérive

n’aurait pas été diagonal.
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et les solutions extrémales vérifient les dynamiques :

% = —ciD8+M[b] @ (4.10)
L = cwDC- MplC (4.11)

tandis que la configuration du bruit b est imposée par I’équation subsidiaire :
b = D*‘M'[8]¢, (4.12)

ou la matrice M'[6] est implicitement définie par la relation M/[@]b = M{b]@.

On peut de nouveau choigir une représentation canonique de 'action : S[0,¢} =

f;f dt[¢.@ — H] et 'Hamiltonien de ce probléme s’écrit :
M=—C DB+ ¢ MOIDMB]C. (4.13)

Des symeétries identiques 4 celles du modéle GOY sont présentes dans ce probléme,
& savoir I'invariance lors de la transformation (8,¢,b) — (A, A7, b), oit X est
une constante arbifraire, et 'invariance par translation dans le temps. Il en découle
immédiatement que le recouvrement &(t) - {(¢) et la valeur de la pseudo-énergie H
sont des quantités constantes dans le temps le long d'une trajectoire extrémale. Enfin
le caractére extrémal de la trajectoire par rapport 4 une reparamétrisation du temps

impose la condition supplémentaire ‘H = 0.

Au milieu de toutes ces analogies, pointons cependant deux différences trés im-
portantes pour la suite et décelables directement dans les expressions des variances

du bruit respectives aux deux modéles.

o En l'absence d’un équivalent du petit parameétre I' (qui a permis d’étudier la
limite de faible largeur du bruit dans le chapitre 2}, le terme de dérive de Tto est ici
du méme ordre de grandeur que le terme d’advection. Il en résulte qu’il ne peut étre

négligé dans la recherche des configurations optimales du bruit.

¢ Dans la version stochastique du modéle GOY, le comportement en loi d’échelles

du bruit a été choisi de maniére & ce que le niveau de bruit soit toujours adapté a
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la structure cohérente et il ne peut donc étre prédit au départ. Ici au contraire, c’est
le bruit qui va piloter Paccélération des temps caractéristiques de la cascade et son
comportement en loi d’échelle est alors entiérement déterming, une fois le parameétre
¢ fixé au niveau de Pexpression de la variance (4.1}.

En effet, le temps de retournement £, requis par une structure cohérente pour
franchir la couche n peut étre estimé & partir de la dynamique (4.5) : Aty ~ 1/by.
En se rappelant la définition de 'opérateur D et le fait que le second terme de &
dans V'expression (4.9) est nul par construction, on en déduit que le colit en action

par unité de pas de cascade varie comme :
AS = Sty = tny1] — Sty =ta] ~ k728, .

ofl t, désigne le temps d’arrivée d’une structure sur la couche d’indice n.

Gi on restreint la recherche des structures cohérentes 4 des solutions anto-similaires,
AS doit étre constante le long de la cascade. Ainsi peut-on prédire que by croit avec
Iindice de couche selon :

by ~ EZE) (4.14)

Remarquons cependant que l'existence de solutions auto-similaires vérifiant cette
loi et d’action minimale (donc d’énergie nulle} est rendue possible uniquement en
présence du terme de Ito. En effet, les deux termes dans I'expression (4.13) de 'Ha-
miltonien se comportent comme k2~¢ (puisque, d’apres (4.12), [|8]] ~ 1/[IC]|) et
peuvent ainsi se compenser. On trouve un équivalent de ce terme de dérive dans le
formalisme instantonique développé par Balkovsky et Lebedev [7] (au niveau d™un
terme de moyenne non nul des statistiques des séparations de trajectoires Lagran-
giennes), mais pas dans celui du travail antérieur de Chertkov {15] qui prédit du coup

d’autres lois d’échelles que 4.14.

De nouveau, un schéma numérique auto-cohérent s'impose pour déterminer ex-
plicitement les solutions @ et ¢ minimisant I’action. Son principe est le méme que
celui qui régit la recherche des instantons du chapitre 2 : cela revient a intégrer les
équations 4.10 et 4.11 dans des sens opposés du temps, pour une configuration donnée

du bruit. Ainsi des structures auto-similaires (la plus stable dynamiquement pour le
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scalaire, la moins stable pour le champ auxiliaire) peuvent apparaitre et leur expo-
sant de croissance est fixé par le recouvrement entre ces deux vecteurs. Elles donnent
lieu & une nouvelle configuration du bruit, via Péquation 4.12, et le processus est

répété jusqu’a la convergence.

4.3.3 Résultats, comparaison avec les simulations numériques et

discussion
concernant les solutions optimales scules

L’algorithme proposé s’est montré de nouveau trés efficace pour capturer les struc-
tures auto-similaires de probabilité extrémale. Nous avons ainsi obtenu un continuum
de solutions dont les exposants h sont bornés inférieurement par un seuil non nul :
0 < Anin < h, qui varie selon le paramétre £ choisi. Au dela, la procédure numérique
a toujours échoué pour trouver une solution stable. La seule borne physique que I'on
pouvait donner au départ était la valeur nulle : la croissance de 6, avec 1’échelle est
interdite par la conservation de son énergic E = 3" 16,,|?. Cela veut dire que pour
les modéles en couches que nous avons considérés, la situation la plus intermittente,

ol une structure emporterait une quantité constante d’énergie, n’est pas réalisée.

Avant de commenter davantage ce résultat, jetons quand méme un coup d’oeil sur
ces structures, inédites pour ce probléme. La figure 4.1 montre 'allure d’une structure
associée au scalaire, ainsi que la réalisation du bruit qui la produit et le champ
auxiliaire correspondant. Leur enveloppes sont celles de pulses trés localisés suivant
les échelles (ce qui est une condition requise pour pouvoir adopter des conditions
aux limites périodiques comme dans le chapitre 2). La variable ¥ = D28 représentée
ici va effectivemnent croitre avec les échelles et en pratique c’est celle que nous avons
utilisée dans le schéma numéricue, mais nous reviendrons sur ce détail technique dans
la section suivante. En terme de la variable @, il faut plutot s'imaginer des sortes de

fronts dont V'amplitude décroit exponentiellement le long de la cascade.

Suivant I'image multifractale dont nous avons rappelé les grandes lignes dans le

chapitre 1, la présence d'un seuil dans la gamme d’exposants des structures auto-
p ; g P
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F1G. 4.1: profil typique des structures identifiées dans le modéle minimal [13]. Le champ ¢

est relié au scalaire passif suivant 1 = D?8. Ici £ = 1 et 'exposant h = 0.5

similaires se traduit au niveau des courbes des exposants (, par un comportement
asymptotique linéaire, avec une pente : limy o0 (p/p = hmin. Nous avons comparé
nos résultats avec ceux issus des simulations numériques du modéle avec couplages
4 plus longue portée [12] pour deux différentes valeurs de £. La figure 4.2 permet
ainsi de vérifier le bon accord entre notre approche et les données “expérimentales”,
et par conséquent la pertinence physique des structures les plus intenses que nous

avons trouvées, De plus, on peut noter que ce seuil décroit trés fortement quand on

approche de la limite de Batchelor (£ tendant vers 2).

Rappelons que dans le modéle de Kraichnan formulé dans I'espace physique, les

calculs analytiques d'instantons [7, 15| prévoient une saturation des courbes ¢, vers
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F1aG. 4.2: évolution de Paction des pentes asymptotiques hy,:,, en fonction de v = 2 — £ pour
le modele de la ref. {12] : (+) estimations a partir du calcul d'instanton ; {*) estimations &

artir de I'intégration numérique de la dynamique stochastique compléte
p 28 q

une valeur constante dans la limite des grands ordres et & condition que d(2—¢&) >3 1.
Des résultats numériques récents [29] ont vérifié cette tendance en dimension trois,
pour des valeurs de & proches de 2. Pour de plus faibles valeurs de £, la question
n’est pas encore tranchée, car la saturation, si elle a lieu, est attendue pour des
ordres p encore inaccessibles aux simulations, méme avec les nouvelles méthodes
lagrangiennes. Ainsi, les modéles en couches, s'il contredisent les prédictions a grande
dimension, ne sont pas nécessairement en désaccord avec la réalité du modéle de
Kraichnan original sur ce point.

Néanmoins nous ne prétendons pas que les modéles en couches, dont la formu-
lation repose sur une hypothése de localité des interactions entre les échelles, soient
capables de rendre compte des structures quasiment discontinues qui sont soupcon-

nées étre & l'origine du phénoméne de saturation. Nous noterons enfin que lorsque le



4.3. Recherche des structures cohérentes B 121

rapport d’aspect @ est réduit, les seuils Amgn sont aussi notablement réduits et on
tendrait ainsi vers une saturation, méme en gardant Phypothése de couplage entre

les échelles & trés courte portée.

8 T T T T T El T
6 - +—— 5,(h) 7
e go(h}48, ()
4 | |
2r i
O L
0 0.7 0.8

FIG. 4.3: évolution de I’action a lordre 0 en fonction de h pour le modéle minimal de la

rel. [13] et £ = 1.0.

Tl est important d’insister sur le fait que la prédiction de 'existence d'un seuil
Rmin sur les exposants admissibles (qui semble bien confirmé par les stmulations
numériques) a un domaine de validité qui va bien au-deld de 'ordre dominant d’'une
approximation de point-col. En effet, I'absence de minimum de Daction pour des
exposants b < hpmip incline & penser qu'’il n’exigte ancune réalisation du bruit d’action
finie conduisant & de tels exposants. Donc la prise en compte des fluctuations autour
de trajectoires extrémales ne saurait déplacer Rumin. Toutefols, si on se contente de
I’action so{h) (représentée sur les figures 4.3 et 4.4) comme approximation pour f (h),
et qu’on procéde & une transformation de Legendre, nous trouvons une courbe {p que
nous pouvons comparer & la courbe de référence issue des simulations numeériques et
constater que l'accord est trés mauvais. La figure 4.5 correspond au modéle minimal

de la ref. [13] et & la valeur £ = 1 : le comportement asymptotique linéaire n’a
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F1a. 4.4: évolution de Paction a I'ordre 0 en fonction de h pour le modéle de la ref. [12] et

£=4/3.

méme pas encore été atteint pour le plus grand ordre représenté (p = 16). Cela
suggére évidemment que les flactuations autour des trajectoires optimales vont jouer
un grand role. La figure 4.6 correspond au modéle de la ref. [12] et 4 £ = 2/3, Paccord

est bien meilleur.

Enfin revenons sur 'hypothése que les solutions sont réelles. Pour le modéle en
couches minimal, c’était obligatoire puisque les simulations de la ref. [13] avaient
été réalisées dans ces conditions. Mais pour ce modéle, le comportement linéaire
apparait pour des ordres p > 14 et ne permet pas de trancher si ce comportement
provient d'un artefact numeérique. En revanche, pour le modéle de la ref. [12], les
pentes asymptotiques sont fiables, mais les variables utilisées étaient complexes. Nous
avons donc généralisé le formalisme pour permettre un degré de liberté de phase
supplémentaire (cf section 4.5} et nous avons vérifié que I'algorithme convergeait
toujours vers des solutions réelles, quelle que soit la réalisation du gradient de la
vitesse choisie au départ de l'algorithme.

D’une fagon générale, nous voudrions insister sur le fait que la solution optimale
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FIG. 4.5: (*) exposants d’échelle obtenus & partir des simulations numériques du modéle
complet de la ref. [13]. (+) Transformation de Legendre de l'action Sp; (e) Transformation

de Legendre de ’action S + S1. La droite pleine représente la prédiction dimensionnelle.

ne semble pas dépendre de ’hypothése de départ sur la réalisation de la vitesse.
A chaque valeur du paramétre de controle, est associée une unique structure auto-
similaire optimisant i'action, ce qui revient a dire que la fonction s(h} est bijective.
(est un point important puisque cela dte la possibilité que la prise en compte du

forcage a grandes échelles puisse sélectionner une structure plutét qu'une autre.

concernant ’effet possible des fluctuations

Comme les structures optimales ne peuvent pas rendre compte & elles toutes
seules des statistiques des modéles en couches que nous avons étudiés, nous avons
calculé Veffet des fluctuations gaussiennes superposées a ces structures, en respectant

les mémes contraintes qu’au chapitre 2 : une structure perturbée arrive sur la couche
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Fi1a. 4.6: méme légende que la figure 4.5, mais pour le modéle avec couplage aux seconds

voisins et £ = 2/3.

7 avec le méme exposant que la structure optimale dont elle est proche. Ainsi nous
obtenons le terme suivant s; (k) de I'analyse semi-classique, qui, ajouté a sg(h), est
représenté figure 4.3 pour le modéle minimal. La transformation de Legendre de la
quantité so(h) + s1(h) est tracée sur la figure 4.5, et cette fois cela conduit 4 un bel
accord qualitatif avec les données numériques pour les plus grands ordres étudiés

dans la ref.[13].

Comme nous ne disposons pas d’un petit paramétre dans ce probléme, il nous
est impossible de garantir que la correction suivante dans un développement systé-
matique de l'action en fonction des fluctuations ne viendrait pas altérer de maniére
significative ce résultat. Toutefois le fait assez surprenant que s; soit du méme ordre

de grandeur que sy ne constitue pas la preuve que cela sera nécessairement le cas :
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¢’est seulement en présence d'un petit parameétre I' qu'il existe une hiérarchie entre
tous les termes du développement perturbatif de 'action autour de son point col.
Nous pensons néanmoins que la confrontation avec les données expérimentales est
suffisammment convaincante pour supposer que les ordres suivants anront un effet bien
moindre. Rappelons aussi que la prévision de la pente asymptotique est indépendante

du calcul des fluctuations.

1l faut remarquer que lorsque le champ de vitesse devient de plus en plus irrégulier
(¢ — 0), Paction & P'ordre zéro so(h) présente un comportement physiquement plus
satisfaisant que dans le cas décrit plus haut : intersection entre la courbe ¢ corres-
pondante et la, prévision dimensionnelle { = (2 — £)p/2 a lieu pour des ordres p de
plus en plus faibles. Pour & ~ 2/3 2 lorsqu’on ajoute U'effet des fluctuations quadra-
tiques, le croisement a notamment lieu pour p = 2 qui est le résultat exact prévu par
la théorie de Obukhov-Corrsin. Cela suggére que, dans certains cas, notre approche
peut donner des informations statistiques pertinentes, méme pour des fluctuations

du scalaire peu intenses.

conclusion

En conclusion, nous avons été capables de calculer de maniére exacte les struc-
tures auto-similaires les plus probables pour des modéles en couche d’advection. EHles
ne vont pas émerger telles quelles du systéme, mais étre assez fortement ré-habillées
par les fluctuations ambiantes. Cet effet semble étre convenablement évalué en se
limitant dans le calcul aux fluctuations quadratiques.

Nous avons de bonnes indications pour penser qu’ainsi nous avons isolé les degrés
de liberté pertinents dans ce probléme pour rendre compte des statistiques obtenues

lorsque les effets de forgage et de dissipation sont présents.

2valeur intéressante parce qu'elle a la particularité de correspondre 4 la prévision de Kolmogorov
pour les corrélations d’un champ de vitesse turbulent ; mais malheureusement nous possédons pas

de données numeérigques pour ce £.
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Annexes du Chapitre 4

4.4 Présentation des détails spécifiques au cas du scalaire

passif

Le schéma numérique de recherche des instantons pour le modéle GOY ne se
transpose pas de maniére complétement transparente au cas de l'advection d'un
scalaire passif. Nous en exposerons les raisons dans la sous-section ci-dessous et
donnerons le détail des “astuces” utilisées pour résoudre les problémes rencontrés.
Cela aura des répercussions sur le calcul des fluctuations quadratiques, auquel est

consacrée la sous-section 4.4.2.

4.4.1 au niveau du schéma numérique permettant la recherche des

solutions cohérentes

Au premier abord, le probléme de Padvection peut paraitre plus simple que celui
qui nous a occupés dans le chapitre 2 :

-d’une part, parce que les équations du mouvement & résoudre sont linéaires pour
une réalisation donnée du bruit. Ainsi elles seront traitées sur un pied d’égalité, ce
qui n’était pas le cas pour le modéle GOY. Il ne sera donc pas nécessaire d’intégrer
explicitement la dynamique de @ pour laisser le temps 4 la solution la plus stable de
se dégager : clle sort directement de la diagonalisation de 'opérateur d’évolution.

-d’autre part, nous connaissons par avance la loi d’échelle que doit réaliser le

gradient de la vitesse pour correspondre 4 un poids gaussien optimal.

Mais deux problémes assez contraignants se posent :

127
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choix de la variable de temps désingularisante

Sur un plan conceptuel, nous n’avons plus le confort de disposer de solution
déterministe. Dans le cas du modéle GOY, cela permettait de chercher les instantons
en partant de cette solution et en augmentant progressivement les perturbations
dues au bruit. Nous avions vu notamment que la vitesse d’un pulse (qui dépend de
I'exposant de croissance final z) peut étre estimée par une analyse variationnelle (cf
annexe 2.7).

Mais nous pouvons parer a cette difficulté grace au fait que 'on connait la loi
d’échelle de la réalisation du gradient de vitesse b . Cela incite & adopter une variable
temporelle désingularisante plus standard que celle choisie pour le modéle GOY
et qui impose aux solutions non seulement d’&fre de vitesse constante, mais aussi
indépendante de I'exposant b final. En effet, écrivons le champ b attendu sous la

forme auto-similaire :
1

(#* —1)

ba(t) = F(EC(t ~ 1)), (4.15)

ol t* est le temps nécessaire aux structures pour atteindre les échelles infiniment
petites en 'absence de dissipation. On peut alors définir une temps désingularisant

7 =—lo ‘(t* - t), qui permet de réécrire b suivant :
f2A
bn(T) = eTC(T), (4.16)

Le champ C s'interpréte comme une onde solitaire de période T = (2 — £) log Q. Ses
composantes Cy, (1) = F[n(2—¢)—7| vérifient effectivement la relation : Cp, (7 +T} =
CTL—].(T)'

Dans cette nouvelle représentation du temps, les équations (4.10) et {(4.11) de-

viennent :
g — iy De O+ M[C)0 (4.17)
d
R = e (M) (418)

ot €' doit vérifier I’équation subsidiaire (4.12) reformulée suivant :

C(r} = De "'M'[B] (. (4.19)
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Notons alors que ’Hamiltonien associé & ces deux dynamiques dépend explicitement

du temps 7 et n’est donc plus conservé.

Enfin nous avons décidé de choisir comme configuration initiale du bruit, un pulse

du modele GOY déterministe ayant la période requise T = (2 — §) log Q.

choix des conditions de bord

Sur un plan pratique, la recherche des états de Floquet des dynamiques (4.17) et

(4.18) nécessite de travailler avec des conditions aux limites périodiques.

Cela exige d’avoir des champs de type pulses, qui peuvent se raccorder loin de
part et d’autre de leur maximum. Si on se livre & une analyse asymptotique des
comportements auto-similaires possibles pour les différents champs, on trouve que
seul le scalaire @ ne peut pas obéir & cet impératif. En effet, comme nous l'avions
déja évoqué, sa croissance est interdite par la conservation de E =3, |0,]%. Nous
avons donc adapté tout le formalisme “instantons” pour une variable P = D%8; la
puissance « est trouvée empiriquement de maniére que 1) ge propage en laissant une
trainée exponentielle ¢, ~ Q(e2=-h) avec o > h/(2—¢). Auniveau des équations

3 résoudre, le seul changement concerne la matrice M[C] — M[C] = D*M{C]D™*.

De plus, la périodisation du réseau sur un anneau de d couches est rendue délicate
par la dépendance exponentielle en échelle de Popérateur D, présent & la fois dans

le terme de dérive de It‘o et dans la relation donnant C.

Remarquons que dans les équations qui nous intéressent, cet opérateur diagonal
est toujours associé & €7, ce qui permet de condenser ces éléments sous la forme :
Done™™ = e”, ot p = n(2 — &) logQ — 7. La variable p repére la position du pulse
C dans un référentiel embarqué (on notera dans la suite pp la valeur constante
caractérisant le maximum de Uenveloppe de C).

Comme, indépendamment de la périodisation, la structure formée par €' doit étre

trés localisée, il parait légitime d’éteindre artificiellement les termes Dpp quelques

couches en aval de ce pulse. Nous I’avons réalisé en remplacant e” par ef ) avec f
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une fonction périodique telle que :

flp+dT) = f(p)

flp) = p si pr~pg

En pratique, nous avons pris comme fonction périodique, une fonction en dent de

scie centrée sur le maximum de C.

en résumsé

Chaque étape de algorithme consiste 4 diagonaliser Popérateur d’évolution
T ~
U(T;0) = T_1 exp / (—ciwe"f("’) +M[C]) dr. (4.20)
0

Les exposants de Lyapunov o sont classés par ordre décroissant de leur valeur ab-
solue : Le vecteur propre a droite ¥y, correspond & oy ; il est normalisé au vec-
teur propre & gauche ¥y;. Nous sommes conduits & identifier ¥(v) = ¥y,(7) et
¢(7) = p¥y(7), ou le recouvrement p = 1h.¢ est constant. Puisque I'Hamiltonien H
1’est pas conservé, nous sommes libérés de la contrainte % = 0% et il n’y a plus lieu
ici d’introduire une direction duale de d—[;l’g('?').

11 reste seulement & calculer une nouvelle configuration du bruit pour achever la
description d'une itération de P'algorithme. Ce sera fait grice a ’équation subsidiaire
(4.12) reformulée suivant : C(7) = pe? 'M'[®4,]¥q;.

Curieusement, dans ce probléme, le bon paramétre de contréle n’est pas la valeur
du recouvrement f, mais la norme de C{0) qui a été maintenue constante d'une
itération a 'autre. Cela revient, grosso modo, & fixer Vordre de grandeur de P'action

que nous voulons sonder.

Lorsque Palgorithme a convergé, il est trés facile d’en déduire les exposants
d’échelle A du scalaire passif, définis par la relation 6, ~ Q™. En effet, le champ
1) obtenu numériquement croit avec les échelles comme 3, ~ e"me=T A partir des

définitions de 4 et T, il vient :

h = (o~ 0maz)(2 — £) (4.21)

®qui sera de fait automatiquement satisfaite une fois un état auto-similaire atteint.
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Puis action par unité de pas de cascade est calculée numériquement & partir de la

formule :

so(h) = -;- fn TC(T).e—ﬂﬂ)c:f(T)dT (4.22)

Bien entendu, nous avons vérifie que les exposants h et leur densité d’action so(h)
étaient insensibles aux choix arbitraires faits sur la valeur de la puissance o ou sur

la périodisation de l'opérateur e”.

4.4.2 au niveau du calcul des fluctuations quadratiques

Clette section est réservée au calcul du premier terme non nul si[h] dans le dé-
veloppement de ’action en perturbation autour d'une trajectoire extrémale et qui
achéve I'analyse semi-classique.

Le formalisme étant le méme qu’au chapitre 2, nous nous contenterons de rappeler
les équations dynamiques suivies par les fluctuations quadratiques qu’il faut intégrer
pour obtenir s1[h].

Mais auparavant, il faut apporter quelques précisions sur les contraintes & vérifier

au point d’arrivée des trajectoires perturbées.

nécessité d’utiliser un autre temps désingularisant

Considérons une trajectoire optimale 8(r) joignant la couche n avec un exposant
de décroissance h. On sait que le temps d’arrivée sur la couche n est 70 =nT =
n(2 — £)log Q. 1l faut estimer le volume balayé par les trajectoires 6(r) + 60(r)
proches de 8(7) : elles doivent correspondre au méme exposant de croissance, mais
pas nécessairement au méme temps d’arrivée sur la couche n.

Or le choix de la variable 7 = —log (¢ — t*) n’est pas bien adapté au traitement
particulier des fluctuations sur le temps d’arrivée que nous avons explicitées au cha-
pitre 2. Elle a en effet le mauvais gotit de fixer une fois pour toute la durée de la
cascade & partir d’une méme condition initiale puisque :

"+oo
t*~—t=/ e Tdr=1,
o

alors que dans la réalité, celle-ci dépend de toute I'histoire d’une structure.
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Pour guérir ce défaut, il est judicieux de choisir un autre temps désingularisant,

analogue & celui utilisé pour le modéle GOY, & travers la relation suivante :

47 _ on(e)e-8)
—_— = - 4.23
ot n{7’') désigne la position instantanée du pulse formé par le scalaire passif. En
pratique, on peut utiliser le caractére trés localisé des pulses pour se donner une

définition de n(7’) :
dr’  0(r')- De(r')
dt — 8{r')-8(")
Dans cette nouvelle représentation, le probléme recouvre la symétrie de translation

= D[8(+')] (4.24)

par rapport au temps.

expression des dynamiques des structures et de leurs fluctuations

Observons comment se transforment les dynamiques de @ et ¢ pour cette nouvelle
représentation du temps, et nous verrons qu'il n’est nullement besoin de chercher 4
déterminer la correspondance 7/(7), ce qui constitue une simplification utile dans la

pratique.

» Notons 8'(7') et ¢'(7') les solutions correspondant & un extremum de & =
S{@(7'),¢(r")], tandis que 8(7) et ¢(7) désignent les solutions sortant de la résolution
numérique des équations (4.17) et (4.18).

1l est facile d’obtenir ’'Hamiltonien #' dans la nouvelle variable 7' -
1
H[, )=~ - caoDDT O + 5 ¢ - Mg'D DM ¢! (4.25)

On peut alors vérifier que les équations d’Euler sous forme canonique associées

& 8= 8[6(7"),¢(17)] et celles associés & § = S[0(7),{(7)] sont relites de la maniére

suivante :
ae’ OH'  dO dr
dr'  o¢’ T dr dr’ (4.26)
¢’  OH' d¢ dr ;0D
= T80 drar P oy (4.27).

On retrouve ici un résultat que nous avions déja rappelé chapitre 2. A condition
que H' = 0, il y a ainsi une stricte équivalence entre les dynamiques des structures

optimales, exprimées dans les représentations associées & 7/ ou & 7.
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e En revanche, un effet moins trivial ressort de la dynamique des fluctuations a0
et 8¢ autour des solutions extrémales. En linéarisant les équations canoniques (4.26)

et (4.27), on obtient :

dée’ *H! OH’

7 = w0500 t oo 4:29)
ds¢’ O*H! !

— = _8C'89'6C’ ~ 557 14 (4.29)

oil 80" (') et 8¢ (') représentent des fluctuations autour de 8'(7') et ¢ (1.
Ce sont les équations que nous aurons 3 intégrer pour calculer 81(h). Si on veut les
exprimer dans la variable de temps 7, on peut tirer partie du fait que H'dr' = Hdr

et que dr/dr' dépend de @', ce qui conduit & :

as0'  [dée  (do D71\ ] dr
o [?—F (E;®D—39 )53] t_i'F (4-30)
g [do¢ [ oD de
a [d’r _(D o5 Car )T
op! _d¢  d¢ 9D\ ] dr
(D~W®E+E®D ) 00| (4.31)

Ainsi, les dynamiques suivies par 68’ (7/(7)) et 8¢'(r'(7)) différent de celles de 56(7)
et 6¢(7). Clest bien str les premiéres que nous devrons retenir, puisqu’elles per-

mettent un traitement correct des fluctuations sur la durée de la cascade.

expression de la premiére correction 4 'action
On peut alors transposer la formule 4.32 au probléme du scalaire passif :

1 1 1 -
s1(h) = lim — {IﬂnT) + §ln detU (nT) + -2-111 deth(nT)} (4.32)

n—-+oo N

Nous donnons ci-dessous un répertoire des différents opérateurs figurant dans

cette expression :

* [T et son “moment conjugu¢” WU vérifient les équations de Jacobi associées a

S, et qui sont la version matricielle de (4.30) et (4.31) :

dU

a@oo_ -1
- BU + Q7 'WU (4.33)
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dWiu
ar

= ~'"BWU+YVU (4.34)

avec pour conditions initiales : U(0) = 0 et WU(0) = 1.

Les opérateurs B, @1, V s'expriment de facon simple en fonction des solutions

optimales :
-1
B(r) = —cisge® +M[C] +* M'[8]e? M"[¢] + %g ® Dage (4.35)
QO Hr) = M[8le"*M'[0) (4.36)
-1 -1
V(r) = -—M"[{0]e?*M"[8] -+ DBD— ® g—(’: + d_(: hid Da—?—»—— (4.37)

o6 dr  dr a6

avec les définitions implicites M[C]8 = M'[8]C et IM[C]8 = M"[0]C.

* La matrice Wy est la restriction de W+ AW & ’espace orthogonal 4 la structure
cohérente 8(nT) d’exposant hA.

AW provient d'un terme de bord et son expression est rigoureusement la méme
que (2.118) :
AW = ((- Byy) By @ By - By @ ¢ — £ @ By (4.38)

Comme précédemment, le vecteur @4 est construit par combinaison linéaire des deux
directions d’exposant de Lyapunov les plus faibles sortant de la diagonalisation de

Vopérateur *U 1.
* Z1(nT} est un terme provenant de la non-différentiabilité des trajectoires.

I;(nT) = %n fDTTrB(T) dr (4.39}

4.5 Généralisation pour un modéle avec variables com-

plexes

La dynamique stochastique de départ prend la forme générale :

do
E = _CitoD 6 + M1 [b]9* + Ml [b*]g* y (44—0)
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Lorsqu’on généralise le formalisme en intégrale de chemin appliqué aux systémes
dynamiques, on doit considérer 6 champs indépendants : les composantes réelles et
imaginaires du gradient de vitesse aléatoire b, (¢}, b;(t), celles du scalaire 8,(t), 8;(t)

et enfin les composantes ¢,(t), ¢;(t) du champ auxiliaire .

L’action effective s'obtient comme I'intégrale temporelle du Lagrangien :
1
2
+ & [9r — L1[b,]6, — L12[bz‘]9i]
+ ¢ [31; + Ly1[b;}10; — LIZ[bi]BT]

1
E[brab’hg‘i"aeiagwgi] = E(erbr)"}' (szbz)

oil les opérateurs d’advection Ly et Lip sont définis par les relations :

Lii[by] = —citoD + My [by] + Mafb;] ;  Lia[bs] = Mi[b] — Ma[bj]

L’extrémisation de ’action conduit alors aux équations du mouvement :

dae db;

dtT = L110; + L126; o = lubi+ L128-
dg dag;
—d; = —"Li¢, — ‘Liad; ; i tL11¢, — *L1g¢;

(4.41)

Les deux quantités conservées le long de ces trajectoires sont I’ Hamiltonien et
g = Cp-0p+C¢;-0;, qui peut s'interpréter comme le recouvrement de deux vecteurs de
2d dimensions, ce qui permet de généraliser automatiquement toute 'analyse menée

dans le cas de variables réelles.

4¢.(t) et ¢,(t) sont en fait des champs réels uniquement pour les points-col de l'action.




136 Annexes du chapitre 4




Conclusion

La relative simplicité des modéles en couches nous a permis 'étude du lien
entre les manifestations statistiques de I'intermittence des écoulements turbulents
tri-dimensionnels et la présence de structures dynamiques. Dans les deux problémes
traités, la dynamique étudiée prend la forme d’une équation stochastique, ot le bruit,
est gaussien, delta-corrélé en temps et en échelles. Nous avons recherché des struc-
tures singuliéres sous la forme de fluctuations rares et intenses correspondant & des
réalisations optimales du bruit, complétement prédictibles dans une formulation en

intégrale de chemin du systéme stochastique.

Dans le premier probléme qui concerne la dynamique du gradient de la vitesse de
'écoulement, nous constatons un accord qualitatif entre la distribution de probabilité
(associées a la croissance de structures cohérentes) calculée via une analyse semi-
classique et celle issue des statistiques réalisées directement sur le modéle GOY.
Notamment, la forme gaussienne de la statistique et I’accentuation de I'intermittence
causée par l'effet indirect de la dissipation sont retrouvées. Nous sommes aussi en
mesure de trés bien rendre compte de la physique émergeant d’une gamme d’échelles
“pré-visqueuses”. En revanche, nous n'avons pu obtenir un accord quantitatif pour la
région d’échelles dominant la zone inertielle dans la limite des nombres de Reynolds
infinis. Cela pointe sans doute un défaut dans la modélisation de Vinteraction d’une
structure avec son environnement turbulent, sous forme d'un bruit de moyenne nulle,

qui avait conduit & adopter une version stochastique du modéle GOY.

Pour le second probléme, relatif au scalaire passif, nous pouvions directement
comparer les lois d’échelles des fonctions de structure d’ordre p issues de simulations

numériques préalables et celles déduites de pulses singuliers et auto-similaires que
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nous avons réussi a mettre en évidence. La confrontation est trés convaincante pour
les ordres p élevés et prouve trés clairement que pour ce modéle en couches, les évé-

nements intermittents les plus intenses sont correctement décrits par ces structures.

Au dela de ces problémes spécifiques, nous avons proposé dans le cadre de cette
thése, un algorithme original apte a résoudre un certain type d’équation de Langevin
non-linéaire, lorsque la forme des corrélations du bruit est compatible avec des sta-
tistiques invariantes d’échelle et cette méthode peut avoir une portée plus générale.

En particulier, une seconde étape envigsageable et intéressante consisterait 3 incor-
porer les aspects géométriques des écoulerments incompressibles et tri-dimensionnels,
délaissés par les modéles en couches. Un modéle phénoménologique récemment in-
troduit par Chertkov, Pumir et Shraiman [17] semble trés prometteur dans cette
optique. Ces auteurs sont parvenus a “fermer” les équations non-linéaires de la dy-
namique de quatre points matériels au milieu de I'écoulement (y délimitant donc un
petit volume} et celle du tenseur de taux de cisaillement local, en remplacant tous
les effets non-locaux de la pression ainsi que les fluctuations turbulentes de petites
échelles par un bruit gaussien delta-corrélé en temps. Il est tentant d’essayer de géné-
raliser notre méthode pour ce modele plus élaboré, et ainsi d'identifier les différentes
configurations optimales du bruit et la morphologie des structures cohérentes asso-
ciées, susceptibles d’étre & l'origine des lois d’échelle anormales pour la dynamique

de Navier-Stokes & grand nombre de Reynolds.
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