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Chapitre 1

Introduction Générale

L’interaction électron-phonon est un sujet important en physique du solide. Elle est responsable
de la supraconductivité dans de nombreux métaux et affecte les propriétés de transport de tous
les métaux. La nature de cette interaction dépend fortement de la nature du cristal que 'on
considére. Dans les cristaux covalents ou polaires tels que les semi-conducteurs, I'interaction
est due & la déformation élastique locale du cristal et ce sont les phonons acoustiques qui se
couplent aux électrons de conduction. Dans les cristaux ioniques, ce sont les phonons optiques
qui interagissent avec les électrons via la polarisation diélectrique du réseau.

Le hamiltonien qui décrit un systéme d’électrons et de phonons en interaction, s’écrit de

facon générale sous la forme d’un hamiltonien de Frohlich

H=H + H + H._, (1.1)
avec

Ho = Y e cfcee + D huwg (1.2)

k.o g

1 c .+ =+
Hc = = Z I{Z Ck+qack'—qa’ck‘a’cka (1.3)

kK \g00
Hep = ) Mi(0) GigoCho ar + he (1.4)
k,o,q,A

La nature de linteraction est contenue dans les termes 3, (gq) et ne dépend pas du moment de
I’électron [20]. Le terme H. décrit I'interaction coulombienne entre les électrons. Le hamiltonien
de Frohlich décrit 1'émission et 'absorption de phonons par les électrons qui se déplacent dans
une bande d’énergie. Un électron de moment k sans phonons excités, ne peut pas étre un état
propre du systéme. L’électron est accompagné par un nuage de phonons virtuels qui forment
alors un polaron.

Au second ordre, 'interaction électron-phonon géneére une interaction entre les électrons via
’échange d’un phonon. Dans la théorie BCS de la supraconductivité (1956), cette interaction
est responsable de I'instabilité de la mer de Fermi par rapport & la formation de paires de

Cooper [17]. Lorsque le nombre de phonons dans un polaron est faible, on peut eliminer le

9




10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

terme H._, par une transformation canonique.

H=¢ He* | (1.5)
avec
Mx(q) M3(q) + +
g = e +Cha Bgn -+ Cp o Choll 1.6
kﬂ%A €ktq — €k — hqu k+go Che Lgd k'g:,’)‘ €k_gq — €k + ﬁqu k—go Chatig), ( )

L’interaction effective entre les électrons est alors

| Mi(g)[? Fiwgx P
Hey = oo o1 Cht o Chr (1.7)
k,k’,?:r,cr‘,,\ (€h4q — &) — Rz‘“’ga e 7
On définit I’énergie de liaison polaronique par
M 2
E, = Z | Mx(q)] (1.8)

Dans 1’approximation de BCS, on prend le potentiel entre deux électrons de moment k et k'

V,

BCS

—2E, si e — €| < hw, (1.9)

0 sinon

ot w,, est la fréquence de Debye qui est une énergie caractéristique des phonons de grandes
longueurs d’onde, avec un spectre linéaire wyy = cxg. Dans ces conditions, la théorie BCS est
capable de fournir le gap supra A___ pour les excitations & une particule

b L

A, = 2hw, e (1.10)
avec A = 2E_N(0), N(0) étant la densité d’états électroniques & la surface de Fermi. De plus,
la théorie fournit le rapport universel du gap supra a température nulle et de la température
critique: oA
ECS

—ks T. 3.52 {(1.11)
La constante A, sans dimension, est une grandeur caractéristique du couplage électron-phonon
pour la supra. Pour des valeurs de A & peu pres inférieure a 1, la théorie BCS est en parfait
accord avec les mesures expérimentales. Pour des valeurs plus grandes, la théorie reste valable
qualitativement. Dans ce cas, on peut essayer de prendre en compte la nature retardée de
I'interaction, toujours en restant dans la limite adiabatique. On obtient alors un formalisme
trés lourd (les équations d’Eliashberg) qui nécessite des solutions numériques {34]. L'un des
résultats le plus accessible de cette théorie du couplage fort est la formule empirique de Mc

Millan obtenue apres investigation numérique (1968)

ET. — hwp e‘ﬁﬁ%’ﬁf (1.12)

Bro 1.45




11

ol p* représente un pseudo-potentiel coulombien qui caractérise la répulsion coulombienne entre
les électrons [2].

Dans la limite opposée, ou limite anti-adiabatique, l'interaction électron-phonon peut donner
liew & la formation de petits polarons ol les électrons deviennent fortement localisés. Dans
cette limite, le nombre de phonons dans le nuage polaronique est grand. On applique alors une
transformation dite de Lang Firsov [20] qui introduit de nouveaux opérateurs pour les phonons
et pour les électrons:

dgn = @ — 2 uin(g) e (1.13)
i
et
Eio = Cjo exp{ 3 [uiala) agn — u5a(9) aly ] } (1.14)
7.2
oll Njo = c;-*,cj‘., et avec
Mi(q

hwga

—

uir(g) = et | (1.15)

et
Cije = Q_% ZeikRi Cko (116)
k

ofi ) est le volume du systéme et les vecteurs R, correspondent aux sites du réseau. Le nouvel

hamiltonien est alors

= Z&i.j C;trcjﬂ E Z CJUCJO' + n Z ’Uich ja'c.‘iﬂ"cw' + z hqu @ AGQA (1 17)

150 sJ;aa 2,A

avec une interaction donnée par
vij = V5 — 3 Fiwga win(g) ujx(g) (1.18)

et un terme de saut, qui est en fait un opérateur compliqué, donné par

&ij = ti eXP{ 37 [uialg) —uinlg) l agn — Z [uly(g) ~ wia(a) ] el } (1.19)

g2

L’opérateur c¢;, décrit maintenant un petit polaron. L’énergie des polarons est abaissée de E,
qui représente I’énergie de liaison d’un polaron. Le terme de saut initial ¢;; a été réduit. Pour
des phonons optiques, sans dispersion de fréquence wp, on obtient la moyenne sur les phonons

E
— =B coth L Akwo
o5 = < U:J >ph.oncms = t‘lj g 2hwo 2

(1.20)

On obtient que o;; — 0 lorsque 'énergie de liaison polaronique devient trés grande, ce qui
correspond & des polarons parfaitement localisés. D’autre part, les polarons voient une in-
teraction attractive (le deuxidme terme dans v;;). Lorsque cette attraction est plus grande
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que la répulsion coulombienne, les polarons vont étre instables par rapport & la formation de
bi-polarons. Pour des phonons optiques, ’attraction n’a lieu que sur un méme site et vaut

—ZEF Z My17] ' (1.21)
k]

qui est alors & comparer a la répulsion coulombienne intrasite U de Hubbard (modele de Holstein
pour un cristal moléculaire). Dans cette limite bi-polaronique, le terme de saut effectif s’élimine
au second ordre pour donner un couplage ferromagnétique J

J = _ . e~ Ep/hwo (1.22)
2FE,
On s’attend alors & une température critique, ou température de Curie, T, ~ J. On peut alors
développer une théorie de la supraconductivité bi-polaronique [4]. Pour des phonons avec une
dispersion, l'interaction polaronique s’étend aux sites voisins et 1'on a des polarons qui peuvent
se former sur des sites adjacents.

La transformation de Lang Firsov montre que 1’énergie de liaison d’un polaron est E, et
donc la condition de formation d’un polaron est B, > t ol ¢t (ou zt) est 'énergie cindtique de
I’électron. Elle montre d’autre part, que les polarons sont instables par rapport a la formation
de bi-polarons si E, > U (pour des phonons optiques). Les résultats exacts (numériques)
montrent que cette transition des électrons vers des petits polarons (ou bi-polarons) existe bien
et qu’elle est-assez abrupte [26]. Si l'on revient & la théorie du couplage faible de BCS, on voit
que la condition A > 1 correspond & la condition de formation des polarons (ou bi-polarons),
en prenant A(0) ~ t~'. On peut donc faire 'hypothése que la limite de validité de la théorie
BCS du couplage faible correspond & la formation de polarons (ou bi-polarons) et que dans ce
cas, la limite adiabatique (théoréme de Migdal) n’est plus valable.

En 1985, Ranninger et Robagkiewicz ont proposé un modéle de supra, pour les électrons,
induite par le couplage électron-phonon oii l'on est dans le régime intermédiaire du couplage
faible de BCS et la limite du couplage fort de la supra bi-polaronique [27]. En comparant le
spectre d’excitation et les propriétés thermodynamiques des deux limites, ils en arrivent a la
conclusion que le régime intermédiaire peut étre décrit par un modele oli coexistent des bi-
polarons et des électrons libres qui interagissent via un couplage supra. Dans le modele RR les
bi-polarons correspondent a deux électrons liés sur un site et sont déerits par des opérateurs de
spin (bosons de coeurs durs). Le hamiltonien du modele est

H = -1 chs,cie + ) (22t—p)cl,cin + Y (Ap—2u)bYb; + g > (bFcjicir+he) (1.23)
Bbe he 7 ]

o ¢ est l'intégrale de saut pour les électrons, & sont les vecteurs proches voisins pour le mo-

dele des liaisons fortes, z est le nombre de proches voisins, A, est I'énergie de liaison des bi-

polarons, u est le potentiel chimiqueet g est une constante de couplage qui mesure I’hybridation.

L’opérateur b] crée un bi-polaron sur le site j du réseau. On considére le cas d’un état singlet

par exemple, b = ";!'Tt":j'l olt les opérateurs ¢;, décrivent des polarons et anticommutent avec

7
les électrons décrits par les opérateurs c;, .
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Dans le contexte des supraconducteurs a hautes températures critiques, le mécanisme mi-
croscopique responsable est, depuis leurs découverte par Bergnoz et Muller en 1986 un sujet tres
controversé. Les fortes corrélations électroniques de méme que les fortes corrélations antiferro-
magnétiques qui sont présentes dans ces matériaux ont conduit la majorité de la communaute
scientifigue & chercher un état supra du type BCS ol I'attraction entre paires serait transmise
par des excitations électroniques ou magnétiques. Ces excitations, ayant des énergies typi-
ques bien supérieures & celles des phonons — normalement considérés comme responsables de
Pattraction des paires— devraient donner une échelle d’énergie plus grande pour la température
de transition supra.

' Un point de vue différent pour essayer d’obtenir des plus grandes valeurs de 7, est de
considérer la possibilité d’une condensation de Bose-Einstein de paires d’électrons fortement
lides. Une estimation grossiere de la température critique peut étre obtenue a 'aide de la
formule de Bose-Einstein pour un gaz de bosons libres: kyTy,, ~ 3.38°n2/3/m, ol n, est la
densité de bosons et m, leurs masses. Pour ny, ~ 107! — 107**/em® et m, ~ 1 — 10m.
(m. est la masse d’un électron libre) qui sont les valeurs estimées pour les hauts T, on obtient

facilement T, . de 'ordre de quelques centaines de degrés.

BEG

La faible longueur de cohérence combinée avec la faible concentration de porteurs, observée
dans les hauts T, donne au scénario de la condensation de Bose-Einstein un point de départ
attractif pour comprendre les hautes températures critiques de ces matériaux.

Certainement, les expériences de photoémission résolues en angle ont identifié une surface
de Fermi et un gap supraconducteur dans le spectre d’excitation électronique. Néanmoins, les
propriétés des excitations électroniques prés de la surface de Fermi se révelent étre anormales,
de méme pour le comportement de la conductivité optique qui ne suit pas une loi de Drude, pour
la relaxation magnétique nucléaire qui ne suit pas une loi de Korringa, pour le coefficient de
Hall qui posséde une dépendance linéaire en température ou encore pour la partie électronique
de 'entropie qui n’est pas linéaire en température.

Dans les années 90, J. Ranninger a proposé une théorie pour les hauts T, basée sur un
mélange de deux types de porteurs: des bi-polarons localisés (Bosons) et des électrons itinérants
(Fermions) avec une forte interaction d’échange entre les deux. La question importante est de
voir comment 1'idée de la condensation de Bose-Einstein peut survivre dans un tel systeéme tout
en gardant certaines propriétés du liquide de Fermi. Un test crucial pour un tel systéme a deux
composantes est de vérifier la dépendance en concentration des propriétés thermodynamiques
et des propriétés de transport. Il se trouve que cela peut étre fait expérimentalement sur un
trés large régime du dopage. Une question fondamentale pour un tel modele & deux com-
posantes concerne la nature des porteurs de charges bosoniques et leurs propriétés dynamiques.
L’existence de petits porteurs de charges polaroniques localisés dans les hauts T, a été veérifiée
expérimentalement sans aucun doute possible. Si des bi-polarons existent en tant qu’états bien
définis, alors on s’attend & une supraconductivité bi-polaronique. On ne sait pas jusqu’a présent,
ni expérimentalement, ni théoriquement, si les excitations de grandes longueurs d’onde dans les
systémes polaroniques possédent ces propriétés. Cependant, on peut faire hypothese que des
bi-polarons initialement localisés peuvent devenir itinérants via la forte interaction d’échange
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avec les électrons 1tinérants.

Deux points expérimentaux importants concernant les propriétés du réseau de ces matériaux
ont été mis en évidence trés tot. Le premier concerne une observation faite par les chimistes {37]
que les environnements des ligands de certains anions dans ces composés existent dans des
configurations ”ambigués”, c’est-a-dire entre deux configurations de ligands stables possédant
des états de valence jonniques définis. Le deuxiéme point concerne l'observation expérimentale
(EXAFS [38], DPNS [39] et V’absorption infrarouge [40]) d’instabilités dynamiques locales du
réseau qui sont liées aux fortes interactions entre les porteurs de charges et les déformations
locales du réseau. De telles caractéristiques favorisent naturellement les fluctuations de charges
de petits clusters qui sont accompagnées par les déformations appropriées des ligands. Par

exermple

e les fluctuations Cu*(1) « Cu*(1) accompagnées par les configurations dumbbell &
square des oxygenes environnants des chaines de Y BaCuOg...

e les fluctuations B13* « Bi®T accompagnées par les configurations octaddriques < tétra-

édriques des oxygenes dans les composés Ba(Bi,Pb;_,}03

o les fluctuations Cgy « Ceo accompagnées par les déformations tangentielles des pen-
tagones qui fluctuent entre deux tendances extrémes des configurations sp?, typiques

pour le graphique, et des configurations sp®, typiques pour le diamant.

Les fluctuations dynamiques fortement couplées de la valence de ['anion et des positions ato-

miques des environnements des ligands révelent des caractéristiques polaroniques pour

¢ les modes locaux de phonons qui correspondent aux déformations spécifiques des environ-

nements des ligands mentionnées plus haut.
o le spectre électronique des porteurs de charges qui sont self-piégés sur ces clusters.

Ces caractéristiques peuvent étre testées par des moyens expérimentaux dans lesquels un
électron est retiré du systeme, soit par photoémission, soit par diffusion Raman résonante.
De tels processus donnent une grande amplitude de vibration de l'environnement du ligand
auquel on a retiré un électron, donnant une pluie de phonons qui se manifeste par une série
d’harmoniques bien définie des modes locaux de base.

La photoémission [41] comme la diffusion Raman résonante [42], ainsi que diffusion Raman
hors équilibre [43] ont dans ce sens établi de facon claire la nature polaronique des porteurs
de charges localisés dans la phase isolante des matériaux supras a hautes T,,. Il y a une
accurnulation de preuves expérimentales que les porteurs de charges polaroniques continuent a
exister quand on dope la phase isolante de ces matériaux dans la phase métallique. La diffusion
Raman a identifié des modes dans la phase métallique dont les fréquences sont pratiquement
identiques a celles des modes observés dans des échantillons isolants photo-induits [44]. La
spectroscopie de photoémission sur Rb3Ceo métallique montre [45] des rémanences des premiéres
harmoniques des pitch-modes pentagonaux de 1500cm ™! caractéristiques des molécules isolées



15

de Cg,. Dans les cuprates & hautes T, il 0’y a pas, jusqu’a présent, de telles preuves directes
pour des porteurs de charges polaromiques, si ce n’est a dispersion aplatie observée dans la
direction Y — I' qui s’étend sur pratiquement la moitié d’un vecteur du réseau réciproque (la
dite singularité de van Hove)[46] d’origine polaronique. De plus, les mesures de la conductivité
optique, lorsqu’elles sont interprétées en terme d’une contribution réguliere de Drude ainsi
qu'une contribution d’une bande large mi-infrarouge [47], fournissent une preuve indirecte de
la présence de porteurs de charges polaroniques dans la phase métallique. En particulier, les
mesures de reflectance polarisées sur ’axe ¢ dans le lointain infrarouge[48] donnent la preuve
d’un fort couplage entre des phonons longitudinaux de l'axe ¢ et des excitations électroniques du
plan a,b. Un transfert de poids des phonons, induit par la température et le dopage, de l'oxygene
du plan vers les modes des oxygenes apicaux est observé, et le background électronique dans la
conductivité optique montre une condensation lorsque 'on entre dans 1’état supra. L'existence
de la bande mi-infrarouge semble étre commune aux oxydes métalliques[49] incluant V20,
LagsSro5C00:, CagsSrosRuls et Ba,_.K;PbOs, SroaLap1Ti03, STT103_, BiyS57r3C 0,05,
etc.. tous étant des composés trés polaires.

Sur la base de ces faits expérimentaux, et en particulier:
e lexistence de porteurs de charges polaroniques ou bi-polaroniques dans la phase isolante,

o la mise en place d’un transfert de charges entre les états polaroniques ou bi-polaroniques
et un continuum électronique d’électrons itinérants quand le systeme est dopé dans le

régime métallique,

¢ la disparition du continuum électronique dans la condensation quand on entre dans la

phase supra,

J. Ranninger a proposé le scénario suivant pour les supraconducteurs 4 hautes températures
critiques et en particulier pour les cuprates.

Lorsque 1'on dope, les états bi-polaroniques sont introduits dans les couches (les réservoirs
de charges) entre plans CuQ, i.e dans les chaines pour Y Ba;Cu3O¢yz, les doubles chaines
pour Y Ba,CusOs et la couche LaO pour La;CuOs. Pour étre plus spécifique, la création de
bi-polarons avec des chaines intervient quand on installe un atome O entre deux dumbbells
adjacents 0~ (4) — Cu*(1) — 0*~(4) controlée par le processus [0~ (4) — Cut(1) — O* (4)] -
O(1)—[0% (4)—Cut(1)— 0%=(8)] |07~ () Cu* (1)~ 0% (4)] = 0% (1)~ [0*~(4)~ Cu*(1)-
0?~(4)] conjointement avec une forte réduction en taille de la liaison Cu(1l)— O{4). Le dernier
caractérise la nature polaronique des deux électrons vivants sur 0*(1) que l'on identifie a
un bi-polaron. Le niveau d’énergie de tels bi-polarons devrait (sur la base des spectroscopies
Raman et des études de fluorescence) tomber & U'intérieur de la bande de valence remplie —la
bande Cu — O hybridée des plans CuO,— séparé par un gap de transfert de charges de la bande
de Hubbard supérieure. Sur la figure 1.1 est tracée schématiquement cette situation avec les
niveaux d’énergies respectifs des états moléculaires des dumbbells isolés 0?7 (4) — Cu?*(1) —
0%~ (4) de méme que deux autres dumbbells avec un ion O(1) intercalé et qui présente le centre
des bi-polarons. A faible dopage, les électrons qui sont nécessaires pour former ces bi-polarons
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/ Cu O2 cond. band
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Figure 1.1: Le schéma de bande et des niveaux d’énergies pour Y Ba;Cuz0gyz pour z = 0
correspondant & la bande inférieure pleine de I'isolant transfert de charges (simplement hachée)
et * > 0.4 correspondant & cette bande étant remplie jusqu’au niveau des centres dopants
(doublement hachée). La position des niveaux d’'énergies des dumbbells pour z = 0 et des
dumbbells ionisés étant le siege des bi-polarons pour z > 0 est indiquée.

viennent essentiellement des anions du réservoir de charges. Ainsi, le faible dopage influence
peu ou pas la bande de valence. Au-dela d’un certain niveau des dopants, le réservoir de
charges a été vidé. C’est le cas, par exemple, dans Y Ba,Cu3Ogyy pour z > (.25 quand on
ne peut plus lier de O(1) dans les chaines en utilisant exclusivement des électrons du réservoir
car tous les ions Cu*(1) disponibles ont déja été convertis en Cu?t(1) et Cu¥(1) et sont
énergétiquement prohibés. D’autres oxygenes peuvent alors étre liés seulement par un transfert
de charges des plans CuQ; vers le réservoir de charges. A partir de ce moment, le haut de la
bande de valence est graduellement vidé en dopant encore le systeme, et le systéme deviendrait
métallique si les électrons dans la bande de valence étalent un simple systéme de fermions sans
corrélations. En ce qui concerne les états bi-polaroniques, ils sont complétement occupés dans
cette situation. Quand le potentiel chimique approche le niveau bosonque par-dessous, il reste
pratiquement figé & cette énergie, et lorsque ’on dope encore, d’autre sites bi-polaroniques sont

créés qui peuvent étre complétement occupés. C'est dans ce régime de dopage (ou 'occupation



17

des sites bosoniques diminue de l'unité a zéro} que la physique intéressante intervient, avec un
échange important entre les bi-polarons et les paires d’électrons de valence. Si 'on dope encore
plus, le potentiel chimique tombe en dessous du niveau bosonique et les états bosoniques sont
inoccupés. Ce scénario ressort directement des études détaillées de photoémission qui montrent
le taux de conversion de Cut(1) — Cu?*(1) en fonction du dopage [51]. Un modéle simple qui
décrit ce scénario est le modele Boson-Fermion introduit par J. Ranninger et 5. Robaszkiewiczt
pour décrire le couplage intermédiaire électron-phonon. Le hamiltonien pour un tel modele est
celui de 1'équation (1.23). Dans ce modele, la conservation de la charge nécessite un potentiel
chimique ¢ commun pour les deux types de porteurs de charges, le nombre total de particules
dans le systeme étant donné par

Niot = z C;:,Cj,a + 2 Z bj"bj (1.24)
] k)

Les bosons dans ce modele, décrits par les opérateurs b; et b;F sont des bosons de coeurs durs
qui vérifient les relations de commutation des opérateurs de spin pour un merme site.

La présence de bosons de coeurs durs, rend difficile I'utilisation du développement pertur-
batif car on ne peut plus utiliser le théoreme de Wick dans le développement de Feynman
Dyson. Seule I’analyse champ moyen pour 'état supra est relativement facile. Dans ce cas, on
manipule uniquement lés matrices 2 x 2 des spins 1/2. Pour aller au-dela, au niveau RPA par
exemple, il faut utiliser la méthode des équations d’évelutions pour les fonctions de Green par
exemple, oti I’on calcule expressement les commutateurs.

Afin d’obtenir un modéle techniquement moins compliqué, nous développons un modele
Boson-Fermion ot on néglige les corrélations de coeurs durs pour les bosons. Dans ce cas, les
bi-polarons localisés sont représentés par des opérateurs de bosons qui commutent dans I’espace

des gq
b0, 03] = bogr (1.25)

Cette approximation est dans le méme esprit que celle de Holstein Primakov pour remplacer
les opérateurs de spin par des opérateurs de bosons (magnons) dans I'étude du hamiltonien de
Heisenberg. Néanmoins, du fait que le hamiltonien Boson-Fermion comporte un terme ot
les bosons se couplent via deux électrons, on recupere quand méme des effets de coeurs durs
pour les bosons. On a ainsi un hamiltonien que 'on peut étudier au moyen de la théorie des
perturbations standard.

Notons finalement qu’en physique nucléaire, il existe un modéle Boson-Fermion introduit
pour décrire simultanément les excitations collectives et individuelles des noyaux atomiques.
Dans ce modele, les bosons peuvent étre interprétés comme des paires de nucléons (protons,
neutrons) et les degrés de liberté collectifs peuvent étre décrits par un systéme de bosons en
interaction [13]. Les degrés de liberté & une particules représentent le mouvement des nucléons
individuels dans le potentiel nucléaire moyen. Ils sont décrits par un systeme de fermions en
interaction. Le couplage des fermions et des bosons conduit au modéle Boson-Fermion [14].
On consideére par exemple des bosons avec un moment angulaire et une parité JP = 0% et 2F.
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Figure 1.2: Interaction d’échange pour le modéle Boson-Fermion en physique nucléaire

Les opérateurs de création et d’annihilation &, et bym, (I = 0,2 et —I < < 1) vérifient les

relations de commutation standard des bosons:
[bt.mi bl-i’_,m’] = 6"-.!'6“1.7"-’ ) [bl,m; bl',m"] =0 (126)

Les fermions correspondant aux nucléons isolés (spin 1/2) sont décrits par les opérateurs de
fermions a}:m et a;m, ou j est le moment angulaire et m sa composante sur l'axe de quantifica-
tion, qui vérifient les relations d’anticommutation des fermions

{a'j,m:a';t,m'} = 8;i0mm 5 {Cm Gim} =0 (1.27)

On suppose que les opérateurs de boson et de fermion commutent entre eux. Dans cette
approximation, les bosons sont traités comme des particules élémentaires sans structure interne,
alors que, dans le noyau, ce sont des particules composites {paires de fermions). L’effet de la
nature composite des bosons est introduit par une interaction d’échange entre les fermions et les
bosons. Le hamiltonien du modele comprend une partie bosonique Hg, une partie fermionique
Hp et une partie Vgr qui décrit l'interaction entre fermions et bosons:

1
Hr = Ey + ZEQE b:bﬁ + Z 'é-uaafﬁgr bib::bgbﬁl + ... (128)
a,fB a,a’,f,8'
1
HF = Eo + ka af“ak + Z Evgirkkr a,;"a;-liakak, + ... (1.29)
ik Y
Ver = Z Waigk biajbgak + ... (1.30)
a,B,i.k

La forme VpF est tres générale mais contient I’interaction d’échange trés importante représentée
sur la figure 1.2.



Chapitre 2

Espace de Phase du Modele
Boson-Fermion

2.1 Introduction

Dans ce deuxiéme chapitre, nous analysons I’espace de phase du modele Boson-Fermion. Du fait
que les bosons que l'on considére sont formés de deux fermions, on obtient des propriétés tres
différentes d’un couplage électron-boson habituel, ol les bosons correspondent a des excitations
collectives dont le nombre d'excitations n’est pas conservé, comme dans le cas de I'interaction
électron-phonon. Dans notre systéme, nous prenons explicitement en compte la conservation
totale du nombre de particules via le potentiel chimique. De méme, au niveau de l'interaction,
le vertex Boson-Fermion respecte localement la conservation du nombre de particules. Le
systéme Boson-Fermion posséde ainsi des propriétés particulieres qui se refletent dans ’espace
de phase. Dans un premier temps, nous considérons uniquement un mélange de fermions et de
bosons sans interaction. Dans ce cas, nous montrons que le systéme est déja capable d’exhiber
une condensation de Bose pour le sous-systéme de bosons. Pour des bosons initialement sans
dispersion, la température de Bose est nulle. Apres avoir vu comment la conservation du nombre
total de particules influence la thermodynamique du mélange, nous considérons ensuite 'espace
de phase au niveau des interactions. Pour cela, nous considérons les équations de Boltzmann
pour le systéme Boson-Fermion. Aprés avoir dérivé les équations couplées pour le systeme,
nous considérons une solution particuliére qui permet d’obtenir des contraintes sur I’espace de
phase. Nous analysons ensuite 'espace des phases sur les fonctions de Green & une particule
pour les fermions et les bosons. A l'ordre le plus bas, on peut intégrer sur ’angle et obtenir les
senils de réaction. Enfin nous terminons ce chapitre en comparant le systéme Boson-Fermion
au systéme électron-phonon et en en soulignant les différences. Dans tout ce chapitre, nous
considérons des bosons avec une dispersion quadratique, le cas de bosons sans dispersion étant
un cas particulier. Cela correspond & I’hypothése selon laquelle I'interaction va délocaliser les
bosons, et donc qu’un systéme avec des bosons délocalisés correspond & une renormalisation du

spectre.

19
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2.2 Le mélange Boson-Fermion

Nous commengons par étudier le systeme en ’absence d’interactions. Pour plus de généralités,
nous considérons des fermions et des bosons avec une relation de dispersion e et Fj, re-
spectivement, le cas de bosons sans dispersion {masse infinie), correspond aun cas particulier
E, = Ey. Dans un premier temps, nous donnons ’expression des grandeurs thermodynamiques
habituelles dans l’ensemble Grand Canonique pour le mélange. Dans un deuxiéme temps,
nous discutons de la condensation de Bose qui survient dans un tel systéme, en utilisant des
arguments généraux. Enfin, nous donnons des résultats quantitatifs pour ces grandeurs ther-
modynamiques dans le cas particulier des particules libres ou 'on dispose des développements
standard, 4 basses températures pour les fermions et pres de la température de Bose pour les

bosons.

2.2.1 Grandeurs thermodynamiques

En 'absence d’interactions, le hamiltonien du systéme que ’on consideére est la somme de deux

termes cinétiques: un pour le systéme de fermions et un pour le systéme de bosons

H—uN = > eacice + 2, B bTb, (2.1)
k.o q

Cet opérateur est diagonal avec la solution < cf cxe >= nr(er) et < bl by >= np(E,), ot
np(z) et np(z) sont respectivement les fonctions de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein. Il est
alors loisible d’introduire les énergies individuelles ¢ et {f pour les fermions et les bosons,
définies par

e =& —p et Ep =& — 2 (2.2)

On obtient alors directement ’expression du nombre total de particules N dans le systeme,
alnsi que ’énergie moyenne E

N =3 np(a) + 2 na(E,) (2.3)

E = ; EF nr(e) + 3 &7 na(Ey) (2.4)

Le facteur 2 dans l’expression de N prend en compte (via le potentiel chimique) qu’un boson est
composé de deux particules. L’état du systéme est entiérement déterminé par la connaissance
du potentiel chimique g. La valeur de u est donnée comme une fonction du nombre total de
particules N dans le systéme. Pour obtenir la description standard Grand Canonique de notre

systeme, on considére la fonction de partition = qui est définie par

(T, 0, Q) = 3 e B 1D (2.5)
4

ou 7' est la température, {2 le volume du systéme, [ 'inverse de la température et £ les états
P ) ; P

— —

accessibles du systéme. La fonction de partition se factorise en = = Zp.Zg du fait que les deux
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systémes sont indépendants. On peut alors utiliser les résultats standard pour un systéme de
fermions ou de bosons sans interactions et exprimer toutes les grandeurs thermodynamiques
en fonction des mombres d’occupation nf = nples) et nP = np(E,). Le potentiel Grand
Canonique J(T, , Q) défini par J = —k,TLn(Z) s’écrit comme la somme J = Jr + Jp ol les

deux potentiels sont donnés par

Jr(T, 5, Q) = +k, T 5 In(l — nf) (2.6)
ko
Io(T,1,Q) = kTS In(l + nl) (2.7)
q
L’entropie Grand Canonique S = —(8J/0T),q s’écrit elle aussi comme la somme § = Sr + Sp
avec
Sp = —k, Z{ 1—nf)In(l —nf) + nfLn(nf)] (2.8)
Sg = +kg Z{ Ln1+n ) — anLn(an)] (2.9)

Enfin énergie du systéme E qui est reliée aux autres fonctions par J = E — TS — N est la
somme des énergies des deux systémes Er et Ep données par

Br = Y & nf (2.10)
ko
Eg = Y ¢8nf (2.11)

g

2.2.2 Condensation de Bose

Le but de ce qui suit est de donner le comportement qualitatif du systeme en prenant en compte
uniquement le fait que ’on a des fermions et des bosons indépendants avec un potentiel chimique
partagé. La contrainte imposée par le potentiel chimique est N = Np + 2Np. Il est loisible
d’introduire le remplissage du systéme n qui est défini par n = N/(2M) ot M est le nombre de
sites pour le modéle sur réseau et le volume {2 pour le systéme & la limite thermodynamique.
On définit de méme les remplissages (ou densités) pour les fermions ny., = Np/(2M) et pour
les bosons nwes = Np/M avec la relation n = nfer + Npos. On fait alors des hypotheéses sur les
relations £f et Ef . Dans le modele initial sur réseau, nous avons des relations de dispersion du

type liaisons fortes
3

{f = Z(Zt — 2t cos(ky)) (2.12)

a=1
3

8 = Dp + 7, 3 (2 — 2t cos(qa)) (2.19)

a=]
Le paramétre «y, vaut zéro dans le modéle initial et correspond & avoir une intégrale de saut

vt pour les bosons ou un rapport de masse mp/mp = y,. Nous faisons alors 'hypotheése que
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Figure 2.1: Remplissage du systemea T = 0

¢f démarre quadratiquement en zéro et que ff démarre quadratiquement en Ag. Il s’ensuit
que € démarre en —u et que E, démarre en By = Ap — 2.

A température nulle, les états de fermions sont remplis jusqu’a un niveau de Fermi qui est
défini par ¢, = 0 pour k = kp, alors que pour les bosons, seu! le mveau de plus basse énergie
Eq peut étre occupé si Ep = 0. Si 'on part d'un systeme sans particules et que l'on ajoute
progressivement des particules au systéme, on commence par remplir les états de fermions dont
’énergie €, est inférieure a zéro. On continue ce remplissage tant que Ey > 0, ¢’est-a-dire
it < Ap/2. Lorsque 'on atteint Ey = 0, on est & un point d’équilibre pour le systéme: les
excitations de fermions 4 la surface de Fermi ont la méme énergie que les excitations des bosons
(le mode q = 0). Sil’on ajoute deux particules supplémentaires, de spins opposés, elles vont
devoir étre, 4 cause du principe de Pauli, dans des états d’énergies plus hautes. Pour un systéeme
de fermions seul, il suffit de redéfinir le potentiel chimique pour pouvoir accomoder ces deux
particules. Dans notre systéme, il suffit de mettre ces deux particules dans le niveau bosonique
d’énergie nulle, sans avoir a modifier le potentiel chimique, et ainsi de suite pour les particules
supplémentaires. Il est loisible de définir un remplissage critique n., qui correspond au nombre
de fermions a T' = ( avec le potentiel chimique p = Ag/2. Sin < n, alors le systéme & T = 0
comporte uniquement des fermions (n = nge) alors que si n > ng, le nombre de fermions
dans le systéme est nge, = n., et le nombre de bosons est nps = n — n.. Dans le premier
cas, le potentiel chimique est déterminé par ’équation n = ng,., sans aucune référence aux
bosons, alors que dans le second cas le potentiel chimique est bloqué & ¢ = Ag/2. La figure 2.1
illustre le remplissage du systéme a température nulle. Nous définissons la densité détats a une
particule D(e) par

D = o > e - &) (2.14)

qui, avec nos hypothéses, commence en € = 0 et vaut D(¢) = A/e pour € — 0, pour un systéme

a trois dimensions. La densité critique est alors donnée par

Ag/2
e = ]ﬂ de D(e) (2.15)



2.2. LE MELANGE BOSON-FERMION 23

A température non nulle, le systéme de bosons peut exhiber une condensation de Bose-
Einstein & la température T et avoir un condensat de Bose pour T' < Ty, puisque dans nos
hypothéses, nous avons un systéme & trois dimensions avec une densité d’états qui s’annule en
V€. La condensation de Bose survient lorsque I'énergie du bas de la bande des bosons s’annule,
c’est-a-dire pour Eq = Ag — 2u = 0. On en déduit que, si la condensation de Bose a lieu, le
potentiel chimique est bloqué & p = Ap/2 pour T < T. La conservation du nombre total de
particules s’écrit n = nfer + Mo, + 1o ot I'on sépare la densité de fermions, la densité de bosons
non condensés et la densité de bosons condensés (condensat de Bose du mode ¢ =0). AT =0,
tous les bosons sont condensés, et la conservation s’écrit n = n g, + 70, OU €ncore N = ¢y + 7o,
On en déduit que si n < n.,, il ne peut pas y avoir de condensation de Bose. Pour n = n. ily
a condensation de Bose avec T = 0, et pour n > n,r, il y a condensation de Bose avec Tp > 0.
Pour T = Ty, le condensat est nul et le potentiel chimique vaut u = Ap/2. L'équation qui
détermine Ty est domnc

T = TNfer + Tibos
T = Tp (2.16)
p = NDpl2

En résumé, nous voyons que le systéme exhibe deux comportements tres différents selon le
remplissage du systéme. Pour n < n,,, il n'y a pas de condensation de Bose. A T =0, on peut
définir une énergie de Fermi avec sa signification habituelle pour un systéme de fermions. Pour
T > 0, les excitations vont étre principalement fermioniques tant que T' < Ep, alors que pour
T ~ E,, les excitations bosoniques entrent en jeu également. Pour n > n., le systeme exhibe
une condensation de Bose pour une température Tg. Pour T' < T, le potentiel chimique du
systéme est bloqué & g = Ag/2, it y a un nombre fini de bosons condensés. On s’attend de
plus & ce que le nombre de fermions varie peu pour T' < T, du fait que le potentiel chimique
est bloqué.

2.2.3 Développement basse température

On s’intéresse au cas n > ng, et l'on se propose de regarder le systéme pour T < Tg et
autour de Tz, c’est-a-dire la région ol le potentiel chimique u ~ Ap/2. On considere le cas de
particules libres, avec des relations de dispersion

h2 k2 h2q2

& = o et Eq:A5+’yB?ﬂ—;—2y (2.17)

On utilise la densité d’états & trois dimensions D(e) donnée par

Qﬁma/z\/g

D(e) =~ s (2.18)
que l'on note D(e) = Ay/e. La densité critique pour le systéme est alors simplement
2 AB 3/2
er T A - (—) .
n 3 (5 (2.19)
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Pour T' > Tg, I’équation A résoudre qui détermine le potentiel chimique est n = nye + Mpos,

avec o
Pjer = Afe de v/e np(e — ) (2.20)
Maos = A [ deenp(Bp—2u+7p6) (221)

Pour évaluer l'intégrale donnant nj.,, on utilise le développement basse ternpérature habituel
qui est valable tant que ’énergie thermique kT est inférieure a 1’énergie de Fermi. On définit
’énergie de Fermi pour notre systéme par k, Tr = Ag/2. On obtient pour la densité de fermions

9 2
ne = AZu 4 A ':—2 (k,T)? p=2/2 (2.22)

Pour l'intégrale donnant la densité de bosons, on obtient

L Ty3/2
TMbos — A '(""'B:‘“g?‘)é“—"' 11/2(‘10) (223)
B

ol1 i est la fugacité des bosons qui est définie par
@ = Pl (2.24)
et Ij/5(p) est la fonction donnée sous la forme d'une somme de Riemman

hte) = B3 2 (225)

F=1

avec I1jp(1) = /7 /2 x 2.612. Cette fonction I1ss(p) possede aussi un développement pour

Lip(e) ~ % [2.612 — /7 [B(AR - 2u)]?

@ ~ 1, donné par

+ 1.460[8(Ap — 2u)] — 0.104[8(Ap — 2p)]?] (2.26)

La température de Bose Tp est obtenue en posant T' = Ty dans les équations et g = Ag/2 =
k,Tp. On obtient alors

9 2/3 1% /Tg\? 2/3
Tg = — - T (i3 _
B TF s [3 11/2(1) nﬂ] [TL nc,-{l + 8 (TF) ]} (2 27)

On voit que l'on retrouve essentiellement la forme standard de la formule habituelle T ~
(nbo,)z/ 3 ol Npos =~ (1 ~ N, ), plus une petite correction en (75/7%)? qui représente la variation
du nombre de fermions avec la température. On obtient alors la solution approchée

oo - " (T8 ’ 2.98
B~ '8 12(n —ne) \Tr ( )
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ou T§ est la température de Bose obtenue en prenant le nombre de fermions fixe avec la

température (nj., = n., ) et qui est donnée par

9 2/3
TD — T I, —n, 2/3 22

R ore B (229
La présence des fermions a donc pour effet de diminuer la valeur de la température de Bose.
Le développement de London pour Ii/; en v/ Eo permet d’obtenir la valeur de Ey pour a =
(T —Ts)/Ts — 0. On obtient

/2
Eo ! 3—|—4a
(kBTF) ~ ——a (2.30)
avec 2 .,3/2 1/2 |
o (&) ot b= (2.31)
12 11/2(1) TF 11/2(1)

On retrouve, comme pour le gaz de Bose libre, que Eg ~ (T' —Tg)?. La présence des fermions ne

change pas la nature de la transition. La variation du condensat, dans la méme approximation

est donnée par 7

_ 32 Lot ™ atl/?
l+a

ot t = T'/Tp. La variation de ng est moins aplatie que pour le gaz de bosons libres ou I'on a

o = ges(1 — %)

La densité d’énergie du mélange ¢ = E/2M est donnée par

e = (n—ng) [1 (2.32)

o0 A feo A
£ = Afo de 2 np(e— ) + 5./0 de /% (y,e + Ap)np(ype+ Ap — 2p) + ﬂ{)’z—B (2.33)

Le développement basse température pour I’énergie des fermions est

2
Efer = A%pm + 1434-(1%’1‘)”,@1/2 (2.34)
alors que la densité d’énergie pour les bosons s’écrit
Ap Ak T)%? Ap
Ebos = Tthos - + E—;gﬁ—fsfz(ﬂo) + Moy (2.35)
La fonction I3/, est définie par
/T & ¢
J:

et son développement de London est donné par
3/
Ija(p) ~ —4\/—: (1.342 — 2.612[8(Ap — 2u)]

4
LT

3 [B(Ap — 2u)P/? — 0.730(8(Ap — 2u)} (2.37)
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2.3 Equations de Boltzmann

Nous considérons le modele Boson-Fermion en interaction dans le cadre des équations de Boltz-
mann, ou les fermions et les bosons sont considérés comme des particules classiques soumises &
des collisions. Cette approche est la méthode self-consistante la plus simple possible pour voir
comment intervient le couplage dans ’espace des phases. Dans notre approche des équations
de Boltzmann, une particule est décrite par une fonction de distribution f(7,p,%) oi 7 est la
position de la particule, p’ le moment de la particule et ¢ représente le temps. En Pabsence de
sources extérieures dépendantes du temps ou de 'espace, il n’a qu'une dépendance par rap-
port au moment de la particule. On note ainsi F}, la fonction de distribution pour un fermion
d’impulsion Ak avec la contrainte de la statistique de Fermi 0 < F < 1, et on note B, la
fonction de distribution d’un boson d’impulsion Aq, avec la contrainte de la statistique de Bose
0 < B,. Nous négligeons de prendre des fonctions de distribution pour les fermions avec un
indice de spin, puisque dans notre probleme, Fj = Fi; = Fi. Le nombre total de particule

dans le systéme est donné par

N=2>F + 2> B, (2.38)
k q

L’équation de Boltzmann pour la fonction de distribution, dans notre approche, est obtenue en
égalant la variation totale en temps & la variation en temps due aux collisions

df af dr = dp = af

Friialiry + = Vef + 9 Vpf = N . (2.39)
Dans un premier temps, nous établissons les termes de collisions pour les fonctions de distri-
bution Fi et By. Dans un deuxieme temps, nous établissons les équations de Boltzmann pour
les fonctions de distribution a ’équilibre en P’absence de champ extérieur, puis en présence
d’un champ électrique extérieur. Dans le premier cas nous retrouvons que les fonctions de
distribution F} et B, s’identifient aux distributions de Fermi-Dirac et de Bose-Finstein respec-
tivement. Dans le second cas, nous établissons le systéme d’équations linéaires qui permet
d’obtenir la conductivité électrique, nous recherchons les solutions dans 1'approximation du
temps de relaxation et nous discutons de la solution & ’aide d’un résultat numérique.

La variation des fonctions de distribution 7} et B, est obtenue en utilisant la régle d’or de
Fermi, qui donne la probabilité de transition par unité de temps, ainsi que les statistiques de
Fermi et de Bose [16]. Pour les fermions, F; peut diminuer lorsqu’un fermion de moment % se
combine avec un fermion de moment —k +q et de spin opposé pour donner un boson de moment
g. A cela, il faut rajouter les probabilités < ¢fe; >= F} pour les fermions et la probabilité
< bybf >=1+4 B, pour le boson. De méme, F} peut augmenter lorsqu’un boson de moment g
se désexcite en un fermion de moment k et un fermion de moment —k + ¢ et de spin opposé.
Dans ce cas, il faut inclure la probabilité pour le boson < bfb, >= B,, ainsi que les probabilités
pour les fermions < cxcf >= 1 — F}. Pour les bosons, B, peut diminuer lorsqu’un boson de
moment g se désexcite en un fermion de moment k et un fermion de moment —k 4 ¢ de spin
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%%

Figure 2.2: Les processus pour les termes de collisions. Les diagrammes (a) et (b) correspondent
aux bosons et les diagrammes (c) et (d) correspondent aux fermions

opposé. Dans ce cas, il faut inclure la probabilité B, pour le boson et 1 — Fj et 1 — Flyiq
pour les fermions. Enfin, B, peut augmenter lorsqu’un fermion de moment k se combine avec
un fermion de moment —k + g et de spin opposé pour donner un boson de moment q. La
probabilité du boson étant 1 + B, et la probabilité des fermions, étant Fi et F_gy,. Il reste a
utiliser la régle d’or de Fermi qui donne la variation de la probabitité par unité de temps comme
Stant 27 fois I’élément de matrice de la transition au carré, que multiplie §( Efinat — Einitial),
oll Efinat est | énergie finale et Einpiar est 1 ’énergie initiale. Les quatre processus sont résumés

sur la figure 2.2. On obtient ainsi

0F,
a—tk = + 2rg® Z [1—F][1— F_piq] Bq 8{Eg — e — €_kiq)
coll a
— 271'92 Z Fy F_k+q [1 + Bq] 5(Eq — € — E_k+q) (240)
gq
0B
—a-?g- = + 27g° Z Fy Fpyq [+ By] 6(Eq — €k — €—f4q)
coll k

— 2rg® > (1= Fi} [1 = Fopiq] By 6(By — €& — €—kig) (2.41)
%

En 'absence de champs extérieurs, les fonctions de distribution Fy et B, a I’équilibre ne

doivent pas dépendre du temps. Si on note Fy et Bg ces fonctions, les équations de Boltzmann
; = 0 et ath)mH = 0. On vérifie que les solutions F = np(e) et

BY = np(E,) vérifient les équations de Boltzmann. Pour cela, il suffit d’utiliser I’identité entre

se réduisent & 8. Fy)_,

les distributions de Fermi et de Bose

[L —nr(2)] [1 = nr(y)] ne(e) = nr(z) nr(y) 1 +ns(z +y)] (2.42)

Nous considérons maintenant le systéme en présence d’'un champ électrique extérieur E qui
interagit avec les fermions de charge e et les bosons de charge 2e. La variation d’nnpulsmn
pendant 'intervalle de temps Ai est hAk = eEAt pour les fermions et AA7 = 2e EAt pour les
bosons. Les équations de Boltzmann sont alors

BF).y = & EViE
(2.43)
0:By)y = ¥ E"ﬁqu
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Nous voulons obtenir la conductivité électrique, ¢’est-a-dire la réponse linéaire du sytéme par
rapport au champ électrique. Nous considérons uniquement les termes linéaires en E. Nous
développons les fonctions de distribution selon f = f° 4+ f' + .... Il s’ensuit que f! est
proportionnelle a E. Les équations de Boltzmann linéarisées s’écrivent alors

8. F}) E.ViF?

AT

coll

(2.44)

1l

|

8.B:) e E.VgB?

coll

Il est alors loisible de définir les vitesses 'D"F(fc') et U5(§) pour les fermions et les bosons selon
— 7’ = — 1 =
‘U'F(k) = —Vkék et 'U'B(q-') = quEq (24:5)

de méme que les dérivées des distributions, Lp(z) et Lg(z)

d d

Lp(z) = E;np(m) et Lp(z}) = Eng(a:) (2.46)

Avec ces notations, les équations de Boltzmann s’écrivent

OF) ) = ¢ Lr(er) Eir(k)

(2.47)
8.B) . = 2 Ly(E,) Eip(q)
La densité de courant est
7 = 2e ; dp(k) F} + 2¢ " 75(q) B} (2.48)
7
Nous évaluons les termes de collision en 0(E?). Nous obtenons
BFy = ; WE B! - F} Zq; wE — 2 Wra Frive (2.49)
By , =2 Zk; wE, F} — B} ; wE, (2.50)
ou ’on a introduit les éléments de transition W,f q €t W;fq définis par
Wi, = 279% [n8(E,) + nr(e-iig)] 6(Eq — & — €_iiq) (2.51)
W = g’ (1 — nr(e) — nr(e—riq)] 6(Eq — €& — € iy (2.52)

Nous avons donc établi les équations de Boltzmann linéarisées pour les fonctions de distribution.
Il faut maintenant tenter de trouver une solution a ces équations. Tout d’abord, on remarque
que dans les expressions des termes de collision, il apparait les termes diagonaux suivants

= Z Wfq (2.53)

‘TF(k Zqu et
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Ces quantités 7(k) et 75(g) sont les durédes de vie & une particule pour les fermions et les bosons.
Elles sont relides directement aux self-énergies par 1/7r(k) = Tr(k, &) et 1/78(q) = Tn(q, Ey)
lorsque ’on évalue les self-énergies an deuxiéme ordre comme ici. 51 on néglige les termes non
diagonaux, on obtient immediatement la solution des équations. Cette solution est identique a
celle donnée par la formule de Kubo, lorsque l'on évalue les corrélations courant-courant sans
corrections de vertex. Les termes non diagonaux dans les expressions des termes de collision
permettent précisément de définir des durées de vie liées au transport. Nous cherchons donc
des solutions de cette forme pour les fonctions de distribution, c’est-a-dire

F} = —e Lp(e) E.Ap(k)
(2.54)
B! = —2e Lp(E,) E.Ap(])

ott Ap et Ap ont le sens de libres parcours moyens, que l'on peut exprimer comme le pro-
duit d’une vitesse et d'une durée de vie, qui maintenant est reliée au transport. Dans cette

approximation pour la forme de la solution, la conductivité se met sous la forme

E A" k) Lp(ey) — 4€? Z NL(§) vi(§) Le(E,) (2.55)

Nous faisons I’hypothése habituelle et simplificatrice, mais sans la justifier, que Kp(l_c.) =
Ap(k) k/k et que Ag(§) = Ap(q) ¢/q. Dans ce cas on obtient des équations linéaires pour

les A
HFF HFB AF _ 1 0 LF 0 Up (2 56
Hpr Hpsp Ap - 0 2 0 Lgp vE 56)
Les éléments de la matrice H sont donnés par

HYp(E, k) = 8(k—k) Lr(ex)/ mo(k)

K
Loy

Hep(k, k') = Wg,kwk Lr(ew) COS(RE')

Hrs(k, k) = —2W2B, Lg(Bu) cos(k,k") (2.57)

-

Heps(k, &) = 28(k—k) Lg(E)/ 5(k)

ury

HBF(;;, k’) = -2 Wlf",k LF(Ekf) COS(.I_C‘, ')
et Hrr = Hop + H}p. Le cosinus entre les vecteurs k et k' est défini par

. k!
cos(k, k') = —— (2.58)

ool Bl |

La matrice H est alors une matrice symétrique dans V’espace des k. Nous considérons les
relations de dispersion pour des particules libres e = z — p et By = Ap + 752 — 2p avec
z = K%k?/2m. Dans ce cas, on peut facilement intégrer sur I'angle et obtenir des équations dans
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05 i T 1 T I T
0.4r resistivite fermions +

0.3F resistivite bosons o

Figure 2.3: Resistivité pour les fermions et les bosons en fonction de la température T'/T5.

'espace des z pour Ap(z) et Ag(z), mais la matrice H n’est plus une matrice symétrique. Pour
les fermions, on trouve qu’il existe un seuil de diffusion en énergie zp = Ap(l — v, )/(1 — 27v,)
au deld duquel les fermions ne sont plus affectés par les collisions: leurs temps de vie et leurs
libres parcours moyens sont infinis, ils donnent une contribution infinie & la conductivité. De
méme, pour les bosons, on trouve un seuil de diffusion zg = 2Ap/(1 — 27, ) avec les mémes
conséquences. Pour les autres énergies, inférieures aux seuils de diffusion, les équations restent
bien définies et posseédent une solution. En fait, ces deux seuils de diffusion ont une origine
commune qui est la conservation de 'énergie dans le facteur §(E; — ez — €_r4,). Notons que,
lorsque la masse des bosons est deux fois celle des fermions (v, = 1/2), ces seuils de diffusion
disparaissent, il y a des collisions & toute énergie. La conductivité, qui est une quantité scalaire
s’écrit alors

o = —2?82 /Om dz D(z) Ap(z) vp(z) Lp(z — 1)

— %82; j:o dz D(z) Ap(z) ve(z) Lp(Apg + v,z — 2p) (2.59)

avec vp(z) = (2z/m)1/2 et vp(z) = 75(2z/m)1f2. A basse température, les fonctions Ly(x)
et Lg(z) se comportent comme des fonctions delta (au signe prés) centrées en z = 0. Seuls
les fermions & la surface de Fermi et les bosons d’énergie inférieure a kpT entrent en jeu, et
les seuils de diffusion ne sont pas importants. Sur la figure 2.3, nous montrons un résultat
numérique pour la résistivité des fermions pr = 1/0F et celle des bosons pg = 1/op en fonction
de la température. Ce résultat a été obtenu en discrétisant l’espace des z en 600 points et en
inversant directement la matrice H. Nous avons pris une densité d’état D(z) = 8/m/2(1 — 2)
pour des paramétres Ap = 0.4, v, = 0.4 et ¢ =1 (p ~ g* dans ce probléme). Nous avons fixé
une densité totale n = 0.5 et calculé le potentiel chimique pour chaque température. La figure
montre que pr et pg s’annule pour T = T et que les résistivités dépendent trés fortement
de la température. La solution numérique brutale des équations de Boltzmann qui consiste a
discrétiser les énergies, puis & inverser une grosse matrice, s’avere peu précise. Comme dans le

cas du mélange fermion boson, il faut utiliser des développements adéquats. C’est une voie que
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nous n’avons pas poursuivie.

31
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2.4 Self-énergie des fermions

La self-énergie des fermions représente la réponse du systéme lorsque ’on injecte un fermion
de moment k et d’énergie w. On peut retrouver la formule de la self-énergie, donnée par le
développement de Feynman-Dyson pour la fonction de Green des fermions a 'ordre deux, au
moyen du développement en perturbation de Brillouin-Wigner a ’'ordre deux et des prescrip-
tions du chapitre 4 du livre de Kadanoff et Baym[16]. On considére un fermion de moment k,
Iénergie au second ordre est donnée par

kH Hilk
wwek+z< 1|”><En| alk > (2.60)

avec |k >= C,“!'T|0 > qui est ’état avec le fermion que 'on a injecté, |0 > est I’état du systéme
non perturbé et |n > est I’état intermédiaire avec ’énergie E,. La figure 2.4 montre les deux
processus qul interviennent dans la self-énergie de ’électron. Le premier processus possible est
un processus direct. L’électron que 'on a injecté est caractérisé par (k,T). Il s’associe avec un
fermion présent dans le systeme qui est caractérisé par (—k + ¢, ]) et np(e_g4q) pour donner
un boson caractérisé par g et [1 +ng(E,)] au moyen du hamiltonien H;. I’interaction préserve
le moment et le spin et donne un facteur g?/M, g étant la constante de couplage et M le
nombre de sites du réseau. Les facteurs thermiques prennent en compte la statistique. Cette

contribution du processus direct est

n 1+ np(E,
M q w — E + €. k+q

Le second processus est indirect. Le fermion que l'on a injecté empéche les bosons de se

désexciter en deux fermions en prenant un peu d’espace des phases. La modification de I’énergie

du boson est au second ordre

_2 1 — nF(e—‘k‘l'Q)] 'TLB(E ) (262)
M By — (w+ €-kiq)
Pour des fermions, 1l faut retirer cette contribution. On obtient alors
2 E
W= Ek+g_ZnF(e—k+q)+nB( Q) (263)

M% w—Ej+e iy

On obtient la correction en g qui correspond & la self-énergie des fermions. On se propose
maintenant de regarder l'espace des phases de cette self-énergie £.(k,w) pour des relations de
dispersion quadratiques des particules libres. Cela permet d’intégrer sur I’angle et d’obtenir des
conditions sur les énergies. On sépare la partie réelle et imaginaire S8 (k, w) = R(k, w)—%l"(k, w)
2
I'(k,w) = 27T2M—r Y nr(eokiq) + np(Eg)] 6(w — Eq + ex_y) (2.64)
q
Pk, w’)

w—w

R(k,w) = —PP f duw' ) (2.65)
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-k+q * q

kA

direct indirect

Figure 2.4: Processus direct et indirect pour le fermion

R est la transformée de Hilbert de T'. Pour des relations de dispersion paraboliques
€ = sz — K

E,=A, —2;L+Bq2
B/F =mp[mp =7,

"on peut évaluer la somme sur q. On obtient

wg? A sinh ;—,ﬁ(AB--Z,u—{v-'yB €2) _ cosh %E(AB —2utygea—w }

I(z,w) = 2,613\/5{ sinh $B{0 5 —26+7g€:) ncosh%ﬁ(AB—Zy-i—'yle——w

(2.66)

= 0 st z< 2z

avec
1_
7o = —2(w— Ap + p)
Ve
- '\/5 Vs %0 ?
1 =
1—75 1_73
€, = \/‘E 'YBZU ?
9 =
1= L=
z = Fk*
_ﬂﬁm}p
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A température nulle, I’expression devient

2 — A 2 — A 2
mmn_.Zﬁ%m@hﬂ—lii)—mm@,i—iiﬁﬂ (2.67)
z e e

= 0 51 2< 2 (2.68)

Pour 7, = 0, 'intégrale sur ’angle disparait et on obtient

I(z,w) = 2ng*?Anr(Eo—w)+np(E)]y/Eo—w+p (2.69)

= 0 81 z< 29 (2.70)

La condition z > zg pour avoir I' # 0 correspond & l'existence d’une solution pour ¢ dans
Péquation w + €_g4q — By, = 0. A température nulle, I’ est nulle pour w < A, — 2p ce qui
correspond a l’énergie minimum pour créer un boson & partir d’un électron & la surface de Fermi
par le processus direct f + f — b. A température non nulle, I'énergie minimum pour créer un
boson est diminuée, car ’électron a la surface de Fermi posséde ’énergie kg7, mais d’autre
part, il y a une contribution du processus indirect & — f + f car le nombre d’occupation des
bosons est alors non nul.

Dans la limite v, — 0, la dépendance en k disparait et I' devient une fonction de w
uniquement. Du fait que la somme sur 1’angle disparait, on peut aller plus loin que l'ordre 0

pour évaluer la self-énergie. 5i on note N(w) la densité des fermions définie par
1
Nw) = o= 3 Alk,w) (271)
2n <

alors, on obtient en gardant toujours 'ordre zéro pour la fonction de Green des bosons, avec
une seule énergie d’excitation Fy

I'(w) = 27g® [np(EBy — w) + np(Eo)} N(E; — w) (2.72)

On a alors une solutions self-consistante pour évaluer I' et N numériquement au moyen des
fonctions spectrales. Pour w = 0, ¢’est-a-dire & I’énergie de Fermi, on obtient

Nw=0) = 27g°[nr(Eo)+ ns(Eo)] N(Eo)
= 29’ smam N(Eo) (2.73)

~ 27g? %ﬂl N(E,) si Ey < kgT
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2.5 Self-énergie des bosons

Si l’on fait le méme raisonnement pour décomposer la self-énergie du propagateur pour le boson,
le processus direct correspond & b — f + f qui donne ’énergie au second ordre pour un boson
dans 1’état g

g Z [1 — np(e)] [L — nr{e—ria)] (2.74)

M W — € — €E_kiq

alors que le processus indirect correspond & la modification de I’énergie des fermions due ala
présence du boson dans le mode g, pour les processus f+ f ~ b dont 'énergie an second ordre

est donnée par

¢ <~ nrler) nr(e—ktq)
2.
Z €k + Eofptq — W ( 75)

Pour des bosons, il faut ajouter cette contribution, on obtient alors la self-énergie des bosons
2

9° 1 —np(er) — nr(e-kiq)
2 2.76
M Zk: W= € — E_kiq (2.76)

Comme pour la self-énergie des fermions, on peut effectuer I'intégrale sur 'angle en prenant
des relations de dispersion quadratiques. La partie imaginaire de la self-énergie est

2

1
I'(g,w) = 2%% > tanh Eﬁﬁk 8w — €k — €_ktq) (2.77)
k

On obtient

_ mg*A_ cosh 16(ez — p) '
MNz,w) = NZT In cosh LB (e — ) (2.78)

= 0 st z> 2o (2.79)

avec

z0 = 2w+ 4p

-]

€] =

l\/E \/z0—zr

o= | L4 Y22

2 2
z=Fgq®

A température nulle, ’expression devient

I'(z,w) = NG (lee—pl — le—pl] (2.80)

= 0 51 z>2zg (2.81)
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Pour le mode q = 0, on obtient

1
T(0,w) = 21g* A/u + w/2 tanh 56% (2.82)

La self-énergie ne dépend pas du rapport des masses .. La condition z > z5 — I' = 0 vient

de la conservation de ’énergie w — € — €_g1q = 0. Pour g = 0, I' est toujours nulle en w = 0.
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q
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P4 rd Vi i 7/ 4 4 4 i 4
k k-q k k+g

k k-q k k+q

(a) Vertex (b) Self energie

Figure 2.5: Vertex et self-énergie de P’électron & l'ordre deux pour une interaction électron-
phonon.

2.6 Comparaison avec le couplage électron-phonon

Du fait que les diagrammes d’ordre deux du modele Boson-Fermion ressemble fortement a
ceux du couplage électron-phonon, nous rappelons quelques résultats sur le couplage électron-

phonon. Le hamiltonien le plus simple qui décrit le couplage électron-phonon est de la forme

H=Yeachc + 3 B bTby + M3 gicfigocns (b + b1,) (2.83)
ko g .

kg0

Les vertex de I’interaction sont représentés sur la figure 2.5(a). Comme pour le modéle Boson-
Fermion, il y a deux lignes de fermions et une ligne de boson, mais ils different par le fait que
les phonons ne sont pas des particules chargées (leur potentiel chimique est nul). La self-énergie

des fermions au second ordre est représentée sur la figure 2.5(b). Son expression est

np(Ey) + nr(eety) | nB(Eq) + nr(~cky)

— 4q
S(k,o) = — 5 22 | ZE : 2.84
(k,7) ; M W — Eq + €rqq W4 By + ey (2:84)
La largeur, pour la self-énergie retardée est alors donnée par I'(k,w) = -2 Im I(k,iv =

—w — in). A température nulle, pour des phonons sans dispersion E; = Eo et un couplage
constant g; = g (modele d'Finstein) on obtient

MNw) = 27g° [np(w + Eo) D(w + Eo) + np(Ep ~w) D{w — Ep) | (2.85)

ot la densité d’états est définie par D{w) = M~ 34 6(w — &) et commence en w = —u. On
a pris ng(Ey) = 0 alors que les fonctions de Fermi se réduisent & np(z) = 8(—=z). La largeur
I'(w) est non nulle pour w € {—Eq — j; —Eg] et w > Eo comme le montre schématiquement la
figure 2.6. Tant que |w] < Eq, la fonction spectrale des fermions va étre bien définie. La partie
réelle de la self-énergie est, dans la limite ol l’on se restreint aux deux sigularités en w = +Ep

et pour une densité d’états constante, donnée par

w—Eo
w+E0

R(w) ~ ¢*D(0) Ln 1 (2.86)
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A

I'(o)

—

-Eo- -Eo 0 Eo W

Figure 2.6: Largeur I'(w) des électrons pour une interaction électron-phonon. Ej est la fréquence
des phonons pour un modele d'Einstein.

Dans le cas du couplage électron-phonon, Pénergie E; ne dépend pas de la température, alors
que dans le modele Boson-Fermion, on a £q = A, —2p qui varie en fonction de la température
et du remplissage du systéme via le potentiel chimique. D’autre part, dans le modele Boson-
Fermion, le facteur de Bose ng(E,) dans la self-énergie peut devenir trés grand quand E, — 0,
correspondant & la condensation de Bose. Dans ce cas, la self-énergie devient singuliére: la
théorie des perturbations n’est plus valable. Dans le cas des phonons, il n’a pas de condensation
de Bose des phonons, qui ne possédent pas de potentiel chimique.
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2.7 Conclusion

Dans ce premier chapiire, nous avons essayé d’analyser I’espace de phase du modele Boson-
Fermion. Nous avons d’abord considéré un mélange de fermions et de bosons sans interaction.
Nous avons montré que le sous-systéme des bosons exhibe une condensation de Bose-Einstein,
3 trois dimensions, si les bosons possédent un spectre guadratique et si la densité de partic-
ules dans le systéme est supérieure & une densité critique n., liée au niveau bosonique Ap.
Le développement & basse température nous a permis de montrer que dans le cas d’'une con-
densation de Bose-Einstein, le sous-systéme des bosons se comportait pratiquement comme un
systéme indépendant avec une densité effective de bosons np,, ™ n — ne alors que le nombre
de fermions était pratiquement constant, ng., > n.. Nous avons montré que la nature de la
transition n’est pas affectée ef nous avons obtenu les premiéres corrections. Dans un deuxieme
temps, nous avons pris en compte le couplage dans ’approximation des collisions qui permet
d’obtenir le temps de vie des fermions et des bosons dans notre systéme. Nous avons calculé
les self-énergies et obtenu les seuils de collisions. Toujours dans la méme approximation, nous
avons dérivé les équations de Boltzmann et proposé une solution dans une hypothese de relax-
ation diagonale. Nous avons montré que ces solutions possédaient des seuils de collisions que
nous avons donneés.

L’esprit de ce chapitre était de donner une vision intuitive du modéle Boson-Fermion. Nous
avons tenté de mettre I’accent sur le role trés important du potentiel chimique et sur loriginalité
du vertex Boson-Fermion pour ce modeéle. Les dérivations des self-énergies et des équations de
Boltzmann a I’aide de la régle d’or de Fermi ont été introduites dans un but purement iltustratif.
Au chapitre 4 nous proposerons une méthode numérique pour évaluer les self-énergies dans une

approche self-consistante.







Chapitre 3

La Phase Superfluide

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & 1'état superfluide du modele Boson-Fermion et
nous appliquons les méthodes standard pour la supraconductivité d'un systéme de fermions
et pour la superfluidité d’un systéme de bosons [3]. Dans un premier temps, nous considérons
'instabilité supra, c’est-a-dire que nous n'introduisons pas de parametres d’ordre, mais que
nous déterminons la transition comme la divergence d’une susceptibilité {23]. Nous analysons
la fonction de Green & une particule pour les fermions et les bosons, ainsi que la fonction de
Green & deux particules pour les paires de Cooper. Dans un deuxieme temps, nous introduisons
expliciternent les parametres d’ordre supra et superfluide pour les fermions et bosons, dans le
cadre de la théorie du champ moyen. Nous obtenons les équations self-consistantes de la théorie
ainsi que le spectre d’excitation & une particule. Nous calculons alors les excitations collectives
par rapport & I’état superfluide pour le systéme de Bose. Nous analysons ces résultats au moyen
du formalisme fonctionnel qui permet d’interpréter de facon claire les résultats obtenus pour
la phase superfluide et d’obtenir le spectre physique des excitations collectives. Finalement,
nous discutons des travaux de Friedberg et Lee qui ont appliqué le modéle Boson-Fermion pour

expliquer la nature localisée des supras & hautes températures critiques.

41
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3.2 Instabilité supra

Dans la théorie BCS-Bogoliubov, la supraconductivité est vue comme une instabilité du liquide
de Fermni par rapport & la formation de paires de Cooper a une certaine température 7¢. La
paire de Cooper de moment q correspond & l'opérateur 5y = 34 ¢_g|Chyqt. Pour une transition
de phase du second ordre, le parameétre d’ordre < 7, > est couplé a un champ extérieur conjugué
hq de sorte que le hamiltonien devient H — 3, (hin, +73k,). La susceptibilité x, caractérisant
la réponse & ce champ extérieur (non physique) est alors x, ~< 7,n; >. La formation des
paires de Cooper est alors caractérisée par la divergence de cette susceptibilité. C’est le critere
de Thouless qui établit que la transition supra est associée au pole q = 0 et w = 0 dans la
fonction de Green des paires. De méme, pour les bosons, la superfluidité est associée & un pole
de la fonction de Green des bosons & une particule, le paramétre d’ordre étant directement
lopérateur de Bose < b, >. En ce qui concerne la fonction de Green a une particule des
fermions, la théorie standard de la supra ne prévoit pas de modification pour 7' > T,.

Dans ce qui suit, nous analysons les self-énergies & une particule pour les fermions et les

bosons, puis nous considérons la fonction de Green & deux particules qui intervient dans le

critere de Thouless.

3.2.1 Self-énergie des fermions

Nous considérons la self-énergie des fermions au second ordre. En l'absence de bosons dans le
systéme, le facteur np dans le numérateur de la self-énergie disparait. Si, de plus, on remplace
la relation de dispersion par un seul niveau {(bosons parfaitement localisés) alors E, = Ej et

I’expression de la self-énergie se réduit a

Br(k,w) = D(w) = L 30— PFe)__ (31)

On introduit la largeur I'(k,w) = —2Im L(k,w) et la partie réelle de la self-énergie R(k,w).
On a alors
Plk,w) = ZW%Z Zq np{eg)6(w — Eg + €)
(3.2)
= 2wg*np(Ey — w)D(Ep ~ w)

ott D(w) est la densité d’états des fermions libres. D{w), dans cette définition, est non nulle
entre —u et eg — i, ol € est la largeur de la bande de fermions et p est le potentiel chimique.
Si T'(w) est nulle, alors la durée de vie est infinie. On voit que I'(w) est non nulle si D(E, — w)
et np(Eo — w) sont tous les deux non nuls. A température nulle, le facteur de Fermi impose
d’avoir w > Ey, et la densité d’états impose d’avoir w < Eq + ¢ ('autre limite w > Ey —ep +
est supposée toujours satisfaite). Donc, en premiére approximation, I'(w) est non nulle sur une
plage d’énergie w € [Eq, Eq + pz]. Cela correspond au processus direct ol le fermion d’énergie
w s’associe avec un fermion de la mer de Fermi dont l'énergie est comprise entre —p et 0 pour
donner un boson d’énergie Ey. La conservation de ’énergie de ce processus donne les limites ot
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Figure 3.1: Densité d’états et largeur I'(w) pour des particules libres.

I'(w) est non nulle, c’est-a-dire que le processus de désexcitation est permis. Pour des particules

libres, on a la relation de dispersion € = %3:72 — p et la densité d’états correspondante est
Qm3/%/2
D(w) = %Bi\/”"p e (3.3)

La figure 3.1 montre la densité d’états et la largeur I'(w) correspondant & cette approximation.
La partie réelle de la self-énergie R(k,w) est obtenue par transformée de Hilbert de la largeur

Iw):

Rik,w)=PP [ dw' Tk, ') (3.4)

—oo 2T w—w'

Comme ['(w) est discontinue en Eg et Ey+ p, la partie réelle R{(w) va présenter des discontinuités
logarithmiques en ces points. Dans ce qui suit, on illustre ce comportement en prenant une

largeur I'(w) qui est constante entre Ep et Eg 4+ g On pose

NMw) = 2wg? s BEg<w< Ey+p

(3.5)
= 0 sinon
On obtient alors la partie réelle par transformée de Hilbert
—FE
Rlw) = 2 Ln |2 — =0 _ _
(W)= oin |22 (36)

ot I'on a pris une densité d’états constante de largeur unité. La figure 3.2 montre les deux
fonctions. La fonction spectrale de ’électron est donnée par

[(w)
Alk,w) = .
( Jw) [w — € — R(w)]2 + %F(w)z (3 7)
Cette fonction spectrale permet d’évaluer les nombres d’occupation ng
teo di
e =< e >= f Sonr(w)A(k,w) (3.8)
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Eo . Eo+ w

Figure 3.2: Approximation de I'{w) et R{w).

ot np(w) est la fonction de Fermi. A température nulle, la fonction de Fermi dans I'intégrale
est nulle pour w > 0.

ng = / —A k,w) (3.9
Or pour w < 0, on a toujours I'(w) qui est nulle, car le niveau des bosons Ey est toujours positif.
La fonction spectrale est donc une fonction delta pour w < 0. Il faut alors évaluer
+oa
N = dw 5(&) — € — R(w)) np(w) (310)

—o

On utilise la formule usuelle

f; dub(z — Z If’ (3.11)

o les z; vérifient I’équation z; — f(z;) = 0. On obtient alors

E (wk )
dR

duw

(3.12)

N =

W

avec wy qui est la solution de Péquation wy — e, — R(wy) = 0. La figure 3.3 représente la solution
graphique de cette équation. On trace la fonction R{w) et la droite y = w —¢. Il y a en général
plusieurs solutions wy , mais comme ny est proportionnel & np(wy), seule la solution wy, < 0 est
prise en compte. On peut remarquer que la fonction spectrale, dans notre exemple, s’écrit

Alk,w) = Zg 27 §(w — wy) (3.13)
avec .
Zy = I":"E_R— (3.14)
dw Wy

Z;, est le résidu, ou le poids spectral du pdle. La fonction de Green retardée s’écrit alors

i,

(3.15)
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Figure 3.3: Solution graphique de P’équation w — ¢ = R(w)

De méme, le nombre d’occupation s’écrit ny = Zgnp(wr) avec la condition wip < 0. On voit
sur la solution graphique qu’il existe toujours une solution pour € < €, c’est-a-dire pour

wy < wp = 0. Le moment p est donc simplement donné par ¢, = ~R(0). On a alors
si ep <¢g alors wp <0 et nplwp)=1 — npg#0
(3.16)
si ex>¢€ alors wp>0 et np(w)=0 — np=0
Pour notre exemple, on obtient expliciternent
E,
€p = gan --'QE-::'&|
dR| _ 21 _ _1 .
wly — T8 (En ED—,u) (3.17)
n, = L

ot (- )
Le nombre d’occupation ny est discontinu pour ¢ = €,, comme dans un liquide de Fermi et ¢,
correspond & la renormalisation du potentiel chimique par l'interaction g — g — R(0). Dans la

limite Eq — 0, on voit sur notre exemple que €, — oo et n, — 0. Il n’y a plus de discontinuité

dans les nombres d’occupation. Pour des solutions wy =~ 0 on obtient
W~ —pe 9 (3.18)

Dans cette discussion, nous avons considéré uniquement la solution pour la partie réelle
donnée par la construction graphique. Nous verrons dans le chapitre sur la phase normale, une
solution numérique de ce modéle pour des pdles complexes.

Si I’on revient & ’expression compléte de la self-énergie, on voit que la limite Ey — 0 rend
singulier le terme ng(Fy). La partie singuliere de la self-énergie est

2
g nB(Eo)
Yk w)==— .

( ) ) M w By + € 'L"r} (3 19)
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dans la limite £y — 0, on doit remplacer la distribution de Bose pour le mode ¢ = 0 par le
nombre de bosons condensés Mng, ol ng est la densité du condensat, soit nz(q) = ng(q) +

bq.0{Mng —np(q). L'expression devient

nogz
= — 3.20
Sk, w) pprI— (3.20)
et la fonction de Green du fermion se réduit &
Gk, w) = ——2rt- (3.21)

w? — ez — npg?

C’est la fonction de Green du modele BCS avec les deux poles en w = dy;, avec v, = 1/ef + nog?,
le gap BCS étant v/nog?. Ce résultat est consistant avec la forme de ny, qui n’est plus discontinu,
comme dans le modéle de BCS oi 'on a ny = 3(1 — )

Le systeme de fermion posséde une gamme d’énergie ol la durée de vie est finie. Cette plage
d’énergie commence en w = Ej et finit en w = Ey + p et correspond au processus direct. Le
systéme est stable dans le sens o tous les poles d’énergies < 0 {1'énergie de Fermi) sont réels.
Quand le bas de la bande de bosons s’annule, Ey — 0, alors le systéme devient instable par

rapport & un état supra avec la formation d’un gap supra en w = 0.

3.2.2 Self-énergie des bosons

Comme pour le cas des fermions, nous considérons la self-énergie des bosons au second ordre.

Pour le mode ¢ = 0, on obtient
g’ 1
Nw) = 27— "tanh ~fuw 6(w — 2¢) (3.22)
M < 4

et
tanh B¢,

3.23
w—?.ek ( )

Rw) = & PPZ
On voit que I est nulle pour w = 0, ce qui correspond & une durée de vie infinie, et 1’équation

pour le pdle est
tanh 2 28€x

2
P (3.24)

_ g TR P v

Cette équation correspond a l'instabilité par rapport a la formation d’un condensat dans le
mode q = 0. Elle détermine donc la température critique T, en fonction du potentiel chimique
t. En premiere approximation, on obtient Ep =~ 8g>D{0)/4 ol D(0) est la densité d’états des
fermions pour I’énergie w = 0 (par rapport au potentiel chimique avec cette définition).

Pour les modes q # 0, le dénominateur de la fonction de Green, & T.,, se met sous la forme
w(l + a) — abg® avec
tanh 2 2 = Bex

4 e}

o= Ly

(3.25)



3.2. INSTABILITE SUPRA 47

Figure 3.4: Diagrammes pour le propagateur & deux particules

et b = h%/2m. Le spectre des bosons est alors quadratique et le systéme est capable d’exhiber
une condensation de Bose & T, selon 'argument d’espace de phase (dans le cas d’un systeme
3 trois dimensions) dans 'approximation ou la partie imaginaire I' peut étre négligée. Remar-

quons, d’autre part, que le coeflicient a est mal défini.

3.2.3 Fonction de Green i deux particules : critéere de Thouless

Pour un systéme de fermions en interaction, l'instabilité supra est une conséquence de l'ap-
pariemment des électrons en paires de Cooper. Cette instabilité peut etre déterminée au moyen

du propagateur & deux électrons F(k, k', g, ) défini dans le formalisme en température par
F(k, k', q,0) =< Tle_ki(0)chsar (o) ek grTery] > (3.26)
Le propagateur non perturbé est alors donné par

v 1 1—np(e) ~ nrle—s+tq)
0 —— q
F (kl q: #‘) - ,B zﬂ + €x + E_k+q (327)

Pour évaluer le propagateur, on proceéde de fagon analogue au cas ou il y a une interaction a

deux corps entre les électrons qui donne des diagrammes en échelle [36]. Dans notre cas, du
fait de I'interaction d’échange, les électrons doivent se mettre en paires pour interagir via la
formation d'un boson possédant le moment du centre de masse de la paire. On est donc conduit
3 sommer une série de diagrammes constitués de diagrammes F° reliés entre eux par des lignes
de hosons de moment ¢ comme le montre la figure 3.4 . On obtient alors

9°B%(q,w)
1 - g?F°(q,w)B%q,w)

F(k: k') q;w) = Ek,k"FO(k)q:w) + Fo(k:Q:w) Fo(k’3 q:w) (328)

avec Fo(q,w) = ¥ F%(k,q,w). On peut aussi mettre ce résultat sous la forme

F(k, K, q,w) = 5 FO(k, g, w) + > F(k, q,w)B%q,w) > F(p, k', q,w) (3.29)
P

Cette forme permet de déduire la matrice 7' ou le potentiel V qui sont définis par les formes

opérationnelles des fonctions de Green
F=F°+ F°TF® (3.30)
F=F+FVF (3.31)
En faisant la correspondance F(k,k',q,w) =< k|F|k' >, pour ¢ et w donnés, on obtient ainsi
pour la matrice T’ et le potentiel V:
B(q,w)
1~ g*F°(q,w)B%(q,w)

T(q,w) = g° (3.32)
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Figure 3.5: Relation entre la fonction de Green de paires ¢t la fonction de Green des bosons

et

V(g,w) = g°B%(q,w) (3.33)

On obtient ainsi que le potentiel V(g,w) est relié an propagateur nu des bosons, alors que la ma-
trice T'(g, w) est reliée au propagateur habillé des bosons pour les mémes types de diagrammes.
Pour une énergie nulle (paires & la surface de Fermi), I'interaction est

g2

" Eo + £35(g,0)

t, = (3.34)
On obtient une attraction entre les paires qui est maximum pour q = 0 et qui diverge lorsque

le pdle est vérifié. La longueur de corrélation ¢ est alors donnée par

1 0Zp

=
ECI -+ EB(O)O) aqz

(3.35)

Cette longueur de corrélation diverge & T,. Le critére de Thouless pour avoir une instabilité
supra correspond & avoir un pdle pour la fonction de Green des paires en w = 0 et g = 0. Dans
notre cas ce pole intervient dans la fonction de Green des bosons.

Dans le cas général, la fonction de Green a deux particules et la fonction de Green des
bosons possédent les mémes pdles. Ces deux fonctions de Green different par des vertex I
(Vinteraction g renormalisée qui dépend des énergies et des moments). La figure 3.5 montre la
relation diagrammatique. Cette relation implique que la supraconductivité des fermions et que
la superfluidité des bosons correspondent & la méme instabilité dans notre modele.

Dans article de Thouless [36], I'instabilité supra correspond a une divergence du potentiel
thermodynamique. Dans la théorie standard de la supra, on considére généralement une inter-
action électron-électron décrite par un potentiel entre paires. Le potentiel thermodynamique
peut alors s’exprimer a l'aide de la fonction de Green a deux particules, via la méthode de la
constante du couplage [36, 24]. Dans notre cas, c’est la fonction de Green des bosons qui entre
en jeu. Au niveau RPA que Pon a considéré jusqu’ici, on peut aussi évaluer le potentiel Grand
Canonique en utilisant la méthode de la constante du couplage décrite en appendice. Dans ce

cas, on a

EB(Q’:“‘J)
w —Fy — EB(q,w)

dw
<M, >= —4Im Y [ — np(w) (3.36)
7 f 27
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et
1 dA
J— Jp = / o< > (3.37)
0
Du fait qu’au niveau RPA, on a Lp ~ A? on obtient -
dw w— Ey — Zp(q,w)
- Jo =21 — L .
J ° m?/?ﬂ n( w — Fg + 1 (3.38)

L’argument de Thouless est alors de dire que le terme le plus divergent de cette expression est
le logarithme pour w = 0 et q = 0: Ln(l + Xp/Eq) qui est convergent tant que Eo + 2p > 0.




50 CHAPITRE 3. LA PHASE SUPERFLUIDE

3.3 La théorie du champ-moyen

Nous appliquons la théorie du champ-moyen au modeéle Boson-Fermion pour un état superfluide.
Lorsque le bas de la bande des bosons s’annule, c’est-a-dire Eg + Lp{0,0) = 0, le nombre de
bosons dans le mode q = 0 devient infini. Cela signale 'apparition d’'un condensat avec
< bg=o ># 0. De méme pour les fermions, la divergence de la fonction de Green & deux
particules pour les paires de Cooper en w = 0 et q = 0 signale la formation de paires de Cooper
avec des corrélations < c_g ¢k >3 0. La théorie du champ-moyen permet de prendre en compte
ces corrélations anormales et de retirer les divergences de fagon cohérente en redéfinissant un
état du vide ol les parameétres d’ordre sont non nuls. Dans notre approche, nous introduisons
deux parameétres d’ordre a priori. Un parametre d’ordre < by > pour les bosons condensés dans
le mode q = 0 et un parameétre d’ordre < c_g)cxt > pour les paires de Cooper. Dans un premier
temps, nous dérivons le hamiltonien champ-moyen Hepr obtenu a partir du hamiltonien original
en négligeant les fluctuations quadratiques et d’ordre supérieur par rapport aux paramétres
d’ordres qui représentent les valeurs moyennes par rapport & notre état superfluide. Dans
un deuxiéme temps, nous diagonalisons le hamiltonien ainsi obtenu qui est essentiellement un
modele BCS réduit pour les fermions et un oscillateur harmonique déplacé pour les bosons. Nous
obtenons alors les équations self-consistantes pour la théorie. Enfin, nous donnons quelques
résultats numériques obtenus en résolvant les équations self-consistantes pour différentes valeurs
des parameétres du modele. |

Dans ’approximation du champ-moyen, les termes d’interaction dans le hamiltonien de-

viennent

b;" Coktq| Ckt = 5q,0 [( bg_ > C_gjCkt + bg- < CoglCrt > — < b{'{ > < €_k)Ckt >]
(3.39)
Cli-+qT ctkl bq ~ 6‘].0 [< ngcikl > bD + C;:-Tci-kl < b{} > - < C;:?Ci-kl > < bO >]

ou 'on a retiré les doubles valeurs moyennes afin de ne pas compter deux fois I’énergie moyenne
du terme d’interaction que 'on a découplé. On définit les deux parameétres d’ordre s et z par
1

5 =

I < bo > (340)

1
< Cak|Cht > et z = —
5 <conan _

On obtient alors le hamiltonien champ-moyen Heps

Hom = Zﬁk CloChe + g Z [z C:Tctkj, + 2" c_gjcrr ]
ko k

+ Y E bTby + g[sbi + s"h] — g{sz +2"s] (3.41)
q

Pour les fermions, on obtient un hamiltonien quadratique qui est diagonalisable par une trans-
formation unitaire sur les opérateurs de fermions, une transformation de Boboliubov. A ce
niveau, pour simplifier les notations, nous choisissons des parameétres d’ordre s et z réels. Nous
reviendrons plus tard sur I'intérét et la signification de considérer des parametres d’ordres com-
plexes. Dans ce cas, la transformation se réduit & une simple matrice de rotation (avec la
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convention de signe BCS) donnée par

cosf, sinfy Ctiet Cht
( —sinf, cos by ) ( afkl ) ( el (3.42)

Les nouveaux opérateurs a, sont des opérateurs de fermions qui vérifient les relations d’anti-

commutation {e, a;c*",,,} = 8 k1600. L'angle de mélange 8 est donné par

gz

tan 28, = —=— (3.43)
€k
et nous choisissons la convention telle que
€ ) T
cos 28, = ket sin26, = _4z (3.44)
BL Yk
avec Y = /€2 + g?z?. Le hamiltonien pour la partie fermionique
Hje,n Z €k C,wC;w + g Z [CHC k] + c—klckT] (3.45)
ko
s’écrit
Hfer = Z Yk Qf ke + Z [ e — 7 ] (3.46)
ke k

Il est alors loisible de poser z = /fp ol ng est la densité de bosons condensés, uy = cos by et
v = sin 8y avec

1 k 1 €k gv/Mo
2 1 - i 1 - — t = — 3.47
uk 2 ( * ’Yk) Uk 2 Tr = 2 Ve (3.47)

L’état fondamental | 0 > de ce hamiltonien est défini comme le vide des excitations qui verifie
age | 0 >= 0. Cet état peut étre construit de fagon explicite [17]

10 >= [] a-x ox |vide> (3.48)
k

qui est ’état variationnel, & la norme pres, de BCS

| BCS > = H (uk + v c;"Tc"_"H) | vide > (3.49)

k
Du fait que les opérateurs oy, sont des opérateurs de fermions, on obtient toutes les propriétés
du systéme comme celles d'un systéme de fermions libres avec les énergies d’excitation ~,

notamnent que < @ apy >= Skpbos nr(7k). On en déduit alors les valeurs moyennes

habituelles de la théorie BCS

1 Ek 1
<eew>=>|1—- = tanh = .
cx ek 5 ( - an 2[3% ) (3.50)
< C_g|Crt > = _dvho ® tanh ,B’yk (3.51)

2'yk




52 CHAPITRE 3. LA PHASE SUPERFLUIDE

avec 1k = /€2 + g*ng. Le systéme de fermions est donc décrit par le modéle BCS réduit avec
un gap A, = Vg*np ott ¢ est la constante de couplage du modele et ng la densité de bosons

Id
condensés.
Pour les bosons, le hamiltonien que l'on considére est

Hyw = S E by + gs[bF + bol (3.52)
q

Seul le mode q = 0 est affecté et correspond a un oscillateur harmonique déplacé. On considere
donc la transformation

. bo = g — Ig
{ by = a4 pour q#0 , (3.53)
avec zg = ¢gs/Ey. Les opérateurs a, sont des opérateurs de bosons qui vérifient les relations de

commutation [ag,a}] = 8,4 Le hamiltonien s’écrit alors

Hy,, = Z E, a.;'aq — Eyz? (3.54)
q

On obtient un nouveau systéme de bosons dont le spectre d’excitation n’est pas modifié. L’état
fondamental | 0 > du systéme est alors défini comme le vide des excitations de bosons qui
vérifie a,| 0 >= 0. Cela correspond & ’état cohérent pour le mode q = 0 dont la forme explicite

est donnée par

10> = e 5% =% | yide > (3.55)

On obtient alors les valeurs moyennes

< bp > = —gs/E,
<alre,> = np(E,) (3.56)
Le hamiltonien total champ-moyen du systéme se met alors sous la forme
HCM = Z Vi azaa;w + Z Eq a:aq -+ 5 (357)
ke q
ot £ est Pénergie de ’état fondamental du systéme donnée par
g% 52
£=23lea—m] - 5. 2 gs\/nq (3.58)
k 0
Les deux équations self-consistantes pour les parameétres d’ordre sont
tanh 287
8§ = —g\/no — Z 5 (3.59)
k Yk

et

N —Eio s (3.60)
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On note que les deux parameétres d’ordre sont proportionnels et Pon combine les deux équations

en une seule: 1’équation du gap, par analogie au modele BCS
Ey = Agp — 2p = — — (3.61)

L’énergie de I’état fondamental se met alors sous la forme

g = ﬂgEg + Z [Ek e "Yk] (362)
k

On vérifie que la minimisation de £ par rapport & ng redonne I’équation du gap a température
nulle. En fait, on voit que 'on aurait pu se contenter de n’introduire qu’un seul parametre
variationnel ng, puis de minimiser 'énergie. C’est ’approche de Hugenholtz et Pines [12]
pour un systéme de bosons en interaction et, plus généralement, cela correspond au formalisme
fonctionnel ou l'on développe 'action autour d'une configuration de champs classiques. Dans ce
dernier cas, I'’équation du gap correspond & la condition de stationnarité pour I’action (25, 23].
La densité totale de particules dans le systeme est définie par

1 1
n o= o ‘k\_‘;’ < e e > + M; < blb, > (3.63)
On obtient alors
1 1 €k 1 1
n = ng -+ H; 5 (1 -— ;; tanh 56'}%) + H? ﬂB(Eq) (364)

En résumé, les équations pour la théorie du champ-moyen sont les équations (3.61) et (3.64).
Elles permettent de déterminer le potentiel chimique g et la densité de bosons condensés nyg.
A température nulle, ces équations se réduisent a

1 1 [
- —S {1 - = ,
n = ne + Ek:z( Tk) (3.65)
et
Bo=tp - =23 - (3.66)
e L '

La température critique T, est obtenue lorsque le parametre d’ordre np s’annule. Les équations
qui permettent d’obtenir T, et le potentiel chimique sont

1 1
n = H; TLF(EA,) + —]‘qu: 'J'LB(EQ) (367)
et ) h1g
g tanh =S¢
= Ap - 2u =25 2% ,
Eo B 14 M2 2, (3.68)

On remarque que P’équation pour T, est la méme que celle donnée par le critére de Thouless
ou par le pdle de la fonction de Green de Bose. Néanmoins, au niveau du champ-moyen, le
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Figure 3.6: Solutions numériques des équations champ-moyen. La figure (a) montre T, en
fonction du remplissage n, et la figure (b) montre le rapport 2A, . /7T, pour deux couplages,

g2 =0.01 (-) et g = 0.05 (- -).

spectre des bosons n’est pas affecté et T, est déterminée en utilisant les relations de dispersion
non renormalisées.

Nous considérons maintenant la solution numeérique de ces équations pour différentes valeurs
des parametres Apg, g et v du modéle. Nous utilisons une densité d’états parabolique de largeur
de bande unité et de surface unité

D(e) = %\.’E(l — €) (3.69)

La densité critique n,, pour cette densité d’états est donnée par

e = % [ g - I% sinfw} avec 0 = arcsiny/Ap/2 (3.70)
ce qui correspond & n., = 0.142 pour Ap = 0.4.

La figure Fig. 3.6 montre la température critique T, et le rapport 2A . /T, en fonction
du remplissage. Nous avons considéré deux couplages, g° = 0.01 et g% = 0.05 et pris Ap = 0.4
pour le niveau bosonique et une masse infinie pour les bosons v, = 0. Lorsque le couplage
tend vers zéro, on retrouve qu’il y a un remplissage critique pour avoir une phase superfluide.
Ce remplissage critique tend vers zéro quand on augmente le couplage. Pour de trés faibles
densités de bosons, on retrouve la limite BC'S avec le rapport 3.5 caractéristique,
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3.4 Excitations collectives dans I’état supra

La théorie du champ-moyen a permis de déterminer ’état fondamental du systeme dans la
phase superfluide, c’est-4-dire en présence d'un parametre d’ordre ng non nul qui représente la
densité de bosons condensés. Elle a aussi fourni un spectre d’excitation a une particule pour
les fermions qui est le spectre de BCS avec un gap en énergie Aggs. Le spectre initial des
bosons E, quant & lui n’a pas été modifié. Cela vient du fait que le spectre des bosons n’est
pas un spectre & une particule comme celui des fermions, mais qu’il décrit les fluctuations du
paramétre d’ordre. Cela est cohérent avec le fait que la transition superfluide, dans la phase
normale, est déterminée par le pdle Eg + £p(0,0) = 0 de la fonction de Green a une particule
des bosons. Dans la théorie du champ-moyen, nous avons introduit des fluctuations a, et Aq

autour des parametres d’ordre < by > et < ng > selon

bq = 6‘2.0 < bg > + dg

3.71
Mg = g0 <m0 > + Ag ( )

avec 7, = M~Y? ¥ c_iriq1Ce1, ce qui permet d’écrire le hamiltonien du systéme sous la forme

H = Hom + g3 [af da + M ag (3.72)
q

ot Heyr est le hamiltonien champ-moyen que nous avons diagonalisé, alors que le second terme
correspond aux fluctuations que nous avons négligées. Si on évalue ce dernier terme sur I'état
superfluide, on trouve effectivement qu’il est nul, et plus précisément que chaque fluctuation
< ag >, < Ay > est nulle. Du fait qu’il n’y a qu'un seul parametre d’ordre pour le systéme,
on se contente d’étudier les fluctuations a,. Nous voulons calculer la fonction de Green des
fluctuations pour 1’état superfluide. Pour ce faire, on utilise la technique RPA. Nous com-
mencons par réécrire le hamiltonien H en fonction des opérateurs ag. et a, qui décrivent l'état
superfluide, puis nous écrivons les équations couplées pour les fonctions de Green des bosons
et nous évaluons les self-énergies dans l'approximation RPA. Le hamiltonien champ-moyen est

maintenant le hamiltonien non perturbé que 'on note Hy

Hg = Z Tk az'aak, + z Eq G.;-U,q + E (373)

ko q
Il permet de définir les fonctions de Green pour la théorie libre. Pour les fermions, on définit

1

1

k =<T + °(k,i?) = - ———— .

Gk, 7) = <T[eax(r) afy 1> avec G(k,i7) 5T T (3.74)
et 11

" k _ T + _ - k . - - - .
Ghr) = < Tlaty(am]>  wwec Gulhid) = zo—— (79

De méme, pour les bosons, le hamiltonien H, permet de définir les deux fonctions de Green

1 1

Bi(q,7) = < T[a4(1) a,;' 1> avec Bl(q,B) = = —— (3.76)

A ifi + E,
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pocoh

Figure 3.7: Equations diagrammatiques c!ouplées pour 'approximation RPA

|
?

et
B4(Q:T) =< T[ a’iq(T) a"“l] > avec Bg(q,ﬂ) = a = o (377)

Le terme d’interaction que l'on note H; s’écrit

H = 2

vM

+ o+
= Uk4q Vk Oy Ot Ckyql
+ oot o f

+ Uktq Uk G

3 Okl Qkiql

+ ot
a

= Vktq Uk @ a—k—ql Qg

— Uktq Uk Gq a;:’+qT &)
+ Uktq Uk Gq a;;_ﬂ ai—kl
= Vk+q Vk Gq Q—k—q| Okt
~ Vkig Uk @g OFy 0 gg) (3.78)

Le hamiltonien H; contient maintenant 8 vertex. On définit la fonction de Green anormale Bj
pour les bosons par

Bi(q,7) = <Tlag(r)a_g]> avec Bi(q,g) = 0 (3.79)

la figure 3.7 montre alors les équations diagrammatiques couplées de Vapproximation RPA. Les
équations algébriques correspondantes pour les fonctions de Green B, et Bj s’écrivent

{Bl(q,ﬁ) = BYg,B) — B B{(¢,k) Znulg, k) Bi(g,) — B Bi(g, 1) Taolq, ) Bs(q, 1)
B3(q:ﬁ) = - ﬂ Bg(%ﬁ) 211(‘1:1&) Bﬂ(?:ﬁ) - ﬁ Bg(?:ﬁ) 202((1)/7') Bl(‘gr p‘) )
3.80

Il existe des équations similaires pour les deux autres fonctions de Green des bosons, mais il
n’est pas indispensable d’en tenir compte. Nous avons adopté la notation standard pour les self-
énergies des bosons: X; ; est la self-énergie avec 1 lignes de bosons entrantes et 7 lignes de bosons
sortantes. Ces équations sont valables pour tout systéme de bosons et sont exactes [25, 19, 3].
Par symétrie, on a 11(g, &) = L13(—g, —f) alors que Los(q, i)} et ¥ao(q, ) sont égales lorsque
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la phase du parametre d’ordre est prise nulle. La solution du systeme d’équation est alors

donnée par

L1 if + B, — Bu(-g,—R)
B0R) = 5 T By 4 Sala, A~ B~ Sul-0, -] 4 Toae ) S0 )
et
By(g,7) = - Zor(9, ) (3.82)

B [+ Eq + Zu(g, B8 — By — En(—g¢, —8)) + Zoa2(q, ) D2o(g, )

Rappelons que les fonctions de Green retardées s’obtiennent a partir des fonctions de Green en
Matsubara selon G(g,w) = —BG(g,1f = —w — in) alors que pour les self-énergies, la recette est
%(g,w) = X(g,1f = ~w —in). On évalue ensuite les quatre self-énergies a I’aide du développe-
ment de Feynman Dyson & 1’ordre deux. Chaque self-énergie comporte quatre termes du fait de

la forme de H,. Aprés avoir éffectué la somme sur les fréquences de Matsubara des fermions,

on obtient
v? 12 np{—ve)—nr{—Ya+q)
k “k+g 1‘F"'l"Tk.-bq —Yk

2 2  np(—ve)}-nr(vetq)
-|"U v T
] k Yk+g i S—,

3 | (3.83)

2.2 nplwl-ne(-Teied
TUE Ukig

Ell(‘;: ?,p:) =

=/

Vit g T Tk

2.9  ne{v)-nr{vriq)
'{"'U.. U —
L kE Tkt dp—yugqt

e~y )—nr(=Trtq)
BTt g Tk

_np(~ve}-nr(veaq)
1h~Yhd g — Tk
z Uk Vi Uk+q Vkt+q (384)
k _ np(v)=np(—Tetq)
LITS S T 7

Yo2(g,ifi) =

=%

4 nE _(‘ne)—ﬂp('m-;- )
\ "p'_‘fk-{-q"")'k

A température nulle, ces expressions se simplifient considérablement. La forme retardée

obtenue en posant i1fi = —w — 17 est alors
2 2,2 2,2
g Uk Vktq Uk Uktq )
Yulqw) = — (— — 4+ , 3.85
i ) Mzk: WYkt Yetg T W — Ve — TVhtq T 27 ( )
2
g Uk Vg Uktq Vitq Uk Vg Uk+q Vktg
Doo(q,w) = = (+ — = - ) 3.86
029, w) Mzk: Wt Ve + Ye4g T W — Ve = Vhtq T 17 ( )

La partie réelle de T, est paire, et sa partie imaginaire est impaire.
Pour q = 0, la partie imaginaire de ;; et de o, fait intervenir é(w £ ). Comme 7; est
toujours supérieure & I’énergie du gap 1/g%no, on en déduit que les self-énergies sont réelles pour
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lw| < 24/mog?. Pour q = 0 et w = 0, on obtient

2 4 4 2 2 2
g U + Vg g 2up v
E = —_—— _— et E =
H M Zk 2k 2T M Zk 271

(3.87)

Pour q = 0 et w = 0, le dénominateur des fonctions de Green vaut (E; + £y,)? — X2,. Or
la condition de superfluidité, c’est-a-dire I’équation du gap donnée par la théorie du champ-
moyen s’écrit By = Yo, — 211. Il y a2 donc un pole réel en ¢ = 0 et w = 0. L'égalité reliant le
potentiel chimique des bosons aux self-énergies, est un résultat général pour un liquide de Bose
superfluide. Pour une interaction & deux corps, c'est le théoreme de Hugenholtz et Pines [12]
qui établit ug = E;; — Xyz. Le spectre pour ¢ — 0 peut alors étre obtenu en effectuant le
développement en ¢ = 0 et w = 0 pour le dénominateur de la fonction de Green [3]

0L 1 ,8°% 0%
In(g,w) =S + w—"—""atjl + é_wz szl +z 6: (3.88)
ox 1 ,0°% 0%
D11(—g,—w) =B — wﬁji + ng Bw':l i 3.:1 (3.89)
2, 1 ,0%%2 A
Toa(g,w) = T3, +w—aaf +3wi g tEg (3.90)
avec z = q°.Le dénominateur s’écrit alors
0%\ 0°%,;  10°%2
0E, ¥, 0r%,
+z [—2 s Yoz — 2y Ep + 3z
9T,
T l Jw

Si l'on évalue le terme en w, on trouve qu’il est nul, car Xg; est une fonction paire de w. Le
dénominateur s’écrit comme w? — c?¢®. Les excitations sont donc de la forme w = ¢q pour
g — 0. On retrouve un spectre linéaire pour un liquide de Bose superfluide.

A T¢, le parametre d’ordre ng s’annule. Les self-énergies Do, et Ty sont nulles. La vitesse
superfluide qui est reliée directement a Yo, est nulle aussi. La fonction de Green des bosons

devient
evien ] 1

B(q,R) = 57T E o) (3.92)

La fonction de Green posseéde un péle w = 0 pour q = 0, ’équation pour ce pdle correspond &

Péquation qui détermine la température critique, Eq + £4,(0,0) = 0.
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3.5 Action effective

Dans les sections précédentes, nous avons considéré I’état superfluide du modele Boson-Fermion
dans I’approximation du champ moyen et les excitations collectives dans I’approximation RPA.
Dans cette section, nous considérons le formalisme des intégrales fonctionnelles qui permet de
donner une plus grande signification physique aux résultats précédents. Dans ce formalisme,
les variables de fermions représentent les variables rapides qui peuvent étre intégrées, alors que
les variables des bosons (renormalisées par les interactions) représentent les variables lentes qui
décrivent la physique des basses énergies et des grandes longueurs d’ondes. L’utilisation d’une
action effective permet de donner une signification précise de ’état superfluide, du parametre
d’ordre 1ié & la brisure de symétrie, des excitations collectives liées au mode de Goldstone ou
du mode de Higgs en présence d'un champ magnétique.

Action effective

Nous comrmengons par introduire les opérateurs de champ @G(T) pour les fermions et <i>(r) pour

les bosons.

P, (r) = ij (3.93)

5l-

et

b(r) = o= 3 & (3.94)

g

=

qui vérifient les relations d’anticommutation

{‘i’,(f‘),\i’;(?"')} = 66,:7’ 51',1-‘ (395)
et les relations de commutation
[&(r), 87 (")) = b (3.96)
Le hamiltonien s’écrit en fonction de ces opérateurs de champs
_ f &Pr &' G () Hp(r — ') §,(r / &Pr &+ (r) By (r)
+g / Br [ &t (r) §,(r)1(r) + he) (3.97)

Pour pouvoir écrire la fonction de partition Z du systéme, on introduit les états cohérents de
fermions | F' > et de bosons | B > tels que

V(M F>= @) F> e <F|¥Hr) =<F|¥,(r) (3.98)

et
(r)) B>= 3(r)| B> et <B|d*(r)=<B|3(r) (3.99)

Les variables ¥, ¥ sont des variables de Grassmann qui anticommutent, et les variables &, &*
sont des nombres complexes qui commutent.
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La fonction de partition Z = Tr{ezp(—BH)} s’écrit alors comme une intégrale fonctionnelle
[23], en utilisant les états cohérents | F, B >= | F > &| B >.

Z= fp@ DU D&* D e~ 5H22"8] (3.100)
L’action euclidienne 5 est donnée par
8 =
S = f dffdar{\ll,(:c)[ 6z —z') 8, + 8(t — ') Hp(r — '} 1¥,(z")
0

+8(2) [0, + Eo] 8(2)
+918°() U,(a)Ui(e) + he]} (3.101)
avec £ = (r,7). Les conditions aux limites pour les fermions sont ¥(r, ) = —¥(r,0) et pour

les bosons @(r,3) = ®(r,0). On introduit les fréquences de Matsubara 7 = 7T(2n 4 1) pour
les fermions et & = 27 T'n pour les bosons. On a alors la décomposition suivante

U, (r, 7} = —\/% )ID IR N (3.102)

et
&(r,7) = Z Yo €T e B(g, ) (3.103)
q i
L’action euclidienne s’écrit alors

= B2 Lok, 7} [i7 + & ] Vo(k,7) + 3 @(g,8) [if + Eo] 8(q, i)

L

oz 250 [Wilk+ .7+ 5) D=, —7) B(g, B) + he (3.104)

kg P.Q
L’action 5 est bilinéaire pour les opérateurs de fermions; on peut alors effectuer 'intégrale
gaussienne. Il est loisible d’introduire les opérateurs de Nambu ¥ et ¥+ dans ’espace des « et

‘I’T(T)} [ ¥1(k) }
] et W) = | (3.105)
¥ (z) ¥ (k)

La partie de 'action contenant les variables de fermions s’écrit alors

ﬁZ\I’ [0 + 73 & | \IJ(k)—FﬂZEk
X

des k par

‘I’(m) =

+ ﬁ\/_ IIRC {%’@(k—k’) + %‘-@*(k’—k)] WK (3.106)

ko k'

ou les 7; sont les matrices de Pauli définies par

w(18) e (83) —(31) e
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Cela permet d’intégrer sur les fermions en utilisant la formule
f DY D o~ &= fd'e' Ua) M=) ¥(=) — det M (3.108)

et V'identité det M = exp(TrLn M). On obtient alors la fonction de partition comme une

intégrale fonctionnelle uniquement sur les variables des bosons.
- f Do* Do e~ 51E (3.109)

aved

S[@*, @] = fd‘*m ®*(z) [ 6, + Eo) ®(z) — Tr LnM(3°,3) + 8. &  (3.110)

k
La matrice M est définie par ses éléments de matrice
M(k,ﬂ; k’, !7’) = 5k,kf6p’f,f [’1,17 + T3 €1 ]
b L ek, -7) + = = — kP D) (3.111)
VM 2 VM 2
alors que la trace d’un opérateur A est définie par
Tr A = Z Tng A(k,ﬂ,k‘,l’j) (3112)
. kP

ou T'ry; représente la trace sur les matrices 2 x 2. La matrice M correspond ‘4 Pinverse de la
fonction de Green & une particule des fermions. On note G = M ™!, Il est Joisible de poser
M =M, + M et Go = M;*! ott Gy est la fonction de Green ne dépendant plus des variables
des bosons. On a alors

Go
¢ Ti G (3.113)
On obtient alors 'action § comme un développement en puissance de 6M.
S[e*, 9] = IBZ‘I’ g,8) i + Eo) ®(q, £ )-I—ﬁZEk-i-T'anGD
@i k
+ 3 EL rrgemr (3.114)

Jusqu’s présent, nous n’avons fait aucune approximation. L’action S[®*,®] décrit le méme
systéme que P’action initiale S[¥, ¥, &*, &]. Ce que 'on a obtenu est un systeme de bosons en
interaction. Cependant, il y a un nombre infini de termes d’interaction ou les bosons intera-
gissent entre eux, via les propagateurs libres Go des fermions. Le but d’obtenir une action ne
dépendant que des variables de bosons, est que les excitations de basses énergies du systeme
sont bosoniques et que les propriétés physiques du systéme vont étre décrites par les modes
g — 0 et w — 0 des champs de bosons $(g,w) qui vont se comporter comme des champs
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classiques. Pour cela, on définit une action classique, ou action effective qui dépend des champs

classiques. On considére la fonction de partition en présence de sources J et J*
g1, J) = f D3* D ¢ S o= [ [T (2)Ha) + 27 () I(w)] (3.115)

La présence des sources permet de définir les valeurs moyennes < ®(z) > et < ®*(z) > en
présence des sources, que ’on note ®.(z) et &*(xz) et qui sont les champs classiques.

oW oW
= t o R TS .
.(z) 57°() e »(z) 57(z) (3.116)
avec W[J*, J] = —Ln Z[J*,J]. L'action effective est définie par une transformée de Legendre
T8, 8] = —WI[J*,J] + far‘*w [8:(z)T(z) + J*(2)®.(z)] (3.117)

et ne dépend que des champs classiques, alors que W ne dépend que des sources. On obtient

alors

oT 6T

Lorque 1’on fait tendre les sources vers zéro, on voit que P'action effective T' est extrémale par

(3.118)

rapport aux champs classiques que I’on note alors ®o(z) et ®5(z). On recherche donc les champs
classiques qui rendent l'action effective extrémale. A partir de S[$*, ®] de 'équation (3.110) &

laquelle on rajoute les termes de sources, on obtient deux équations de stationnarité

(8, + Ey) ®(z) — Tr { % Gc} + J(z) = 0 (3.119)
et
(=8, + Eo) 8'(z) —~ Tr {3—%% Gc} + I(@) = 0 (3.120)

olt G, est la fonction de Green des fermions avec les champs classiques. On peut alors faire le

changement de variables
P - & 4+ & et & - P 4 B (3.121)

et compte tenu des équations de stationnarité, on obtient

§28

S[®*,8) = S[@,d.] + % /d‘*m d*y ;(z)

avec ®;(z) = ®(z), ®*(¢). On obtient ainsi un développement autour des champs classiques.
L’action effective est alors

Pen e = ~S[@L0 + In [De DR SHUTE L (1)
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Figure 3.8: Développement diagrammatique de l’action dans la phase normale

Phase normale

La phase normale est caractérisée par < &, > = 0. La fonction de Green des fermions Go est
celle des fermions libres. Elle est donnée par

1
o o l thtep 0
Gk, v, k', 7") = bpp bp (3.124)
B\ o o

1W—e€y

La partie libre de l’action correspondant aux fermions du développement (3.114) Sp est

Sg =8> & + Tr In Gy (3.125)
k
on trouve
§¢ = —2In2 — 2Ln [1 — &7 (3.126)

(’est le résultat habituel pour un systeme de fermions avec le facteur 2 lié au spin. La figure 3.8
montre le développement diagrammatique de I’action S qui comporte un nombre infini de termes
avec un nombre pair de lignes de bosons. On obtient ainsi, pour les premiers termes,

S =S58+ 8) ¥(qa) ik + Eo + Balq, k)] ®(q, )

q,d

1 — - — * - — * — — - —
+3 B S Tolgi, Br; a2, Bz 0, 1) B (a1 + ¢, 81 + B) (g2 — ¢, iz — ) B(a2, i) (g1, )

+ o (3.127)

avec 9
Sa(e,8) = B35 3 Ghlk+a,7+ 1) Gy(k,7) (3.128)

ko
et
T2(q, fi1; g2, Bay @, B) =
B gﬁ Gy (k + g2, + fia) Gop(k, 7) G (k + g+ q1, 7 + i + i) Gk + ¢, 7 + &) (3.129)
ko
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ott Dy est la self-énergie des bosons, et T'; est le potentiel & deux particules qui évalué pour toutes
les énergies nulles et tous les moments nuls, est répulsif, ce qui est une condition nécessaire

pour avoir un état superfluide. On obtient explicitement

2 1
g tanh ;08¢
- _ bl Lo 3.130
=5(0) M ; 2 (8.130)
et . bamh 18 5
g anh 8¢
r - — 3.131
2(0,0,0) M? ; 4¢€ 8 €2 cosh® e ( )
On obtient le potentiel effectif en posant ®(q, ) = VMg
1
Vs = a|®al® + 5 b[20f* (3.132)
avec
= E, + £5(0) et & = MTI,0,0,0) (3.133)

La densité d’énergie libre de Ginsburg Landau pour un champ constant est alors égale au
potentiel effectif. La transition est définie lorsque le parametre a s’annule, ce qui correspond au
pole de la fonction de Green des bosons. On remarque alors que 'on peut écrire le parameétre

a sous la forme

7 T tmnn [ (7)1 - conb g s
= - — — t — )
& = % tanh 5% \ 77 1 — tanh zﬂek anh 2ﬁcek (3.134)

ce qui montre que a est du signe de (7' — 7). Néanmoins, le potentiel chimique varie pour
T # T, et la dépendance en température de a n’est pas triviale.
L’énergie libre de Ginzburg Landau est donnée par

1
Fon = Fn + [dr [a|@0|2 + §b|¢>0|4] (3.135)

ou Fy correpond a l’état normal. La minimisation par rapport & ®; donne deux solutions: une
solution nulle pour a > 0 correspondant a ’état normal, et une solution &, = [—a/b] 1/2 pour
a < 0 correspondant & T' < T,. En présence d'un champ magnétique extérieur B = rotA le
champ @, dépend de la position, et I’énergie libre, invariante de jauge, s’écrit

2 2ie o 2ie - B?
_ 3 e a- o= -
Fer = Fn + fd T [2mq)(\7 - A) () (V + : AB(F) + Vigs + 2'&0] (3.136)
La masse mg est donnée par le développement de la self-énergie en q
ﬁ2q2
b3 = Zp(0 )
8(0) = (0) + 2L + (3.137)

s11’on néglige le facteur de renormalisation [1 —8%/0w]™!. La variation par rapport aux champs
$ et par rapport a A donne les deux équations de GL. Cette énergie libre permet entre autres
de définir dimensionnellement deux longueurs £ pour les champs et A pour le potentiel vecteur
K21

2mg £?
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et

B2 /2e\? 1 1
) 1@t = — = :
2 ms (ﬁ) ol 2po A2 (3.139)

La masse du champ zzl., M3;?% = pgA? est associée & la brisure de la symétrie de jauge initiale:
& — %X et A A+ Vyx (3.140)

De facon explicite, on peut poser par exemple
® = (& + R(7)) 7% (3.141)

On obtient alors pour la densité d’énergie libre

2
f = L (VR)® + 2b|®o°R? +
2m¢,

B? R /2e\? -
(—e) ENE . (3.142)

250 | 2ma \ R

ou ’on a posé Ve=A+ ﬁ’x avec maintenant B = rotV. La phase x du champ est partie de la

densité d’énergie. Le potentiel vecteur est devenu massif. C’est le mécanisme de Higgs.

Phase superfluide

Dans la phase superfluide, on pose $o(z) = |®o|e** ot |$o| et o sont des constantes réelles. La

fonction de Green des fermions est donnée par

Mo(k:ﬁ;k'ri;') = 6k.k" 617.17’ ﬁ (Zﬂg(g*ﬁk iﬁgfo Ek) (3143)
o
ce qui correspond avec les notations standard, et ng = 3%,
1 ul v?
G%(k,7) = < 5 . :
n(kv) = 3 [iﬂ e . (3.144)
1 v 2}
Goa(k,7) = = k ’ :
(k. 7) = 3 [w Tt G _%} (3.145)
— 1 UpUg ULV .
0 k S _ +ece ]
GlZ( ?U) ;6 |:“:7 +’Yk i — Y } € (3 146)
_ 1 Up Vg UgVk _
G (k,7) = = — e 3.147
k9) = 3 | i - ] (3:147)
Les équations de stationnarité sont
Eo®o — =3 Trypd -Gk, 7)} = 0 (3.148)
M 2
et .
Eo® ~ LN Try{ TGOk, 7)) = 0 (3.149)
M 2
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Les équations de stationnarité se réduisent alors a I’équation du gap de BCS

2

¢ tanh 8%
By = o7 ij o (3.150)

Le terme de 'action qui correspond aux fermions, est donné par

Sp =B &+ TrinG (3.151)
k

on trouve

S =83 (& —m)— 2> Ln (1 + e ) (3.152)
k k 7
Sans les fluctuations, on obtient 'action correspondant au champ moyen (tree level)

S[®5,80] = BM Eo @380+ B3 (& — w) — 23 In (1 + ™ ) (3.153)
k k

et le potentie] effectif correspondant

TEE * 1 2 . _
e ;E0<I)O(I>0+sz:(fkm—yk)—m;Ln(l—l-eﬁ“) (3.154)
On retrouve ’approximation du champ moyen, qui revient a sommer tous les diagrammes pour

les champs bosoniques constants. Les fluctuations quadratiques sont alors données par

. _ 1
So = B3 ®(q,8) [4h + Fo] ®(q,8) + 5 Tr [G°6M C° 6M | (3.155)
9.4
avec
I g 0 k- K, 0 -7
M ZRT) = F (@*(k'—k,ﬁ’—ﬁ) 0 (3.156)
La partie quadratique se met alors sous la forme
1 ~ -
Sy = 5 Z (I)+(QJ/]’) K(q,ﬁ) (I)(Q:ﬁ’) (3157)
9,8
avec : )
¥ = ¢ +q, +i
(g, ) = . _ 3.158
(9. ) [‘i’(—q,—#)] (3.158)
La matrice K est donnée par
. i+ Eo + Tii(q,A) Zoag, p)
K(gp) = # | 7 207 mldh) Zalg, 3.159
(@:8) ( Ta0(g, ) —ifi + Eo + Dul(—q,—f4) ( )
Les self-énergies sont données par
2
Sulg,B) = gﬁﬁ Gaa(k,7)Guu(k+ ¢, 0+ ©) (3.160)
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Beal,) = 2 5 Gualk, 7)Gna(k + 9,7+ 7) (3.161)
Yaolg, ) = gﬁ B Galk, ﬂ)Gzl(k +q, i+ 7) (3.162)
kv
On a utilisé la symétrie particule-antiparticule Gao(—k, —7) = —Gi1(k, 7) pour obtenir 'ex-

pression des self-énergies. Notons que P’on a aussi la symétrie £}, (q, i) = Z11(—¢, —f). Du fait
que Xg; et Tyo ne different que par le facteur de phase o du parametre d’ordre, on pose

Soaq, B) = Loa(q, B) €5 (3.163)

et
Lo(g, ) = Boalg, ) e (3.164)
Les expressions de Dy, et Sz ont déja été calculées précédemment pour la valeur nog? = g?|®¢)%.

Rappelons que la condition de stationnarité est donnée par la relation
211(0, 0) + Eo = 202(0,0) (3165)

Le calcul précédent est équivalent au calcul RPA pour la fonction de Green des bosons, avec
le paramétre d’ordre |®o| et les fonctions de Green de BCS pour les fermions. L’action effec-
tive S; donne directement la fonction de Green des bosons B(q, i} qui correspond a la forme
quadratique dans ’exponentielle.

1/ =\ iZ + Eo + g, ) ioz(q)ﬁ) et¥e 1
B (Q)lu') - ﬁ ( EOZ(q; ) -2i _zﬂ+Eo+ 211(__ ﬁ) (3' 66)

Les péles de B(q,w) = —B(q,1i = —w — in) donnent un spectre linéaire w = v,q pour les

grandes longueurs d’ondes ou v, est la vitesse du son.

Mode de Goldstone

Le résultat RPA, donne un spectre linéaire pour ¢ — 0 et qui commence a une énergie
nulle (mode de masse nulle). On montre comment le théoréme de Goldstone, ou I'identité
de Ward qui lui est associée permet d’'identifier le mode de masse nulle de la phase superflu-
ide et de retrouver le théoreme de Hugenholtz et Pines qui établit 'identité ¥y, + Ep = L.
Dans le cas de la superfluidité, la brisure de symeétrie spontanée concerne, en ’absence de
champs électromagnétiques, la symétrie U(1) globale, c’est-a-dire les transformations de phases.
L’action de départ S[¥, ¥, &*, & est invariante par les transformations de phases globales

U,(z) — gie™ ¥, (z) . Yo(z) — g e \i!a(:c) (3.167)

pour les fermions, et

B(z) — &2 P(z) , B(a) — e 8 (2) (3.168)
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pour les bosons ol e est la charge d’un fermion (2e la charge d’un boson) et « est une constante
arbitraire. Cette symétrie reflete la conservation globale de la charge. Dans 1’état supra, la
phase o du parameétre d’ordre prend une valeur arbitraire. Du fait que Z[J*, J] ou que W[J*, J]
est invariante par cette transformation, alors le potentiel effectif I'[®?, ®.] est lui aussi invariant

par cette transformation. La transformation est donnée par

[gigg] - {e;a e-ofa] [i%iﬂ (3.169)

c

soit encore en utilisant les spineurs & deux composantes
‘5,:(:1:) — gl @c(w) (3.170)

pour une transformation infinitésimale, on obtient

P (z) — 1 + ia’rg‘i’c(:n) (3.171)

L'invariance du potentiel effectif est

I‘[éc(m)—}—icx'rg‘i’c(m)] = T[®.(z)] (3.172)

ce qui donne

[[®(z) + ia®(z), B! — ia®l(z)] = T'([®(z), ®I(z)] (3.173)

et en développant au premier ordre

6T
dt 3
/ T 5%.()

On obtient deux identités de Ward en dérivant selon ®.(z’) pour la premiere

fd“ ')5‘I>( ; 8u(e) - fd‘*ma;; S 6z <) fd“ S B =0

) — /d‘*mé@‘im) b*(z) =0 (3.174)

(3.175)
et selon @:(:c') pour la seconde
4 4 * 4 5I‘ I

fd ,)5@ fd m)‘I’c(m) —fd:nb@(m)cS(m—m):O
(3.176)

solt
/ &zl (2, 2)8.(z) — f daTp(c', z) 82 (z) = J'(') (3.177)

et
/ &2l (2, 2)8.(z) — f daTa(e,7) 82 (z) = —J(z) (3.178)

Sous forme matricielle, on obtient

/d"‘m Dz’ —z) 75 Bo(z) = —m J(a) (3.179)
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Lorsque ’on annule les sources, J(z} — 0, alors &.(z) — ®o(z}. Pour une solution constante,

on obtient I'(g = 0) 73 $, = 0 quand on passe en Fourier, soit encore
B g=0)73® = 0 (3.180)

De facon explicite, ’équation & résoudre est

ED + 211 iogema 1 0 I(I,E"eia 3
( So2e™ 2 Eo+ Ing 0 —1 |Bole=> | T 0 (3.181)
La premiere valeur propre donne la condition de Hugenholtz et Pines, Ey + Ly; = S0z alors

que 'autre vecteur propre de B™'(g = 0) est ®o avec la valeur propre 250s.

Mode de Higgs

Du fait que les champs des bosons sont chargés, le mode de Goldstone n’est pas réalise. 1l est
absorbé par le mode de Higgs. Le spectre des bosons va &ire poussé & la fréquence plasmon et
le champ magnétique va devenir massif, 'inverse de cette masse correspondant a la longueur

de London. Les fluctuations quadratiques sont décrites par une fonction de Green de la forme

1
ps (wW? — v2g%)

Gq,w) = (3.182)

ofi v, est la vitesse superfluide et p, est la raideur superfluide. L’action correspondante est
§ = % /d‘*m () |82 — v2 V] ¥(x) (3.183)

en présence d'un champ magnétique B (F) = rot JZI‘(F), on remplace le gradiant par

21 -

V >V - — A (3.184)

et l’on rajoute la densité d’énergie magnétique B?/2u, a l'action. Dans ce cas, le champ }_1., qui
posséde initialement le spectre w = cq (ol ¢ est la vitesse de la lumiere) devient massif dans la
phase superfluide. La longueur de London est

1

,\—2 = HUo (26)2 |@0|2 Ps 'l)f (3185)
L

Notons que dans le cas du gaz de Bose dilué (ol 'on néglige la dépendance en moment et en

énergie des self-énergies) avec une masse m, on obtient 1/A} = po(2e)*|®q[*/m. De méme, le

spectre des bosons commence alors & la fréquence plasmon wy, donnée par ‘

2e)? {®o}?
W o= wﬂ s vf (3.186)

c?
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3.6 L’approche de Friedberg et Lee

Le modele Boson-Fermion a été largement utilisé & partir de 1989 par Friedberg et Lee dans le
contexte des supras & hautes températures critiques [10]. Le choix de ce modéle est basé sur
I’hypothese que dans les hauts T, la transition supra correspond & une condensation de Bose-
Einstein de paires d’électrons déja formées dans la phase normale. C’est le modele de Schafroth
(1954) de la supraconductivité [6]. Les bosons sont supposés étre des paires d’électrons avec
une température de dissociation trés supérieure a la température de condensation. L’ hypothése
de Friedberg et Lee s’appuie sur le fait que dans les hauts 7', la longueur de cohérence, qui
est censée mesurer la taille des paires, est tres faible, de ordre de 10 & 204. (Cest une utili-
sation phénoménologique du modeéle Boson-Fermion qui ne fait aucune hypothese sur Porigine
physique des paires. La démarche de Lee et Friedberg est de prendre des bosons avec un spec-
tre quadratique (renormalisé) qui permet d’obtenir une transition de Bose-Einstein, puis dans
la phase superfluide, d’obtenir un gap dans les excitations électroniques & ’aide du champ-
moyen [10, 11]. La transition superfluide correspond donc & la condensation de Bose-Einstein

des bosons, dont la température de Bose est & trois dimensions

2rh> ¢ 1  Np\*?®
Tes = ok (2.612 H) - (3187

Si 'on prend les données standard d'un composé type comme Y BaCuQ, n ~ 10%1cm? et
T, ~ 100K, on obtient m =~ 100m,, ce qui est une trés grande masse pour les bosons. Si l'on

considere des systémes plus réalistes & deux dimensions ou anisotropes, on obtient des masses

plus raisonnables.

Du fait que le spectre E; n’est pas modifié au niveau du champ-moyen, on obtient le méme
spectre dans la phase superfluide. Dans ce cas, I’énergie libre de Ginzburg Landau s’écrit en
fonction des champs de bosons

115
2 Ho
(3.188)

Le potentiel pour la brisure de syméirie défini par les constantes a et b est obtenu & 1’aide de

R? (o i2e o > 12e 1
_ 3 * _ 2 - 4
fGL—/dr{z B(V-l-—hA)@ (V —-_hA)‘I’ +a|¢)|+2b|¢)[ +

I’énergie de ’état fondamental

E=0noBo + > (& — W) (3.189)
k
On obtient alors
1 8¢
a = 56’1’2,0 = E{) + 811 (3190)
“ 1 8%

On obtient alors immeédiatement la longueur de cohérence ¢ = 2m_ngh/k* et la longueur de
London, A7? = (2e)’nopo/m,. Le critére pertinent avancé par Friedberg et Lee, est que le
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rapport ), /d, la longueur d’onde thermique divisée par la distance entre bosons est un rapport
universel: il vaut 1.4 pour des bosons libres et 1.6 pour H, — I1. Pour obtenir ce rapport
pour les hauts 7', Friedberg et Lee utilisent la loi empirique (Uemera Plot) T, A;*(T = 0) =
2.810"25]. En utilisant n, = 1/d’c avec ¢ ~ 104 et la définition de la longueur thermique

T
h2 1/2
A, = (_2“—) (3.192)

c
my kg T,
on obtient alors A_/d = 2.9, dans ’hypothése ou le nombre total de bosons ne varie pas entre
OetT,.
Dans ce qui suit nous résolvons les équations du champ-moyen pour une masse de bosons
finie. Comme exemple, nous prenons m, = 10m, (au sens des liaisons fortes), et toujours
AB

pour T < T,, ainsi que le potentiel chimique pour deux valeurs de T, pour un couplage

= 0.4. La figure 3.9 montre les remplissages pour les fermions, les bosons et le condensat

g% = 0.01. On observe schématiquement que le nombre de fermions est fixe, avec une légere
variation du potentiel chimique, alors que les bosons se comportent comme un gaz de Bose pour
T < T,.,. La figure 3.10 montre la variation du condensat pour ces deux valeurs de T,,. On
observe que I’on s’éloigne du comportement du gaz libre en [1 — (T /T, )*/?] lorsque le nombre
de bosons n’est pas trés supérieur au nombre de fermions. Notons que le gap des fermions
est simplement A, (T) = {/¢?no(T), et subit donc le méme comportement en température.

Enfin, la figure 3.11 montre T, en fonction du nombre de bosons pour deux couplages différents

0.6

oy, Qui est un

ainsi que pour le couplage nul. Pour le couplage nul, on trouve que T,, ~ n
peu différent du 2/3 du gaz libre, mais la relation est toujours une loi de puissance. Pour
un couplage non nul, on perd cette relation en loi de puissance. La température critique est
fortement augmentée par le couplage. L’espace de phase semble jouer un role beaucoup moins
important.

Ces quelques résultats numériques, montrent qu’il est difficile de concilier un couplage non
nul, nécessaire pour le gap d’excitations des électrons et une transition due uniquement a une
condensation de Bose-Einstein. Par contre, on voit que dans la phase superfluide, on retrouve

beaucoup de similitudes avec le mélange libre.
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Figure 3.9: Solution des équations champ-moyen pour des bosons de masse finie, m, = 10m,
avec A, = 0.4 et g = 0.01. La somme sur k est remplacée par une intégrale sur 1’énergie avec

une densité d’états en

v/&(1 — ). Les figures de gauche montrent les densités de particules et

le potentiel chimique pour un 7, = 0.02 correspondant & un remplissage de n = 0.17 alors que
les figures de droite sont pour un T, = 0.05 correspondant a un remplissage de n = 0.57.
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Figure 3.10: Solution des équations champ-moyen pour des bosons de masse finie, m_, = 10m,
avec A_ = 0.4 et g% = 0.01. La figure montre le rapport ng(T")/no(0) en fonction de T/T,. La

somme sur k est remplacée par une intégrale sur 'énergie avec une densité d’états en (1l — ).
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Figure 3.11: Solution des équations champ-moyen a T, pour des bosons de masse finie, m, =
10m, avec A, = 0.4. La figure montre T, en fonction du nombre de bosons ny.s pour plusieurs
couplages: g% = 0 (o), g> = 0.01 (*) et g° = 0.1 (+). La somme sur k est remplacée par une

intégrale sur 1’énergie avec une densité d’états en (/z(1 — z).
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3.7 Conclusion

Dans un premier temps, nous avons étudié les fonctions de Green & une particule pour les
fermions et les hosons, ainsi que la fonction de Green & deux particules pour les paires de
Cooper au second ordre de la théorie des perturbations (RPA). Nous avons obtenu que la tran-
sition superfluide des bosons et que la transition supra des fermions correspondent a la méme
transition. Nous avons montré dans 1’étude de la self-énergie des bosons, que le spectre des
bosons, initialement sans dispersion devenait quadratique en moment a T,,, wy ~ q° qui est la
condition nécessaire pour obtenir une condensation de Bose-Einstein dans un systeme de bosons
libres. Nous avons obtenu le critére d’instabilité qui donne ’expression de la température cri-
tique. Dans un deuxiéme temps, nous avons appliqué la théorie du champ-moyen pour la phase
superfluide. Nous avons identifié les paramétres d’ordre et montré qu’il n’y avait en fait qu'un
seul paramétre d’ordre superfluide commun pour le modéle Boson-Fermion. Nous avons obtenu
les équations self-consistantes du champ-moyen, et nous les avons résolues numeériquement
pour une large gamme de paramétres. Dans la limite des trés faibles densités, nous avons
retrouvé les résultats de la théorie standard de la supra adiabatique, notamment, le rapport
27, ../Ts = 3.5. Le formalisme fonctionnel nous a permis d’identifier les excitations collectives
des bosons aux excitations de basses énergies qui gouvernent la thermodynamique du systeme.
Nous obtenons que dans la phase superfluide, les excitations sont les méme que pour la supra-
conductivité conventionnelle décrite par la théorie de Ginzburg Landau. Cependant, le modele
Boson-Fermion est trés dépendant par rapport & la concentration des bosons dans le systéme.
Le potentiel chimique joue un rdle primordial dans ce modéle. Finalement, nous avons discuté
I'approche de Friedberg et Lee. La théorie du champ-moyen qu'ils proposent n’est pas sufl-
isante pour décrire les excitations dans 1'état superfluide. L’identification d’une condensation
de Bose-Einstein pour la transition superfluide, n’est pas cohérente avec le critére d’instabilité
et avec I’existence d’excitations fermioniques possédant un gap.

La nature de la transition est un probléme compliqué. Il n’existe pas de formalisme identique
A celui de Ginzburg Landau pour des bosons superfluides capable de décrire la transition A.







Chapitre 4

La Phase Normale

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous reportons des résultats numériques pour la phase normale du modele

Boson-Fermion. dans 'approximation des équations diagrammatiques couplées. Dans cette ap-

1 P

proximation, on considére uniquement les self-énergies pour les bosons et les fermions obtenues

diagrammatiquement an second ordre de la théorie des perturbations, mais on remplace les

s , . . o

propagateurs nus par les propagateurs habillés que l'on veut précisement calculer. On a ainsi
des équations couplées pour les propagateurs des fermions et des bosons.

4.1.1 Equations couplées

Nous travaillons dans la représentation de Matsubara. Les fonctions de Green pour les fermions

et les bosons sont définies par

_ 1 1
Gr(k,7) = Bi7 + e + Zr(k,7) (1)

et ) { )
Gelg, 1) = 7 — - (4.2)

B g + Eo + Zalq, k)

Dans ’approximation diagrammatique, les self-énergies sont données par

Sr(k,7) = %f Y 3 Grl—k+9,-7+ ) Cala,) (43)
et
Ba(g,7) = - 2 % Gr(—k+g,7+7) Gr(k,?) (4.4)

Le principe du calcul est de partir de G = G° puis de calculer itérativement tour a tour les
self-énergies et les fonctions de Green. Une fois que I’on a obtenu une solution qui ne varie plus
d’une itération i 'autre, on a la solution self-consistante des équations. On définit ’erreur du

7
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systeme d’équations comme étant le maximum entre les fonctions de Green et celles obtenues
en itérant le systéme une fois supplémentaire. L’erreur du systéme pour n itérations est alors

_max_|G(k,m) — G (k,m)| (4.5)

=B, Fikm

4.1.2 Calcul sur réseau

Pour pouvoir effectuer les sommes E+ g, nous travaillons sur des réseaux hypercubiques de
dimensions d = 1 et d = 2. Les réseaux a trois dimensions sont en fait les plus intéressants dans
notre probléme, mais ils nécessitent des temps de calcul beaucoup trop longs pour nos moyens.
Nous considérons une relation de dispersion €, du type liaison forte pour les fermions

d
& = >, [2t — 2tcosks] — p (4.6)
a=] .
La largeur de la bande des fermions 4t x d sert d’unité d’énergie dans nos calculs. Nous incluons
tous les processus Umklapp dans nos calculs. Toutes les fonctions f(k) qui interviennent dans
notre probléme ont les mémes propriétés de symétrie que €. Pour d = 1, on calcule les self-
énergies sur la moitié de la zone de Brillouin, alors que pour d = 2, on se contente du huitiéme.

4.1.3 Somme sur les fréquences de Matsubara

Du fait que les fonctions en représentation de Matsubara ne sont pas périodiques, on a des
'problémes lorsque 'on effectue les convolutions pour calculer les self-énergies. Pour obtenir un
résultat correct sur les 10 premieres Matsubara, par exemple, on est contraint de prendre un
nombre 100 ou 1000 fois plus grand, ce qui n’est malheureusement pas accessible en temps de
calcul et en taille mémoire. Pour retrouver un bon comportement des self-énergies, avec des
moyens plus modestes, nous avons adopté deux prescriptions. La premiére consiste & prendre
un nombre pair de fréquences pour les fermions et impair pour les bosons. De cette facon, on
respecte la symétrie par rapport & 'axe réel. La deuxiéme prescription consiste  écrire les
fonctions de Green G = G° + 6G, ot G° sont les fonctions de Green non perturbées et §G est
une quantité plus ou moins petite devant G°. La convolution pour le calcul d’une self-énergie

s’écrit alors

2= GIG + GV8G, + 6Gy GO + §G, 6C, (4.7)

Pour le premier terme, la somme sur les Matsubara peut étre calculée analytiquement. On
note cette somme L°. La self-énergie s’ecrit alors sous la forme & = 1% + §%. En utilisant
'expression analytique de E° on peut alors corriger la somme £. Nous avons obtenu des
résultats tres satisfaisants avec cette méthode. Pratiquement tous les problémes de bords pour
les convolutions sur les Matsubara sont absorbés dans %% pour 100 fréquences de Matsubara,
seules les deux ou trois derniéres sont douteuses. On peut encore améliorer la méthode en
considérant les termes croisés, mals cela n'a pas été nécessaire. Le prix & payer pour cette

correction, est que ° dépend des fonctions de Fermi et de Bose qui peuvent induire des erreurs
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3 basses températures. Enfin, rappelons que pour les self-énergies, la partie réelle est paire,
et la partie imaginaire impaire. Il suffit de calculer uniquement les fréquences de Matsubara

positives, ou nulles.

4.1.4 Potentiel chimique

Les paramétres (physiques) du modele que l'on met dans les équations sont assez nombreux.
Explicitement, nous avons la constante de couplage g et le mveau bosonique Ap qui doivent étre
reliés subtilement aux quantités observables, puis nous avons la température T' et le potentiel
chimique p. La température est un parametre dont on saisit assez le sens et que l'on peut
garder. Pour le potentiel chimique, on préfere I'évincer au profit de la densité de particules n.
Les fonctions de Green permettent d’obtenir directement les nombres d’occupation nf pour les

fermions et an pour les bosons

1

1
gt T ekn . A --beTaen s
i)

On sait donc calculer & tout instant la densité de particules n = nyer + 140, pour le systeme
S L D (49)
M M

Si P’on veut travailler & densité constante quand on varie un autre parametre, il faut calculer
le potentiel chimique qui vérifie cette équation. La encore, on ne calcule pas directement ng,
mais on effectue les corrections en utilisant les expressions analytiques np(ex) et np(Eo) pour

les sommes sur les fonctions de Green nues.

4.1.5 Continuations analytiques

Les avantages de travailler dans la représentation de Matsubara sont multiples:

(i) on effectue des sommes discrétes pour le calcul des self-énergies, alors qu’en représentation

w il faut effectuer des intégrales sur des fonctions presques singulieres.

(i1) les fonctions de Green n’ont pas de grandes variations et décroissent en 1 /7n pour m — oo,
alors qu’en représentation w, les fonctions de Green sont des sommes de fonctions delta,

difficiles & représenter.

i) on travaille loin de 'axe réel ce q‘L‘ll ermet de rendre peu de vecteurs k pour diSCI‘étiSEI‘
la zone de Brillouin par CXEIIIP].E.

Le prix & payer est qu'il est difficile de revenir sur l'axe réel, c’est-a-dire faire les continuations
analytiques pour obtenir les fonctions retardées

R(w) = -8 G(i7,ig = —w —1n) (4.10)
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pour les fonctions de Green et
LR(w) = X(5,i = —w —iy) (4.11)

pour les self-énergies. Pour cela, nous avons utilisé un approximant de Padé & N points qui
consiste & interpoler N valeurs de G ou ¥ pour N fréquences de Matsubara par une fraction
rationnelle F(z)
a1
F(z) = 412
(2 oy (4.12)
14

as(z — z3)

as(z — z3)

1+

1+
1+

Tl ag(z— 2z, )

Une fois que 'on a déterminé les NV coefficients de la fraction continue, on peut I'évaluer en
z = w + 1y pour obtenir les fonctions retardées.

Cette technique de continuation analytique, quoique assez incertaine et capricieuse, a été
largement développée, et il existe des algorithmes assez fiables [35]. Dans nos calculs, nous
avons obtenu de tres bons résultats en vérifiant les deux points suivants. Le premier est de
prendre le plus petit nombre possible de fréquences de Matsubara, entre 50 et 100 afin de
limiter les erreurs de calcul dans les coefficients de la fraction continue. Le deuxiéme point est
de fournir de bonnes données & 1’algorithme. Pour cela on impose que 'erreur sur les fonctions
de Green soit inférieure & 10712 - 10~'° dans le calcul self-consistant. Notons que cette erreur
diminue exponentiellement en fonction du nombre d’itérations dans nos calculs.

4.1.6 Organisation des calculs

L’objectif de ces calculs numériques était de déterminer les propriétés spectrales des fermions
et des bosons pres de la transition superfluide, c’est-a-dire lorsque Eq + Z5(0,0) — 0. Pour
des réseaux & une et deux dimensions, on ne s’attend pas & avoir une transition superfluide.
Néanmoins, on espére pouvoir s’approcher suffisamment prés de la singularité (le pole des
bosons) pour pouvoir comprendre le comportement du systéme pres de la transition, ¢’est-i-
dire pour T — 0. Les questions auxquelles nous voulons répondre sont

1. comment le couplage va-t-il délocaliser les bosons? Hst-ce-que les bosons vont devenir des
bonnes gquasiparticules avec une relation de dispersion quadratique?

2. est-ce-que les fermions restent de bonnes quasiparticules comme dans la théorie BCS

jusqu'a T.7

3. quelle est la nature de la transition? Est-ce une transition du troisieéme ordre comme dans
le cas de la condensation de Bose-Einstein, une transition du second ordre comme pour
la supra classique décrite par Ginsburg Landau ou une transition du type A?
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Dans un premier temps, nous regardons comment se comporte le systéme lorsque | ’on augmente
le couplage, pour T et n fixes. Dans un deuxiéme temps, nous regardons le comportement du
systéme en présence du couplage lorsque 1’ on varie le remplissage n . Enfin la majorité des
calculs se portera sur 1’évolution du systéme en fonction de la température, pour un remplissage
et un couplage constants.

Pour un réseaun & une dimension, on obtient de bons résultats pour 100 vecteurs k dans la
zone de Brillouin et 100 fréquences de Matsubara. Le temps de calcul d’une itération est alors
de 10mn. Le nombre d’itérations varie de 10 & 150 dans nos résultats. A deux dimensions, on
obtient des résultats moyens pour un réseau 31 x 31, toujours avec 100 fréquences de Matsubara.
Le temps de calcul d’une itération passe alors & 90mn. En fait, c’est a partir de taille 41 x 41
que I’on arrive a retrouver presque toute les singularités dans les fonctions spectrales. En raison
de ces temps de calculs énormes, nous avons limité notre étude en fixant a priori un certain
nombre de parametres. Ainsi, dans tous nos calculs, nous avons pris Ag = 0.4 et presque
toujours g% = 0.01. De méme, nous avons considéré le cas d’un demi remplissage, n = 0.5, qui
est trés supérieur a la densité critique, ne = 0.20 pour d = 1 et no, = 0.14 pour d = 2.

4.1.7 Autres calculs numériques

Nous reportons uniquement les résultats numériques obtenus pour les équations diagramma-
tiques couplées dans la représentation de Matsubara. Nous avons, d’autre part, considéré ces
équations dans la représentation spectrale. Dans cette représentation, on est obligé d’introduire
un résidu 7 non nul afin de pouvoir représenter les fonctions delta par des Lorentziennes de
largeur 7. On a la contrainte de prendre 7 au mieux égal & quelque fois la résolution en
fréquence dw que 'on se donne pour discrétiser ’énergie. Qualitativernent, on obtient les
mémes résultats que pour la représentation en Matsubara, mais lorsque I’ on essaye d’avoir des
résultats quantitatifs, on est confronté & des problémes insurmontables. Si ’on impose d’avoir
un bonne résolution en énergie, il faut prendre dw — 0 et 7 — 0, mais dans ce cas, cela impose
d’augmenter le nombre de vecteurs k dans la zone de Brillouin pour avolr des somines sur k qui
alent un sens (limite continue). Méme pour les réseaux & une dimension, il n’est pas possible
de reproduire des résultats de méme qualité qu’en Matsubara.

Nous avons aussi essayé de résoudre les équations RPA équivalentes décrites en appendice.
Dans ce cas, on peut aussi utiliser la représentation en Matsubara, mais avec la possibilité de
faire directement la continuation analytique. Nous avons alors rencontré des problémes pour
la convergence des équations couplées. Notamment, les solutions sont discontinues lorsque I'on
varie continuemnent un des parameétres du probléme, et le systéme peut ne plus converger du
tout pour une variation petite d'un des parametres. Il semble que cette approximation RPA ne
soit pas capable de décrire le systéme convenablement.
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4.2 Etude de la transition

Afin d’essayer de caractériser le systéme, qui dépend de nombreux parameétres, nous com-
mencons par donner le comportement des valeurs statiques pour le réseau a une dimension et &
deux dimensions, lorsque l’on fait varier la temperature, le couplage ou le nombre de particules
dans le systéme. Dans les figures suivantes, nous donnons le pole des bosons Fog = Eg+ X 8(0,0)
qui est notre mesure pour l'instabilité superfluide, le potentiel chimique gz que l'on calcule de
facon self-consistante pour obtenir le remplissage constant (n = 0.5 dans tous nos résultats,
sauf exceptions), la corrélation entre proches voisins des bosons t, =< bl sb; > (qui est une
mesure de la délocalisation des bosons) que l’on calcule selon

11 2
ty, = 93 M Xq: (Z cos(qa)) < bfb, > (4.13)

a=1

le nombre de bosons ng.., et la longueur de corrélation ¢ (qui est une mesure de l'ordre & longue

ortée des bosons) que 'on calcule en fittant les nombres d’occupation des bosons selon
p q

a

< blby >~
pour les petites valeurs de q. Rappelons que 'on travaille en unité de largeur de bande pour
I’énergie (22t = 1) et donc 'intégrale de saut pour les fermions vaut ¢ = 0.25 pour d = 1 et
t = 0.125 pour d = 2. La figure 4.1 montre ces parametres en fonction de la température pour
le réseau a 1d. On peut alors fitter le pole des bosons et la longueur de corrélation selon les
formules

Eor ~ (T—T,)* et ¢~ (T—-T,)" (4.15)

On obtient alors @ ~ 2.4 et ¥ ~ 1.1 pour une température critique T, nulle. Notons que ces
grandeurs statiques varient & moins de 1% dés que la taille du réseau est supérieure & 101.
D’autre part, la valeur des exposants critiques ne doit pas étre prise trés au sérieux, du fait
que l'on a travaillé a tres basses températures, méme si 'on obtient une T, nulle propre & un
systéme & une dimension.

La figure 4.2 montre les résultats analogues pour le réseau a deux dimensions. On remarque
le méme comportement des parametres statiques en fonction de la température. Dans ce cas,
on trouve pour les exposants critiques o ~ 2.7, v ~ 1.25 alors que T, ~ 0.0054. L& encore, il
est difficile de conclure sur les exposants critiques et surtout sur une 7', non nulle.

La figure 4.3 représente ces mémes parametres statiques pour le réseau & deux dimensions,
en fonction du couplage g® pour une température donnée. On retrouve que I’effet d’augmenter
le couplage est similaire & celui de diminuer la température, c’est-a-dire de se rapprocher de la
transition.

Enfin, la figure 4.4 montre les parametres en fonction du remplissage du systéme pour un
couplage donné et une température donnée. L'effet d’augmenter n est le méme que celui de

diminuer 7.
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Figure 4.1: Parametres statiques pour le réseau a 1d, 101 x 101, avec A, = 0.4, g®> = 0.01,
n = 0.5000 en fonction de la température. (a) représente le péle des bosons renormalisé Egg,
(b) la densité de bosons, (c) le hopping des bosons ¢, et (d) la longueur de corrélation {. Les
énergies sont en unité de la largeur de bande.
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Figure 4.2: Paramétres statiques pour le réseau & 2d, 21 x 21 x 51, avec A, = 0.4, g* = 0.0,
n = 0.5000 en fonction de la température. (a) représente le pole des bosons renormalisé Eog,
(b) la densité de bosons, (c) le hopping des bosons t, et (d) la longueur de corrélation {. Les
énergies sont en unité de la largeur de bande.
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Figure 4.3: Paramétres statiques pour le réseau a 2d, 21 x 21 x 51, avec A, = 0.4, T = 0.01,
n = 0.5000 en fonction du couplage. (a) représente le péle des bosons renormalisé Egg, (b) la
densité de bosons, (c) le hopping des bosons %, et (d) la longueur de corrélation €. Les énergies
sont en unité de la largeur de bande.
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Figure 4.4: Parametres statiques pour le réseau a 2d, 21 x 21 x 51, avec A_ = 0.4, T = 0.01,
g = 0.01 en fonction du remplissage. (a) représente le pole des bosons renormalisé Eyg, (b) le
potentiel chimique g, {c) le hopping des bosons t,, et (d) la densité de bosons.
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Pigure 4.5: Durée de vie & la surface de Fermi: largeur T'y (a), moment ks (b), Nk, (c) et
dérivée de Ny en k = ky.Réseau 1d 201 x 101 pour Ap = 0.4, g* = 0.01 et n = 0.5000.

4.3 Spectre des fermions

4.3.1 Etude de la surface de Fermi

A partir des self-énergies, nous avons déterminé la durée de vie pour des excitations & la surface
de Fermi, c’est-a-dire pour w = 0. Les continuations analytiques permettent d’obtenir les self-
énergies retardées pour les fermions L(k,w). On note L(k,w) = R(k,w) — il'(k,w)/2. On
détermine alors le vecteur de Fermi k; en résolvant I’équation e + R(k,w = 0) = 0 pour
k = ks. On obtient alors I'y = I'(kx,w = 0). La figure Fig. 4.5 montre les résultats obtenus
pour un réseau a une dimension 201 x 101 pour g% = 0.01 et Ag = 0.4 en fonction de la
température. La figure Fig 4.5 .a montre I'; qui augmente fortement quand on diminue la
température. Cela indique qu’il n 'y a pas de quasiparticules & la surface de Fermi quand
T — 0. On a un résultat complétement opposé & celui d’un liquide de Fermi ott 'y — 0 lorsque
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P'on annule la température. Un simple fit, donne
Ty ~ (T - 0.0008)7%% (4.16)

De méme, la figure Fig 4.5 .d montre la dérivée du nombre d’occupation ni en k£ = k;. On
observe que la dérivée tend vers une limite finie quand la température tend vers zéro, contraire-
ment au liquide de Fermi ot 'on s’attend a une discontinuité pour les nombres d’occupation

et donc une dérivée infinie.

4.3.2 Etude des pdles de la fonction de Green

Lorsque P'on calcule 'approximant de Padé pour la fonction de Green, on obtient une approxi-
mation de la fonction de Green G(k, z) pour toutes les valeurs de z. On peut donc évaluer les
poles de G(k, z) dans le plan complexe. Rappelons que la fonction de Green obienue pour les
fréquences de Matsubara est

oo dw 1 Alk,w)

V) = 4.1
Gk, 7) [..m o1 B il + w (4:17)
L’approximant de Padé permet alors d’obtenir une approximation pour
teo dw Ak, w)
k z) = f W AR .
G(k, z) e W T (4.18)

Le cas particulier 2 = w + 1 permet d’obtenir la fonction de Green retardée. Nous considérons
alors les poles de G(k,z) dans le demi-plan complexe inférieur sous la forme z = w — ivy/2.
Du fait que 'approximant de Padé correspond au rapport de polynémes de degrés N/2, on
voit qu’il exite N/2 pdles pour chaque vecteur k. La classification des poles se fait alors en
fonction de la partie imaginaire, qui doit étre petite par rapport a la partie réelle pour avoir une
quasiparticule, et par rapport au résidu qui, dans le concept de quasiparticule correspond a la
probabitité que la particule reste dans 'état k. Notre approche a été de calculer les principaux
péles, c’est-a-dire avec les résidus les plus importants, et qui vérifient approximativement la
regle de somme pour les résidus

Y Z, =1 (4.19)

ol Z, est le ol €me rgsidu. Cette régle de somme se démontre en intégrant G{z) dans le plan
complexe comme le montre la figure 4.6. Lorsque 'on effectue I'intégrale, on obtient pour la

fonction de Green retardée

GR(t) = —i Y Z, e7iwat g7t/ (4.20)

Puis comme GE(t = 0%) = —1, on obtient la régle de somme. Les résidus sont calculés en
intégrant numériquement dans le plan complexe

1
Za = 5= j{,, d2 6(2) (4.21)
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Figure 4.6: Contour dans le plan complexe pour obtenir la fonction de Green retardée GR(t)
en fonction des pdles et des résidus.

ou C,, est chemin qui entoure le péle z,. Pratiquement on choisit un contour circulaire de rayon
r de sorte que

z = z, +re? et dz =1 re'? df (4.22)
Dans tous les cas, on vérifie que 'intégrale est stable, quand on varie r sur plusieurs ordres
de grandeurs. La figure 4.7 montre les résultats obtenus pour le modele & deux dimensions
41 x 41 x 101 pour T = 0.0085, g* = 0.01 et n = 0.5, qui exhibe un pseudo gap dans la densité
d’états. Nous avons essentiellemnent obtenu trois branches principales qui correspondent au
spectre initial (0), & la singularité en Egp 2 0 (*) et & la singularité en Egp + p ~ 0.18625 (x).
Loi‘sque k — k, d’aprés la définition ci-dessus, on obtient deux ou trois poles supplémentaires
avec un résidu important, mais avec une grande partie imaginaire. En dehors de cette gamme
d’énergie, qui correspond au processus direct, on trouve que le résidu pour le spectre initial est
proche de 'unité, alors qu'il est trés faible pour les deux autres branches. De méme, la partie
imaginaire est petite pour la premiére branche et grande pour les deux autres. Dans la région
du processus direct, nous obtenons donc le résultat qu’il r’y a pas de poles avec v — 0. SiTon
regarde la branche principale, on observe que l'on obtient des résidus supérieurs a 'unité. Nous
ne pouvons plus interpréter le résidu de fagon habituelle.

Afin de comprendre Vorigine de ces résidus exceptionnels, supérieurs & l'unité, nous avons
considéré le modéle simplifié pour le processus direct & 1" = 0 introduit lors de I'étude de la self-
énergie des fermions et qui consiste & prendre I'(k,w) constant. Dans ce cas, nous considérons
la fonction de Green correspondante, dans le plan complexe

1

G(k = 4.2
(9) = —— 5 (23)
Dans notre modéle simplifié, T(w) est non nulle uniquement entre Ey et Eo + p, avec la valeur
27g%. On obtient alors
+oo dw T(w)
22) = [ o ,
(2) —oo 2 2w (424)

ce qui donne pour la partie réelle

Regy _ O n(w"ﬂ)2+72/4
ERE) = I e T

(4.25)
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Figure 4.7: Poles complexes pour le réseau a deux dimensions 41 x 41 pour tous les vecteurs k
de la diagonale de 0 & 20. La figure {(a) montre la partie réelle en fonction de k = (k, k) x 2w /41,
la figure (b} la valeur absolue du résidu en fonction de la partie réelle, la figure (c) la partie
imaginaire v et la figure (d) le rapport v/w.
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et pour la partie imaginaire

ni™(z) = g° arctan (wfy;;) — g% arctan (w’y;;) (4.26)

avec z = w—17/2, a = By et b= Eg+ . Les deux équations a résoudre sont alors w = ¢ + L7

et v = 257, Le résidu est alors donné par

-1 _ I
27 =1 - o (4.27)

soit, de fagon explicite

w—a-+1y/2 _ w—b+1y/2
(w—a)+72/¢ (w-b)F+%/4

Zt=1-¢° (4.28)
Nous avons alors résolu numériquement ces équations pour la branche principale avec les
paramétres renormalisés pour u et Eo, c’est-a-dire By — FEo + 5(0,0) obtenu dans le cal-
cul self-consistant des équations couplées. La figure 4.8 montre le résultat pour la branche
principale. Nous retrouvons le meme comportement pour le résidu du pole, mais un comporte-
ment beaucoup trop simple pour la partie imaginaire . Ce modele simplifié permet néanmoins
d’identifier le processus donnant une grande partie imaginaire et des résidus supérieurs a 'unité.

4.3.3 Nombre d’occupation

Les nombres d’occupation pour les fermions, < ¢f ¢ > sont des fonctions de corrélation 1mpor-
tantes dans I’étude des systémes de fermions comme nous ’avons déja mentionné dans 1'étude
de la surface de Fermi. Nous donnons les résultats obtenus pour le réseau a une et deux
dimensions.

La figure 4.9 montre les nombres d’occupation pour un réseau a deux dimenstons pour
différentes températures. Sur la partie (a) de la figure, on note que la distribution varie trés
peu en fonction de la température. La partie (b) de la figure olt I'on & tracé la différence par
rapport a la distribution 3 la plus haute température montre que la variation en température
est seulement effective pour le vecteur de Fermi. Dans cette région, la distribution augmente
fortement lorsque l'on diminue la température. La figure 4.10 montre les résultats obtenus
pour un réseau & une dimension. On obtient un comportement tout a fait similaire & celui
du réseau & deux dimensions. Notons aussi que les nombres d’occupation restent inférieurs a

I'unité lorsque k — 0.
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Figure 4.8: Partie imaginaire (a) et résidu (b) pour la branche principale, pour les équations

couplées (0) et pour le modele simplifié de processus direct (-).

Les croix correspondent au

résidu obtenu en mettant le pdle des équations couplées dans la formule du résidu du modeéle

sinplifié.
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Figure 4.9: Nombres d’occupation des fermions < cfe, > pour le réseau a deux dimensions
41 x 41 x 101 avec A, = 0.4, ¢g* = 0.01 et n = 0.50 pour différentes températures. Les vecteurs
k sont sur la diagonale. La partie {a) montre les distributions obtenues pour 5 températures et
la partie (b) montre la différence des distributions par rapport 4 la distribution a T = 0.015,
pour T = 0.0085 (o), T = 0.0090 (*), T' = 0.0095 (x)et T=0.01(4).
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Figure 4.10: Nombres d’occupation des fermions < ¢iep > pour le réseau 3 une dimension

201 x 101 avec A, = 0.4, g* = 001 et n = 0.50 pour différentes températures. La partie
{a) montre les distributions obtenues et la partie (b) montre la différence des distributions par
rapport a la distribution a T' = 0.02, pour T' = 0.005 (o}, T" = 0.008 (*), T = 0.01 (x) et
T = 0.015 (+).
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4.4 Fonctions spectrales pour les fermions

Les fonctions spectrales A(k,w), les largeurs I'(k,w) et les densités d’états D(w) sont obtenues
par continuation analytique. Dans tous les résultats qﬁe nous présentons, les régles de sommes
sont vérifiées 3 moins de 1% pour les densités d’états et & moins de 5% pour les fonctions
spectrales. En fait, dans la grande majorité des cas, les regles de somme sont vérifides a
moins de 0.1%. Les fonctions spectrales, ou les fonctions de corrélations associées Ji(k,w) et
Jy(k,w) sont directement reliées aux mesures de spectroscopies photo-électroniques (ARPES et
ARIPES). De méme, la densité d’états est reliée aux mesures de tunneling. Ces fonctions de
corrélation sont importantes d’un point de vue expérimental. La figure 4.11 montre les densités
d’états pour le réseau a deux dimensions pour différentes températures. Pour les deux plus
basses températures de la figure, on observe un pseudo gap a 'énergie de Fermi (correspondant
4 un pbdle en w = 0). De plus, on remarque la singularité en w ~ i dans la densité d’états pour
T = 0.0085. On retrouve le fait que le pseudo gap indique l’absence de quasiparticules comme
’a montré ’étude du spectre des fermions.

La figure 4.12 montre les fonctions spectrales pour les premiers vecteurs k sur la diagonale.
Les autres fonctions spectrales (pour des k plus grands sont pratiquement des fonctions delta).

La figure 4.13 montre les largeurs I'(k,w) pour tous les vecteurs k de la diagonale. On
peut noter quelques artefacts des continuations analytiques sur la figure (I' négatifs) mais
quand méme loin de w ~ 0, 1 o la continuation analytique est censée étre la meillleure. On
remarque que les largeurs [' sont assez indépendantes de k. On distingue bien la partie non
nulle entre w ~ 0 et w ~ p correspondant au processus direct, alors que la partie pour w < 0
est due & la présence des bosons qui participent au processus indirect. On remarque aussi que
pour w =~ 0, la largeur ' est trés supérieure & zéro et ne possede pas non plus de mimimum.

La figure 4.14 montre I'(k,w) pour le vecteur k & la surface de Fermi pour différentes
températures. Un fit simple donne le résultat

Ty ~ (T - 0.0081)7%9%¢ (4.29)

De méme, la figure 4.15 montre les fonctions spectrales correspondantes.




96 CHAPITRE 4. LA PHASE NORMALE

2.5

21 T=0.0085 ] 0.9¢ T=0.0150
T=0.0100

0.8} T =0.0085

0.7¢

1 -0.1  -0.05 0 0.056 0.1

Figure 4.11: Densités d’états D(w) pour le réseau a deux dimensions 41 x 41 x 101 pour n = 0.50,
g* =0.01 et A, = 0.4 pour différentes températures.
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Figure 4.12: Fonctions spectrales A(k,w) pour le réseau a deux dimensions 31 x 31 x 101
avec A, = 0.4, g> = 0.01, T' = 0.0085 et n = 0.50 pour les vecteurs (k, k) sur la diagonale,
k=0...27/31 x 6.
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Figure 4.13: Largeurs I'(k,w) pour le réseau & deux dimensions 31 X 31 x 101 avec A, =04,
g2 = 0.01, T = 0.0085 et n = 0.50 pour les vecteurs (k, k) sur la diagonale, k = 0...27/31 x 15.
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RES2D 41 x 41 x 101 n=0.50
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Figure 4.14: Largeur I'(k,w) pour k & la surface de Fermi pour différentes températures, pour
le réseau a deux dimensions avec A, = 0.4, g* = 0.01 et n = 0.50. La figure de gauche montre
T'4 en fonction de la température.
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Figure 4.15: A(k,w) pour k & la surface de Fermi pour différentes températures, pour le réseau
4 deux dimensions avec A, = 0.4, g* = 0.01 et n = 0.50.
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4.5 Spectre des bosons

Pour étudier le spectre des bosons, nous disposons des nombres d’occupation an obtenus di-
rectement & partir des fonctions de Green Gp(q, ) et des fonctions spectrales Ag(q, w) obtenues
par continuation analytique. Dans tous nos calculs, nous trouvons que les fonctions spectrales

peuvent étre décrites par des Lorentziennes de la forme

Ag(q,w) = = qu]Y: T (4.30)
oli w, est le pdle pour le mode q (centre de la Lorentzienne) et 4, est I'inverse de la durée de
vie (largeur de la lorentzienne). La valeur de w, est déterminée en recherchant le maximum de
la fonction spectrale, puis 7, est donnée par quatre fois I'inverse de la hauteur de la fonction
spectrale. La figure 4.16 montre le spectre des bosons w, pour le réseau a deux dimensions
pour différentes températures, ainsi que le spectre obtenu a partir des nombres d’occupation
des bosons < b7b, >, en fittant par la distribution de Bose

< b;’bq >~ (exp(Bw,) —1)7" (4.31)

On remarque que Pon trouve un bon accord entre le spectre obtenu & partir des fonctions
spectrales et celui obtenu en utilisant la distribution pour des bosons indépendants, et que
I’accord est d’autant meilleur que ’on se rapproche de la transition. La figure 4.17 montre
la partie imaginaire v, correspondante, ainsi que le rapport 7,/w,. On trouve que la partie
imaginaire diminue avec la température, néanmoins, le rapport lorsque q devient petit ne tend
pas vers zéro et semble peu dépendre de la température. Ce résultat montre que les bosons
ne sont pas des bonnes quasiparticules pour le réseau a deux dimensions. Cela est cohérent
avec le fait que ’on a trouvé une 7, non nulle pour ce systéme. Si l'on avait trouvé de bonnes
quasiparticules, alors I’argument d’espace de phase de la condensation de Bose-Einstein aurait
donné une 7, nul. La encore il faut nuancer ce résultat avec la petite taille du systeme.

La figure 4.18 montre les densités d’états des bosons pour le réseau & deux dimensions pour
différentes températures. La densité d’états est essentiellement composées de deux pics assez
larges et trés séparés. Nous avons vérifié que la densité d’états démarre pour w = Eyg, ce qui
est un bon test pour la continuité analytique.

La figure 4.19 montre les nombres d’occupation, < b}b; > pour le réseau & deux dimensions,
pour différentes températures, alors que la figure 4.20 montre ces nombres d’occupation pour
un réseau a une dimension. Comme nous I'avons déja mentionné, on obtient une distribution
a la Bose-Einstein, qui diverge en q = 0 lorsque Egr ~+ 0. Nous remarquons aussi que le com-
portement est trés similaire pour le réseau a une dimension et pour le réseau a deux dimensions,

cette remarque étant d’ailleurs valable pour Pensemble des résultats obtenus.
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Figure 4.16: Péles des bosons w, pour le réseau & deux dimensions 41 x 41 x 101 avec &g = 0.4,
g% = 0.01 et » = 0.50, pour différentes températures. Les vecteurs q sont sur la diagonale
du réseau, en unité de 2r/41. Les ronds correspondent aux pdles obtenus a partir des fonc-
tions spectrales alors que les croix correspondent aux énergies obtenues en fittant les nombres
d’occupation par une formule de Bose-Einstein.
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Figure 4.17: -, des bosons pour le réseau a deux dimensions 41 x 41 x 101 avec A, = 0.4,
g% = 0.01 et n = 0.50, pour différentes températures. Les vecteurs q sont sur la diagonale du
réseau, en unité de 27/41. La partie (a) représente v, pout T = 0.0085 (o), T' = 0.01 (*) et
T = 0.015 (x), alors que la partie (b) représente le rapport 7,/(wy — wg=o)-



4.5. SPECTRE DES BOSONS 103

1 000 1 I I ] T

900

800

700~

600

500}

400

300

200+

100

-~
I — .

C 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

0

Figure 4.18: Densité d’états des bosons, Dp(w) pour le réseau a deux dimensions, avec A, =
0.4, ¢> = 0.01 et n = 0.50 pour trois températures, T = 0.0085, T = 0.01 et T = 0.015.
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Figure 4.19: Nombres d’occupation des bosons, < bfb; > pour le réseau & deux dimensions
41 x 41 x 101 avec A, = 0.4, g = 0.01, n = 0.50, pour différentes températures. Le vecteur q
correspond a la diagonale. La partie (a) montre les 21 vecteurs alors que la partie (b) montre
seulement les premiers vecteurs, pour plus de clarté.
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Figure 4.20: Nombres d’occupation des bosons, < bfb, > pour le réseau a une dimension
201 x 101 avec A, = 0.4, g*> = 0.01, n = 0.5000, pour différentes températures. La partie (a)
montre les 101 vecteurs alors que la partie (b) montre seulernent les premiers vecteurs, pour
plus de clarté.
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Figure 4.21: Conductivité pour le réseau & deux dimensions 41 x 41 x 101 pour A, = 0.4,
g% = 0.01 et » = 0.500 pour différentes températures. Les énergies sont en unité de largeur
de bande et la conductivité en unité de 4e*t?a?/h® La figure de gauche montre o(w) pour
différentes températures et la figure de droite montre o(w = 0) en fonction de la température.

4.6 Conductivité

Les fonctions de Green & une particule des fermions permettent d’obtenir la conductivité optique
lorsque 'on néglige les corrections de vertex. Nous avons donc calculé la fonction de Green
courant-courant II(7) en faisant la convolution des fonctions de Green des fermions, puis effectué
la continuité analytique afin d’obtenir sa fonction spectrale A{w). La conductivité est alors
o{w) = Mw)/2w. Sur la figure 4.21 nous montrons les conductivités obtenues pour un résean a
deux dimensions pour différentes températures pour un remplissage fixe en unité de 4e®t?a®/h%.
On observe que la conductivité statique diminue fortement avec la température.
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé la phase normale du modele Boson-Fermion dans la
limite du modéle Esg — 0. Nous avons utilisé ’approximation des équations diagramma-
tiques couplées pour les fonctions de Creen des fermions et des bosons. Nous avons résolu
numériquement ces équations pour des réseaux cubiques & une et deux dimensions, pour une
large gamme de parametres. Nous avons opté pour une représentation en fréquences de Mat-
subara qui permet d’obtenir des résultats précis avec des moyens modestes, mais qui nécessite
d’effectuer une continuité analytique pour obtenir les fonctions de corrélation dynamiques. Nous
avons obtenu de bons résultats pour ces continuités analytiques au moyen d'un approximant
de Padé.

Nous avons montré que le couplage permet de délocaliser fortement les bosons et que la
fonction de corrélation ¢, entre proches voisins augmente lorsque l'on se rapproche de la tran-
sition, mais ne diverge pas. L’étude de leurs fonctions spectrales révele que les poles des bosons
sont bien définis, mais que la durée de vie reste assez faible pour pouvoir conclure sur la possi-
bilité d’une condensation de Bose-Einstein dans un systéme & trois dimensions. Les fonctions
de corrélation statiques < b7 by > indiquent qu’un ordre & longue portée se développe lorsque
’on abaisse la température. Les résultats & basse température pour le parametre d'ordre Eop
et la longueur de corrélation ¢ donne une température critique nulle pour le systeme a une
dimension, mais une valeur non nulle pour le systéme & deux dimensions. Ces résultats sont a
tempérer avec les faibles tailles des réseaux que l'on a utilisé et avec les tres faibles températures
avec lesquelles nous avons travaillé,

L'étude du spectre des fermions revele la formation d'un pseudo-gap a l'énergie de Fermi
w = 0, d’une largeur de 'ordre du couplage g qui se développe lorsque 'on s’approche de la
transition. Dans cette région, la durée de vie des fermions est trés faible et I'on ne peut plus
parler d’excitations cohérentes, comme le montre l'analyse des pdles complexes des fonctions
de Green et de leurs résidus. Nous avons montré que cette brisure du liquide de Fermi est

principalement générée par le processus direct.







Chapitre 5

Bosons de Coeurs Durs

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous essayons de prendre en compte les corrélations de coeurs durs pour les
bosons. Jusqu’d présent, nous avons négligé ces corrélations dans le modele Boson-Fermion ol
les opérateurs de Bose ont les relations de commutation habituelles. 51 I'on veut prendre en
compte ces corrélations de coeurs durs, il faut restreindre l'espace de phase pour les excitations
des bosons. La facon la plus naturelle est d’utiliser des opérateurs de spin [27, 28]. Néanmoins,
du fait que ces bosons de coeurs durs sont localisés sur les sites du réseau, on va voir qu’il
est suffisant de manipuler des espaces & deux états: site vide et site doublement occupé. Cela
revient & considérer des matrices 2 x 2, la représentation des spins § =1/2.

Nous allons voir que 1’on peut retrouver essentiellement le méme formalisme que pour le
modeéle Boson-Fermion. Notamment, dans la phase normale, on peut définir des équations
diagrammatiques en considérant un propagateur de boson libre modifié qui tient compte des
contraintes de coeurs durs, cornme dans l’approche de Hubbard pour la transition entre la limite
atomique et la limite itinérante[8)].

Dans le modéle mixte original, les opérateurs b; sont des opérateurs de bosons de coeurs
durs définis sur les sites R, du réseau et représentent des paires de fermions localisées. Nous
considérons uniquement un état singlet (S = 0) pour les paires, de sorte que les opérateurs de
paires peuvent étre décrits par des matrices 2 x 2. Chaque site peut accomoder deux états: un

état vide note (1) et un état occupé par une paire noté G’) Le hamiltonien H, pour un site

o
s’écrit alors
0 0
H, = (0 Eo) (5.1)

avec toujours By = Ap — 2u. La fonction de partition grand canonique Z, pour un site est

alors

Z, =1+ e (5.2)

On en déduit le nombre moyen de particules pour un site 2np( Ep), en dérivant par rapport au
potentiel chimique x. Le nombre moyen de paires étant alors np(Eo). Comme dans le modele

Boson-Fermion, on définit la densité de paires n, comme étant le nombre total de paires divisé

109
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par le nombre de sites du réseau, ce qui donne n, = np(Ep) pour le systeme sans interaction.
L’équation qui permet de déterminer le potentiel chimique pour le systeme sans interaction est

alors .

n = TLF(EO) + ﬁ Zk: nF(ek) (5.3)
c’est-a-dire N = Ny, + 2N, oil N est le nombre total moyen de particules dans le systeme, Ny,
est le nombre moyen de fermions dans le systéme et NV, est le nombre moyen de paires dans
le systéme avec n = N/2M, njer = Njer /2M et ny, = Np/M. On a la relation n = nye, + nyp.
Nous évaluons maintenant la fonction de Green libre pour les paires. Pour cela, on considére
la fonction de corrélation Jp{w) définie dans ’appendice sur les fonctions de Green. Pour un
site on a

Bw) = Z71 3 <nlbtim><m|b|n> PP 21 §(En - B+ w) (5.4)

n,m

. 1
Dans ce cas, il n’y a qu’un seul terme dans la somme, correspondant a | m >= (o) avec B, =0

et |n>= (g) avec £, = E,;. On obient alors

Jo(w) = np(Eo) tanh %ﬁE{, om §(w — ) (5.5)

On utilise alors la relation entre J;(w) et la fonction spectrale Ap{w), qui a la symétrie de Bose
du fait que les paires sont constituées de deux fermions, J(w) = np(w) Ap(w). On obtient
alors la fonction spectrale de la fonction de Green libre des paires

AY(w) = tanh pEo 27 5w — Bo) (5.6)

et la fonction de Green non perturbée retardée est

tanh lﬁEo
G2 = —2 5.7
On vérifie, notamment, que le nombre de paires est donné par la formule standard
dw
Ny = fﬂ na(w) Ap(w) (5.8)

en utilisant la relation ng(z) = np(z) tanh %ﬁ:c

La forme de l'interaction dans le modele mixte, préserve la structure interne des bosons de
coeurs durs de méme que H,. Il s’ensuit que le développement diagrammatique pour le modele
mixte est le méme que pour le modéle Boson-Fermion. La seule différence se situe au niveau
des propagateurs libres G% et G% qui sont différents. On voit alors que la fonction de Green

de paires peut étre obtenue simplement comme

tanh ’%ﬁEg

Gp(q,w) =
Paw) = 5 3BEs Ta(q,w)

(5.9)
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ou Lp(g,w) est la self-énergie du propagateur de boson évaluée pour les mémes diagramrmes
constitués de propagateurs de fermions (ordre deux). En particulier, le critére pour I'instabilité
supra qui est déterminé par le pole des bosons Eq+Zp(0,0) = 0 pour le modéle Boson-Fermion
devient, pour le modéle mixte

1
Eg + tanh EﬁED 23(0,0) = 0 (510)

Ce résultat est en fait le résultat obtenu au niveau RPA au moyen des équations d’évolution
pour le propagateur de paires. Cette dérivation a la Hubbard n’est pas justifiée en elle-meéme,
mais elle permet de s’affranchir encore une fois du théoreme de Wick tout en prenant en compte
des corrélations de coeurs durs. '




112 CHAPITRE 5. BOSONS DE COEURS DURS

5.2 Théorie du champ-moyen pour la phase supra

Nous définissons la phase superfluide du modeéle mixte comme ’état ou les parametres d’ordre

< b; > et < c_gckt > sont non nuls. Le terme d’interaction est
‘D> b e + chel by ‘ (5.11)
J _

on pose la transformation de Bloch Wannier

Cig = NiTi e Chko (5.12)
pour les fermions, et
b = 3 &Rk (5.13)
g
pour les paires. Le terme d’interaction s’écrit alors
93 |5 cobrartrr + gy b (5.14)
kg

Nous somme passés dans ’espace réciproque uniquement pour pouvoir définir les corrélations
supras des fermions. On définit alors les gaps ou plus précisement les sources supras Ay, pour

les fermions et Aj,. pour les paires

g .
Dpes = g <bg>= u < by > (5.15)
et
Ape = i Z < Cog) Crt = (516)
M k

Le hamiltonien champ-moyen est alors

HCM — Z € Cza.Cka- + Abca z [C_lekT + C;:Tczl]
k.o k

+ Y Eobib; + Ape > [ + b
i

i

— g Y [<bf > <cpor > + <bo> < ety > ] (5.17)
k

Pour les paires, tous les sites sont dégénérés. Pour un site 7, le hamiltonien est

_ 0 Ahc
ne (2 ) .
les valeurs propres de H, sont Ay = Ey/2 £ . avec

The = EE/4 + A}, (5.19)
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On en déduit la fonction de partition pour un site j
Z, =2 e~ 5ABo cosh Bk (5.20)
Pour évaluer les diverses valeurs moyennes correspondantes a H,, on utilise

cosh Byne + %ﬂh— sinh Svae -%‘:i sinh By
1 c c
e~ Py = gm3PH0 (5.21)
- %ff sinh Byhe cosh B9p. — %‘3}: sinh Byp.

et les représentations matricielles des opérateurs de paires

01 0 0 ' 0 0
bj:(oo) ) 5;2(10) et b;!'bjﬁ((}l) (522)

[’évaluation des valeurs moyennes se réduit a des traces de matrices. On obtient

A
<b;>= — ¢ tanh BYhe (5.23)
. 2 Yhe
et 1 B
+ - o]
< blb; > = 371 - tanh Byp. {5.24)
Pour les fermions, on a les résultats habituels
Abcs 1
<o >= - tanh (— ) 5.25
C_k{Ck1 T Ll (5.25)
el
1 €k 1
< C:erT > = 5 (1 - ’Y_k tanh <§ﬁ’yk) ) (5.26)
avec v, = (& + AZ,)"/%. On en déduit les équations self-consistantes pour les deux gaps
Ape g tanh 18,
Apes = —g tanh (B, et Ap. = —=— — 5.27
b D e (B%ne) h i Zk: 3 (5.27)

On condense les deux derniéres équations en une seule équation: 1’éguation du gap qui est
donnée par
. tanh Gyne 1 Z tanh zﬁ'yk

1 =
2 Yhe 2 Y

(5.28)

L’équation pour le nombre total de particules dans le systéme est donnée par

1 1 €L 1 1 EO
n M ; ) (1 - an (2,671;) ) + 5 (1 5 tanh (ﬁ’rhc)) (5.29)

Ces deux derniéres équations constituent les équations du champ-moyen. Elles permettent de
déterminer le potentiel chimique u et les deux parameétres d’ordre qui sont reliés entre eux.
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Figure 5.1: Solutions numériques des équations du champ-moyen a T' = 0 et 4 T, pour g% = 0.01
et Ag = 0.4 en fonction du remplissage. La figure (a) montre le gap des fermions et le gap des
paires. La figure (b) montre T, en fonction du remplissage. La figure (¢} montre T, en fonction
du nombre de fermions et de paires. La figure (d) montre le rapport 274, /7.

La température critique du systéme T¢ est déterminée lorsque les deux parametres d’ordre
s'annulent. Dans ce cas, v, — Fo/2 et 4, — |ex]. Les équations & T, sont alors

1 g° tanh 8¢,
Ey = tanh (=-08E;] = — 2 = .
o = ten (2‘3 ”) M2 2 (5-30)
et
1
n = np(Ey) + — E np(e) (5.31)
M <

Ces équations sont en accord avec celles obtenues dans la section précedente.
Nous résolvons ces équations champ-moyen numériquement pour les parametres Ag = 0.4

et g2 = 0.01 en prenant la densité d’états en /z(1 — z).
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5.3 Longueur de pénétration

En appendice, nous avons montré que l'on pouvait obtenir la longueur de pénétration ma-
gnétique au niveau RPA en évaluant le noyau Keg. Cette approximation permet d’obtenir la
longueur de pénétration magnétique non locale. A température nulle, la partie longitudinale
du noyau K = ¥, Kaa s'écrit

e?a? (UkVkiq — Vklkiq)
K = 2 ty nr — S, 1 g 5.32
(@ K ; ¢ ! Vitq T Vh (5.82)
avec
te = 2t Y cos{aka) (5.33)
et
Skg = 41% Y sin® a(ka + ¢a/2) (5.34)
k

Le premier terme dans l'expression de K qui est indépendant de g correspond a la longueur
de London )\;2 alors que le second terme permet de définir une longueur de pénétration non
locale. Du fait que nous avons un réseau discret, nous définissons la longueur de penétration

non locale, par analogie avec la longueur de Pippard, par

y _ Jodalg’+ K(g,9,9)"
Jo dg (¢ +1)7

Pour évaluer ces longueurs de pénétration, nous utilisons un réseau discret a trois dimensions

(5.35)

de taille 51 x 51 x 51 avec les mémes paramétres que précédemment, A, = 0.4 et g°> = 0.01.
Nous retrouvons le méme comportement pour les gaps des fermions et des bosons de coeurs
durs ainsi que pour la longueur de London que ’on peut calculer sans utiliser de réseau discret.
Sur la figure 5.2 nous montrons la longueur de pénétration de London locale A7, ainsi que
la longueur de pénétration non locale A~? définie par la formule 5.35. Le comportement des
deux longueurs est trés différent. La longueur le London est uniquement reliée au nombre de
fermions dans le systéme par leurs termes cinétiques. Du fait que le nombre de fermions ne
varie pas beaucoup dans notre systéme, le terme de London montre une faible variation. Pour
annuler cette longueur de London, il faudrait remplir entiérement la bande des fermions. Or
dans notre systéme, c’est la bande de bosons de coeurs durs que ’on remplit et qui controle
la supra. Pour retrouver que la longueur de pénétration magnétique s’annule dans la phase

normale, il est nécessaire de considérer la contribution paramagnétique.
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Figure 5.2: Longueur de pénétration magnétique a 7' = 0 pour la phase supra pour un réseau
cubique 51 x 51 x 51 avec A, = 0.4 et g = 0.01. Les ronds représentent la longueur de
pénétration locale A;z alors que les croix représentent la longueur de pénétration non locale

A2 en fonction du remplissage en unité de 2e2a?/R%.
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Figure 5.3: Nombres d’occupation des bosons de coeurs durs < bt by > pour un réseau a deux
dimensions 31 x 31 pour différentes températures. Le pole des bosons est Eqr = 0.0090 pour
T = 0.012, Eor = 0.0133 pour T' = 0.015 et Eor = 0.0203 pour T = 0.020.

5.4 Excitation dans 1’état normal

Nous avons vu dans l'introduction, que P'on pouvait décrire les bosons de coeurs durs sans
interaction au moyen d’une fonction de Green de Bose, moyennant 'indroduction d’un facteur
thermique suppplémentaire tanh %ﬁEo = (1 ~ 2np), ok n, est le nombre de paires par site.
L'idée est donc de modifier les équations diagrammatiques du modele Boson-Fermion pour
la phase normale en remplagant la fonction de Green des bosons non perturbée G%(q, ) par
la fonction de Green non perturbée des paires G%(g,i). Les équations comportent alors un
facteur supplémentaire (1 —2n,) qui doit étre calculé de fagon self-consistante. Nous avons donc
modifié le code numérique pour le modele Boson-Fermion afin d’inclure le facteur thermique.
Nous avons trouvé que le systéme d’équations converge beaucoup moins rapidement que pour
le modéle Boson-Fermion (ce qui montre sans doute la pauvreté de Papproximation). Il n’a pas
été possible de descendre assez bas en température pour observer le pseudo-gap dans la densité
d’états des fermions, par exemple. Sur la figure 5.3 nous montrons les nombres d’occupation
des bosons < &Fby > pour un réseau & deux dimensions 31 x 31 pour les parametres habituels
A, = 0.4, g° = 0.01 et un remplissage de n = 0.500 pour trois températures différentes.
Comme dans le systéme Boson-Fermion, les bosons de coeurs durs deviennent itinérants et les
nombres d’occuf)a,tion montrent le méme comportement lorsque 'on diminue la température.
On peut noter que 'on obtient des nombres d’occupation toujours inférieurs & P'unité, ce qui est
en accord avec la contraine de coeurs durs que l’on a mis dans les équations alors que pour le
modeéle Boson-Fermion, sans contraintes de coeurs durs, on obtenait des nombres d’occupation

bien plus grands que 'unité.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tenté de prendre en compte les corrélations de coeurs durs. Les
résultats champ-moyen pour la phase supra sont assez similaires a ceux obtenus pour le modele
Boson-Fermion. La principale différence étant la dépendance par rapport au remplissage du
systeme. Dans le modele Boson-Fermion, le nombre de bosons n'est pas limité et accomode des
remplissages du systéme avec npos 3> 1 alors que pour des bosons de coeurs durs, nous avons la
restriction ng,, < 1. Il en résulte que la superfluidité des bosons disparait lorsque ’on remplit
suffisamment le systeme.

En ce qui concerne la phase normale, I’approximation des équations couplées s’est avérée
trés pauvre du point de vue de la convergence numérique. Il faut trouver un autre type
d’approximation qui prenne mieux en compte les corrélations de coeurs durs que celle que
I’on a utilisé et qui consiste & prendre un propagateur de bosons modifié & la Hubbard dans nos
équations self-consistantes, cette approximation n’étant valable qu’au niveau RPA. Néanmoins,
tant que 'on considere des densités de bosons faibles, et que l'on ne s’intéresse pas a la

dépendance en dopage, le modele Boson-Fermion devrait étre une bonne approximation.



Chapitre 6

Conclusion Générale

Le modele Boson-Fermion que nous avons étudié dans cette these décrit des bosons localisés
de charge 2e et des fermions itinérants de charge e sur un réseau. Les deux sous-systemes
interagissent via une interaction d’échange entre un boson et deux fermions de spin opposés
et la conservation de la charge est assurée par un potentiel chimique partagé pour ces deux
types de porteurs de charges. Ce modeéle exhibe un état fondamental supraconducteur avec un
gap du type BCS dans les excitations & une particule des fermions et des excitations collectives
pour les bosons. La différence avec ’approche standard de BCS est que bien au dessus de la
température critique T, il se développe un pseudo-gap dans la densité d’états & une particule
des fermions. Ce pseudo-gap devrait évoluer vers un vrai gap (le gap BCS) pour 7' < T,
dans la phase supra. Nous nous sommes interessé en particulier au régime de température
au dessus de T, ol des propriétés différentes de celle d'un liquide de Fermi ont été mises en
évidence[30, 32]. A cause de I’hybridation entre les fermions et les bosons, nous avons trouve,
dans la phase normale, un applatissement du spectre & une particule des fermions, avec de fortes
ressemblances avec le spectre des quasiparticules de Bogoliubov dans 1’état supraconducteur.
Ces excitations s’averent fortement amorties et leur poids spectral diminue quand on s’approche
du vecteur de Fermi. La durée de vie de ces excitations prés du vecteur de Fermi tend vers
zéro lorsque la température diminue a T, (la température critique n’a pas pu étre atteinte
dans nos calculs numériques). Les fonctions spectrales pour les excitations a une particule pres
du vecteur de Fermi n’ont pas une simple forme de Lorentzienne. Pour pratiquement tous
les vecteurs k autour du vecteur de Fermi, nous obtenons essentiellement trois poles dont la
somme des poids spectraux vaut pratiquement V'unité. Nous avons trouvé, qu’en général, les
résidus sont des nombres complexes avec une partie imaginaire plus grande pour les modes
avec une faible durée de vie (y; grand). Les résidus complexes indiquent généralement de fortes
interférences entre les poles signifiant que les excitations a une particule ne peuvent plus étre
décrites par un unique péle dans la fonction de Green, en opposition avec la théorie des liquides
de Fermi. Une quantité trés importante qui caractérise la déviation par rapport au liquide de
Fermi est la largeur I'(k,w) = —2/mZ(k,w + 10%), notamment sa dépendance en température
et en fréquence. Pour un liquide de Fermi classique, elle doit s’annuler en w? au voisinage de

la surface de Fermi, alors que pour un liquide de Fermi Marginal elle se comporte comme jw|.
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A température finie, on a Iw) ~ aT? + bw? et T{w) ~ aT + b|w| respectivernent. Dans ce cas,
le comportement non liquide de Fermi peut étre considéré comme marginal alors que dans le
modeéle Boson-Fermion les déviations par rapport au liquide de Fermi sont trés importantes.
Nous avons trouvé que le minimum de I'(k,,w) n’était pas en w = 0, mais pour des valeurs
inférieures, bien que lorsque 'on diminue la température, le minimum se déplace légérement
vers zéro. Le comportement en température que nous avons obtenu, I'(k,,0) ~ 7% (a = 0.086
pour 2D et a = 0.60 pour 1) est exactement opposé & la situation d'un liquide de Fermi. En ce
qui concerne la fonction de distribution n(k) des fermions, nous avons obtenu, pour 1D et 2D,
qu’elle est pratiquement indépendante de la température sauf juste autour du vecteur de Fermi.
La disparition des excitations de quasiparticules pour les fermions s’accompagne de I'apparition
d’excitations bien définies pour les bosons, qui initialement localisés deviennent itinérants. Nous
avons toujours obtenu des fonctions spectrales avec une simple forme de Lorentzienne, dont la
largeur diminue avec la température. Lorsque 'on diminue la température, les bosons acquigrent
un spectre quadratique w, = ﬁzqz/ZmB avec une masse dépendant de la température. A 1D
nous avons trouvé que la masse des bosons était de l'ordre d’une dizaine de masses électroniques
alors que a 2D nous avons trouvé une vingtaine de masses électroniques, pour les plus basses
températures.

Les calculs numériques dans la phase normale ont montré que les propriétés d’un liquide de
Fermi sont complétement déiruites pour le modele Boson-Fermion & une et deux dimensions.
Cela est du aux fortes fluctuations supras qui se développent bien au dessus de la température
critique et qui peuvent étre vues dans la fonction de corrélation des paires — essentiellement
déterminée par la fonction de Green des Bosons — qui est une parfaite Lorentzienne. A partir des
fonctions de corrélations statiques des bosons nous avons pu estimer la longueur de cohérence
définie par < b} b, > a(l+£%¢*)" qui pour 2D varie comme £ ~ (T —T.)7" (avec v =~ 1.25 et
T, ~ 0). Les effets précurseurs d’une superfluidité des bosons et d’une supraconductivité des
fermions peuvent aussi étre vus dans le comportement du péle des bosons qui doit s’annuler &
T, (théoréme de Hugenholtz et Pines), ie By + Ep5(0,0) ~ (T — 1',)* avec & ~ 2.7 pour 2D
et a ~ 2.4 pour 1D. Ces effets précurseurs cachent un spectre du type Bogoliubov pour les
fermions qui est suramorti dans la phase normale. Il en résulte qu’un pseudo-gap se développe
bien au dessus de T,,. Nos calculs numériques n’ont pas permis de conclure si ce pseudo-gap
évoluait vers le vrai gap BCS, mais les résultats champs-moyen antérieurs[21] et des résultats
préliminaires sur la phase supra{33] suggérent un tel scénario.

Notons que le modele Boson-Fermion devrait étre comparé au modeéle de Hubbard U < 0
pour lequel un état a deux particules résonant apparait & Uintérieur du spectre continu &
deux particules. Contrairement au modéle Boson-Ferrnion, ces états sont suramortis et ’on ne
s’attend pas a ce qu’ils donnent une condensation de Bose-Einstein. Bien que le modéle de
Hubbard U/ < 0 posséde de nombreuses similitudes avec le modeéle Boson-Fermion, les études
récentes suggerent qu’il reste un liquide de Fermi conventionnel pour le régime du couplage
intermédiaire 1e U ~ 4[22].

La prise en compte des corrélations de coeurs durs, n’a pu étre faite uniquement dans la

phase supra au niveau du champ-moyen. Le principal résultat étant que nous retrouvons le
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méme comportement dans la phase supra pour le modéle Boson-Fermion et le modele mixte
initial, tant que I’on considére des faibles densités de bosons. Le modele incorporant des bosons
de coeurs durs exhibe les propriétés de symétrie électron-trou, qui sont importantes lorsque I’on
analyse les propriétés du systéme en fonction du dopage[31].

En ce qui concerne Iapplication du modele Boson-Fermion aux supraconducteurs a hautes
T, on peut noter que la présence d’un pseudo-gap dans l’état normal est une caratéristique de
ces matériaux pour la phase sous-dopée comme le montre les expériences de RMN, de mesures de
succeptibilité, de chaleur spécifique, etc[52] Ce pseudo-gap néanmoins semble diminuer quand
T, atteint sa valeur optimale, lorsque l'on augmente le dopage. Un tel comportement peut
&tre attribué & une variation de A, et du couplage en fonction du dopage. Le modele Boson-
Fermion que nous avons étudié ne prend pas en compte une telle dépendance. La forme de
raie donnée par la photoémission (ARPES) n'est pas en accord avec nos résultats, de méme
que la conductivité optique et nos résultats préliminaires sur les fluctuations magnétiques. Il
faut alors souligner les limitations de notre modele par rapports aux matériaux supras qui sont
des composés complexes d’une part et qui possédent une géométrie particuliere. Une extension
du modéle dans cette voie, serait d’incorporer des interactions a longue portée pour le terme
d’hybridation: v — v;; et d’autre part de prendre en compte la structure quasi-bidimentionnelle.







Appendice A

Fonctions de Green

A.1 Fonctions de Green pour les bosons

On définit la fonction de Green retardée pour deux opérateurs A et B par
6(t
GR(t) = % < [A(t), B] >
avec ‘ _
A(t) = exflt A e nHlt

et
<A>= T'r{e_‘GH A} / TT{e‘ﬁH}

(A.1)

(A.2)

(A3)

A(t) est la représentation de Heisenberg de I'opérateur A et H est le hamiltonien du systéme.
g p y

Soit |n > et E, les états propres de H tels que
Hln >= E,|n >
On peut alors écrire deux fonctions de corrélations

Ji(t) =< A(1)B >= 213 e < n|Blm >< m|Aln > efomen)

Jo(t) =< BA(t) >= z™? Z e P < n|Bjm >< m|Ain > gilwm—wn)t

On définit les transformations de Fourier

on obtient alors

J(w)= 2713 < n|Blm >< m|Ajn > e B §(wm — wp + W)

n,m
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(A.4)

(A.T)

(A.8)
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Jo(w) = 271 < n|Blm >< mlAjn > e PE 2§ (wm — wa + w) (A.10)

et la relation
Jo(w) = 7P J) (W) (A.11)
A.1.1 Fonction spectrale

La fonction de Green retardée s'écrit en fonction de Ji(w).

GR(t) = %) < A(t)B — BA(2) >
(A.12)
tﬁ 2 f+°° dwe—"“’tjl(w) [1 o E_I_Bﬁ‘;]
on a donc
- _ L —Bh
27rh./oo w_w_'_mJ(w) {1 e ] (A.13)
Les parties réelles et imaginaires de la fonction de Green retardée sont
Re GR( ) = pr dw 5(@) [1 B —,Gﬁw] (A.14)
27 h Ww—w
Rey = — _ —fhw
Im G*w) = 2ﬁ.fl(w) [1 e ] (A.15)

La relation qui relie la fonction de corrélation J;{w) & la partie imaginaire de la fonction de
(Green retardée est appelée le théoreme fluctuation dissipation dans certain cas. On définit la
fonction spectrale A(w) par

Aw) = -2k Im G%(w) (A.16)
On a alors les deux relations importantes
hw) = ns(~hw)A) (a.17)
So(w) = np(hw)A(w) (A.18)
ott ng(z) est la fonction de distribution de Bose Einstein
ns(z) = eﬁml_ - = _% + %coth %ﬁm (A.19)

A.1.2 Fonction de Green ordonnée

On définit une nouvelle fonction de Green
GT(t) = = < T[A(t)B] >
(A.20)
= 4 < A(4)B > +810 < BA(t) >
ou T est un suropérateur qui ordonne en temps. Cette fonction de Green ordonnée est reliée a

la fonction de Green retardée par
Re GR(w) = Re GT(w) (A.21)
Im G®{w) = tanh %«ﬁhw Im GT(w) (A.22)
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A.1.3 Fonction de Green en température

Dans le formalisme en température, on définit une variable o = it/h. La représentation de

Heisenberg devient

Alg)=eH A eH (A.23)
La fonction de Green ordonnée en température est
GT(0) =< T[A(0)B] > (A.24)
on a alors
GT(c) = 8(c) < A(c)B > +8(—c) < BA(c) > (A.25)
< A(e}B>=Z"") e B < p|Blm >< m|Ajn > e (Bm=Er) (A.26)
< BA(o)>=271) e~PEn < n|Blm >< m|Ajn > e7(Bn=Er) (A.27)
on a les propriétés
< Alc + B8)B >=< BA(o) > (A.28)
< BA{oc - 8) »=< A(o)B > (A.29)
GT(o) = < A(o)B> pour 0<o<f
= < BA(oc —-p8) > (A.30)

= GT(o—fB) pour —f<oc—-pF<0
donc G7 (o) est périodique sur {0,3]. On développe GT (o) en série de Fourier

GT(G) = Zeitfﬁ avec § = %ﬁn et n entier (A.31)
I
8 -
GT(p) = ;_3 fo doe "G () (A.32)
on obtient alors . .\ Alw)
Tg)y= — ood v .
G (R) = 5.3 /_m Vit (A.33)
A(w) = lim 28 Im GT(ip = —w —in) (A.34)
Tt

A.2 Fonctions de Green pour les fermions

Pour les fermions on remplace la symétrie des bosons (commutateurs) par la symétrie des
fermions (anticommutateurs).

GR(t) = 40 < {A(t),B}>
(A.35)

= %O < A()B + BA(t) >
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GT(t) = L < T{A(t)B] >
o o (A.36)
= 4 < A(4)B > %0 < BA(Y) >
La fonction de Green en température est
6(c) =< T[A(c)B] > (A.37)
7o) = z_je*“’GT(a) (A.38)
6T (7) = % fo ® doe "G () avec 7= 3—;(271 +1) (A.39)
T(w) = np(—hw) A(w) (A.40)
Ja(w) = np(hw)A(w) (A.41)
ReGR(w) = ReGT(w) (A.42)
Im GR{w) = coth %ﬁaw Im GT(w) (A.43)
A.3 Régles de somme
On a
f:’ dwli(w) = 27 ; < m|AB|m > e #Pm 21 (A.44)
j:’ dwly(w) = 21 Y < m|BAjm > ¢=#Fn 71 (A.45)
Pour les fermions, on a
JI3 dwAw) = JI8 dwld(w) + Ja(w)]
= 2%, <m|{A B}|m > E-PBmZ"1 (A.46)
- or si {A,B}=1
Pour les bosons, on a
fe dwA(w) = J23 dwlfi(w) — Ja(w)]
= 273, <ml|A, B]jm > e PEnZ1 (A.47)

= 2r s1 [A,B]=1
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A.4 TFonctions de Green et seconde quantification

Pour un systéme de fermions, le hamiltonien est de la forme
H= Ho + Hl

— +
Ho = Z €kCha Chko
ko

1
H1 = 5 E % C:_l_qdcz-;_qafckravckg
kK \q00
On définit une fonction de Green pour 'état k par
Q)
R _ ) +
Gk, t) = - < {ck,(t),ck,} >

On a la régle de somme

+oo dw
X Akw) =1

— 00

La fonction de corrélation J3(k,w) donne

+oo o
< c;;,ck, >= / %TLF(QJ)A(IC,W)

A lordre zéro, c’est-a-dire pour H = Hp, on a

1
R —
GH(k,w) = hw — e + 17

np () nr{—e)
hw—1n  hw — e + 7
Alk,w) = 2né6(hw — &)

1 1
T Biv+ e

Pour un systéme de bosons, on peut écrire le hamiltonien

GT(k,w) =

G(k,7)

H = Z Equbq + Hy
q
On définit la fonction de Green
6(t
BR(q,8) = 2 < (b,(0), 51 >

Les regles de sommation sont identiques

+o0 diu
—A =

127

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)
(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)
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+oo diy
< bth, >:_f_ np(w)A(q,) (A.61)
A Pordre zéro, on a
1
R —
BHg,w) = 3—— Bt (A.62)
1 —f—nB(E ) TLB(E )
T . q 7
Bg,w) = 3— B+ Fw—E,— i (A.63)
_ 1 1
B(q,p) = Gii1E, (A.64)
Alq,w) = 278(khw — E,) (A.65)

A.5 Forme opérationnelle pour les fonctions de Green

On pose la forme opérationelle pour la fonction de Green G{w)

1
Glw) = — (A.66)
1
Pour H=Hy+V ,on a
Fw) = Go(w) + Go(w)V G(w) (A.68}
Pour le formalisme en température, on pose
G(v) = %;’:ﬂl-H
Gol?) = s (A.69)
G(v) = Golv)—BGu(p) V G(p)
On a alors
Gk w) = < k|G(w)|k >
(A.70)
- Gg(k,w) -+ EP Go(k,&J)VkpG('p,UJ)
On définit la self-énergie %(k,w) par la relation
G(k,w) = Go(k,w) + Go(k,w)E(k,w)G(k,w) (A.T1)
Glk,v) = Golk,v) — BGo(k, ¥)E(k, 7)G(k, ¥) (A.72)
La self-énergie pour la fonction de Green retardée est obtenue a partir de la self-énergie dans
le formalisme en température par S8(k,w) = B(k, 17 = —w — 1) et on écrit
SRk, w) = R(k,w) — %m,w) (A.73)
teo 1 T(k,w')
Ew) = 2k w)
R(k, w) pr_w S (A.74)



Appendice B

Théorie des Perturbations

Dans cet appendice, on revoit le développement de Feynman-Dyson pour des questions de
notations, puis on montre comment on l'utilise pour calculer les self-énergies et le potentiel

thermodynamique.

B.1 Le développement de Feynman-Dyson

On définit la représentation en interaction { en température ) d’un opérateur A par

Alg) =" 4 o0 (B.1)

ot H, est le hamiltonien non perturbé et représente en fait Ho — pN. On définit I'opérateur
d’évolution U(o,c’)
Ulo,a") = e gmlo=)H o=t (B.2)
qui vérifie 'équation d’évolution
a -
EmU(a, o) = —H(o)U(o,0") (B.3)

o

avec H = Hy + H;. La solution de cette équation est
U(o,0') =1 — ] ' do" By (a")U (0", o) (B.4)

Si Pon itere la solution, on obtient
+oo o [-41 Tr—1 - - -
Ulo,o") = z(m)ﬂf’ dos f doy ... f doy Hy(o)Hy(o)... Hi(on)  (B.5)
n=0 T a e

en utilisant le suropérateur de Dyson, la série s’écrit

+oo /. ag o o ~ =
U(g,a')zgo(n!) /, do f dog ... f do, T [Hi(o)Bi(on)... Hu(ow)]  (B.6)

On remarque alors que

e~ P = ¢ FHo U(B,0) (B.7)

129
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4 ——¢ < —>

k f -k+q *
Figure B.1: Self-énergie des fermions a Pordre deux
Alo)=U(0,0) A(o) U(o,0) (B.8)
Les fonctions de Green s’écrivent
< T{A(c)B] >= éTT {ePH A(o)B} (B.9)
et en utilisant la représentation interaction, et 'opérateur d’évolution U(/,0), on obtient

< T[A(0)B] >= = T[Z(g’(z)f;g‘zf | >0 (B.10)

La fonction de partition Grand Canonique s’écrit
2(T,p,Q) = Tr{ePH}
= Tr{e‘ﬁH° U(ﬁ,(})} (B.11)

= (T, p, ) <U(B,0) >0

avec

+m —T -~ ~ ~
U(ﬁ,o)zg(n!) /Uﬁdal /Oﬁdaz foﬁdan T |By(o)i(os) ... Fi(on)]  (B12)

B.2 Self-énergie des fermions
La fonction de Green des fermions est
G(k,o) =< T[exr{o) c;ﬂ'}] > (B.13)

On se propose d’évaluer la self-énergie des fermions a l'ordre deux qui intervient dans 1’ap-

proximation des équations couplées par exemple. Le développement donne
< T[EkT(U)ﬁl(Ug)ﬁl(Ul)EzT] > (B.14)

On prend le terme qui correspond au diagramme de la figure B.1 Les contractions correspon-
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Figure B.2: Equation de Dyson diagrammatique pour la self-énergie des fermions.

dantes sont
+
Ckt C;:T Cik+ql bq b;' C_k+ql Cki CkT (B15)

ce qui correspond a
- Gg(k, g — G"z)GD(—k + q, 01— Uz)BD(q,O'Q — O‘l)Gg(k, 0'1) (Blﬁ)

On a alors la correction & la fonction de Green & l'ordre deux pour le diagramme correspondant
0 g B A 0
G(k,0) = Gk, o) — ﬂzf doy / do3G°(k, 0 — 3) ... (B.17)
5 Jo 0

Le signe moins vient des fermions. On passe en fréquences de Matsubara, ce qui donne

Gk, 7) = Gk, )~ L%, BT GOk, 7)G(—k + q,0)B%q,7 + 7/)G°(k, D) B8
18

G°(k, 7) — BG°(k, 7)Z5(k, 7)G (K, 7)
avec

Yok, v Z 62 G°(~k +q,5")B%q, 7 + V') (B.19)

On considere alors la série de dlagrammes de la figure B.2 qui correspond & l’équation de
Dyson @ = G® — BG"SkG et donc L représente la self-énergie du fermion pour cette série de
diagrammes. La derniére étape est de remplacer les lignes nues des propagateurs de fermions
et de bosons par les lignes habillées. On obtient alors la self-énergie

Sr(k,7) = Z ﬁZG —k+q,5")B(g,p + ') (B.20)

(est cette self-énergie qui intervient dans les équations diagrammatiques couplées.
On introduit les représentations spectrales des fonctions de Green de Matsubara

+oo d,'w1 1 1 1
F , M»/oo 27 foo _2——AF( k+q’w1)AF(k?w2)E;iljl+wl 2.17-’-'“7"}‘(02

(B.21)

Pour évaluer la somme sur les fréquences de Matsubara des fermions, on utilise le fait que les
poles de la fonction de Fermi np(2) sont zy = 17 et le résidu est

lim (2 — 20) nelz) = —% (B.22)

z—zg
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ce qui donne la transformation
1
jdz np(z) f(z) = WBZW:L 2 fiv) (B.23)
c T

ol le contour C englobe tous les pdles discrets. La somme que 'on veut évaluer s’écrit

1 1 1 1 1
=) — = fdz np(z) (B.24)
ﬁﬁ, U+ 2+ wg 17 4+ wy T omi z24ii 4wy 24wy
on déforme le contour C sur les deux pdles 2 = —w; et z = —1¥ — wy. La somme devient
1 1 1 _ np(—wi)-np{—iF—wy)
2] 2o Wi twg otw; £ ilﬂ-i-u:—wl ?
(B.25)
. _np(wi)ing(ws)
P +wy —wy

On obtient alors 'expression de la self-énergie en fonction des fonctions spectrales des fermions

et des bosons Ap(k,w) et Ap(q,w)

np(wi) + ng(wsz)
17+ wy — wq

2 +oo duw
ek = =G 2[5 [ Ank+ a) dsta e

q

(B.26)

A Dordre le plus bas, c’est-a-dire en prenant des lignes de propagateurs nues, les fonctions
spectrales sont celles des particules libres, Ap(k,w) = 276{w — ¢) et Ap(q,w) = 2né(w — Ey).

La self-énergie se réduit alors a

_ )+ np{E,)
T (k. 7 nE(€ ko) B.27
0 (k, 7 ; e (B.27)

La premiére remarque que 'on peut faire, est que le développement de Dyson pour les
fonctions de Green, fait intervenir deux séries; une au numeérateur et une au dénominateur. Le
dénominateur < U{(83,0) >, peut étre oublié si I’on prend uniquement les diagrammes connectés
du numérateur. Le facreur 1/n est aussi oublié du fait que 'on peut permuter les n temps en
obtenant le méme diagramme.

La deuxiéme remarque est que ’on peut obtenir la self-énergie au moyen des équations

d’évolution pour 'ordre le plus bas.

B.3 Self-énergie des bosons
La fonction de Green des bosons est

B(g,0) =< T[by(c)b]] > (B.28)
A Vordre deux, il faut évaluer le produit

< Tlby(0) Hi(oy) Hi(o1) b)) >0 (B.29)
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k+q?

-k ‘
Figure B.3: Self-énergie des bosons a {'ordre deux.

qui correspond au diagramme de la figure B.3 Les contractions correspondantes sont,

bq b;- Cek+tql Ckt CE’T Ctk+ql bq b;' (B.SO)
qui donnent
+ B%(g,0 — 03)G°(—k + q,00 — 01)G%(k, 02 — 01)B%(q,01 — 7) (B.31)
Le développement & l’ordre deux pour le diagramme correspondant est alors
0 g p A 0
B(q,0) = Bq.0)+ =% / do f do,B%(q,0 — 03) ... (B.32)
M < Jo 0
On passe en fréquences de Matsubara
2
_ - 4 _ o - _
B(a,R) = Bq,B) + 37 2 F*Ba, B)G°(—k + 9,2 = )Gk, ") B (g, ) (B.33)
k.5
On en déduit alors la self-énergie du développement de Feynman-Dyson.
2
3(0,8) = =323 B G~k +q,/~ 7)G°(k,7) (B.34)
k 7

Dans les équations diagrammatiques couplées, on remplace les lignes nues des propagateurs

par des lignes habillées. La sclf-énergie est alors
2
Zp(q,7) = ~ 2230 B C(—k+ q,3 — P)G(k, ) (B.35)
& &

On introduit les représentations spectrales des fonctions de Green des fermions, Ap(k,w).La

self-énergie s’écrit

_ g +oa du.)g 1 1 1
__9 it M2 Ap(—k kyws) =
©s(g, p) MEk:]_m o f_m o AP(=E+ g ) Ar( ’wz)ﬁg:iﬁ—iﬂ+w1 7+ wy

(B.36)

On évalue la somme sur les fréquences de Matsubara des fermions en utilisant les poles de

Ja fonction de Fermi np(z) puis en déformant le contour. On obtient alors I’expression de la
self-énergie
1— TLF(LL)]) — TLF(Wg)

1+ w4 wa
(B.37)

+oo i +oo diy
1 / B2 Ap(—k + q,w ) Ar(k, w,)

& —oo g —00 2%




134 APPENDICE B. THEORIE DES PERTURBATIONS

A Vordre le plus bas, on remplace les fonctions spectrales des propagateurs habillés par

celles des propagateurs libres. On obtient

2
0, - g 1 — np(€_kiq) — nr(er)
, = —=— — B.38
5(9,7) M ; 1 + €_p4q T+ €k ( )

On peut faire les mémes remarques sur le développement de Feynman-Dyson et la méthode

des équations d’évolution que pour les fermions.
Pour effectuer les sommes sur les fréquences de bosons, on peut utiliser les poles de la

fonction de Bose ng(z) qui valent zp = i alors que le résidu vaut
1
zl_igl(z — zp)ngp(z) = 3 (B.39)

ce qui permet de remplacer la somme discréte des fréquences de Matsubara des bosons par une
P D

intégrale de contour.

[,z na(e) () = 2 5 £65) (B.40)

ou C est un contour qui englobe tous les poles.

@]
Q

hf\/’\\k
\.J\JU)'

Ly

(N N O D
A AR a7,

o

contour pour les bosons contour pour les fermions

B.4 Potentiel thermodynamique

La fonction de partition Grand Canonigue est

E(T, 1, 8) = 2T, 1, Q) <U(B,0) >0 (B.41)
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avec

U(8,0) /j do T [F(on) ... Ha(on)] (B.42)

n—D )
Z0(T, 4, Q) est la fonction de partition Grand Canonique du systéme non perturbé qui corres-

pond & Hy

Ho= Y eclce + ZEqb;'bq (B.43)
ko=1,] q

On évalue =°

R

¢ = Tr{e‘ﬁHﬂ}
(B.44)

+
_ Tvr {e“ﬁ Ek,a’ E“c:n‘ck” e_ﬁ ZQ Eqbq bq }

Les nombres d’occupation sont diagonaux, donc on remplace la somme sur tous les états par

la somme sur les nombres d’occupation.

= = M, [Sisbefoe | I, [Spsy e |
(B.45)
= o [1 +ete | T, [ |
Le potentiel thermodynamique est
1
‘](T:JU’JQ) = '_EL'”’E(T)#JQ) (346)
pour le systéme non perturbé, on obtient
1 1
JT, p, Q) = szLn[l +e P ] 4 5 Y Lnfl — PP ] (B.47)
ko q

Dans ce qui suit, nous développons ’expression de J de fagon perturbative directe au moyen du
développement de Feynman-Dyson puis, dans un deuxiéme temps, nous employons la méthode
de la constante de couplage qui permet d’obtenir J au moyen de la fonction de Green des

bosons.

B.4.1 Développement perturbatif

Le terme d’interaction est H,

\/_ Z[b Cok|Chygr + Ck+ch-—klb ] (B.48)

Si on écrit ce terme de facon symbolique V = (At + A), alors & 'ordre n, on obtient, en

négligeant les commutateurs

Vh= (AT + A Z CP(AT) P AP (B.49)

p=0
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La valeur de V™ sur ’état non perturbé est non nullesi n = n—pou p = n/2. Il y a donc C7/?
termes & 'ordre n avec

CH2 = ———— (B.50)

n 246 [8 [10
cr/r2(6]20]70]252

(B.51)

Pour chacun des C7/? termes, il y a 2 termes cfc[b et 2 termes b*cjc;. Le nombre de

3
contractions possibles est alors [(%)1] . Donc a l'ordre n, il y a

3
C:/z X [(g—)'} = n! (<) diagrammes. (B.52)

A partir d’un diagramme, on en obtient C7/? identiques en échangeant les labels de temps:
nf2 n!
C. ) )
. (B.53)
permutations de tous les temps
permutations des A+ x permutations des 4

On peut donc regarder une seule configuration de labels de temps et multiplier le résultat
par C™/2. 1l reste alors [(%)‘]3 diagrammes a évaluer a 'ordre n.

Si l'on commence par contracter les bosons, il y a (5)! choix possibles. Ces (3)! contractions
donnent la méme contribution, car une contraction donne toutes les autres en échangeant les
labels de temps. On choisit donc une configuration avec n/2 vertices qui est représentée sur la

figure B.4. On construit tous les graphes possibles et on multipliepar (3)! x C*2. Ilya [(%)'] ’
graphes possibles. On calcule alors le nombre de diagrammes identiques. On considére le groupe
des transformations (G qui consiste & échanger les lignes de bosons ( celles de la configuration
avec n/2 vertices ). On a dim G = (%)!. On note G le groupe des transformations qui laissent
un diagramme inchangé. On note dim Gr = S . Pour obtenir S, on numérote les lignes de
bosons par des labels allant de 1 a n/2. Alors, S est le nombre de permutations qui laissent le
diagramme inchangé ( sens des fleches et labels ). Il faut de plus tenir compte de la symétrie
qui consiste & échanger le spin des lignes de fermions. Pour aller d’un vertex 7 & un vertex 7,
on a deux possibilités, soit avec le spin T, soit avec le spin [, sauf si les deux lignes de fermions
partant du méme vertex vont au méme vertex. Dans ce dernier cas, il n’y a gu’une possibilité,
on dit que les deux lignes de fermions forment une ligne de paire éguivalente. On tient compte
de cette symétrie en multipliant par le facteur 2™/, ol ny est le nombre de boucles de lignes
de fermions qui ne forment pas de lignes de paires équivalentes. Le nombre de diagrammes
équivalent est

2 (%)

S

On obtient alors la regle de somme pour les diagrammes distincts

i s ) @)

diag. dist.

N =

(B.54)
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ST

Figure B.4: Configuration & n/2 vertices.
nf=0
ne =1
S=1
N=1

Figure B.5: Diagramme pour n = 2.

soit encore en simplifiant,
2ns Ty
> =0 (B.56)

diag.dist.
Pour n = 2, il y a un seul diagramme distinct qui est représenté sur la figure B.5. Pour
n =4, il y a trois diagrammes distincts représentés sur la figure B.6. Pour n = 6, il y 2 huit
diagrammes différents qui sont représentés sur la figure B.7.
On peut vérifier les régles de sommation pour les diagrammes donnés ci-dessus. On obtient

alors I'expression de la fonction de partition Grand Canonique

2T, 1, 0) = Z(T,p,Q) o, L—;),l (diagrammes)
(B.57)
= Z%T,u,0) X2, ﬂ_-g(i}: (diagrammes différents)

Considérons par exemple la série de diagrammes de la figure B.8 pour le potentiel Grand
Canonique. Ces diagrammes sont des boucles de fermions reliées par des propagateurs de
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= L] E

nf=0 nf= 1
S=2 S=2 S=2
N:1 N:1 N:2

Figure B.6: Diagrammes pour n = 4.

Dy @D QD

nf=1 ni'=0

nf=0 nf =0 v _

$=6 §=2 5 =2 ;;

N=1 N=3 N=3 )
GVaYaVaVa Ve

nf=1 nf=1 nf=1 nf=1

S=1 §=2 5=13 S=6

N=12 N= N=4 N=2

Figure B.7: Diagrammes pour n = 6.
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Figure B.8: Série de diagrammes pour le développement du potentiel Grand Canonique

bosons. Le premier diagramme ayant une boucle, le deuxieme diagramme deux boucles, et
ainsi de suite. Ces diagrammes sont invariants par permutation circulaire des labels de temps
que l'on met sur les lignes de bosons, donc le facteur de symétrie vaut S = n/2. Toutes les
lignes de fermions sont regroupées en paires de lignes équivalentes, donc ny = 0. Le préfacteur
pour chaque diagramme est alors simplement 2 /n & ordre n.

{1l
(1]

2
° 2 = (diagrammes) (B.58)

n=24,6,...

pour le diagramme n = 2, on trouve la contribution 5

S = LT hqTasBBg, DGk, 7)G(~k +q, 71— D)

= —Y .2 aBB%q,2)T5(q,R)

pour le diagramme n = 4, on trouve la contribution 5; = [9,]? et de fagon générale, la

(B.59)

contribution & lordre 2n est Sy, = [S|™ Sil'on pose P = —053, la série g’écrit

= = EOZ:;l (_)%52; S2n

- 2R, L(-P) (B.60)

= -Z°Ln{l + P)
Cette série diverge pour 1 + P = 0, soit

14 Y3 BB(q, B)Z5(g, ) =0 (B.61)

(Vest le critére de Thouless pour ’instabilité supra lorsqu’on ne garde que la partie g = 0 et
i = 0, c’est-a-dire le pole des bosons.

Comme second exemple, nous considérons le potentiel de Ginzburg Landau obtenu en trai-
tant les champs & et ®* comme des variables macroscopiques. Dans ce cas, on a directermnent
des valeurs non nulles < ® > et < & >. Sur la figure B.9 on montre le développement dia-
grammatique jusqu’a I'ordre quatre. Il apparaﬁt deux types de diagrammes que ’on note U, et
U, avec deux et quatre lignes de bosons. On obtient alors le développement

- - 1 1
o = O 1 + Ug +§ Ung + "2‘ U4 (BGZ)

on reconnait le développement de ezp(Us + Us). En rajoutant le terme Ey|®|%, on obtient

alors ’énergie libre comme fonction de |®]°.
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=T YY

S=1 S=2 S =

bf =0 af=0 af = 0 nf=1

Figure B.9: Diagrammes pour le potentiel de Ginzburg Landau.

B.4.2 Variation du couplage

Dans la méthode de la variation du couplage, on écrit le hamiltonien sous la forme
H = Hy + M H, (B.63)

ou H; ne comporte plus la constante de couplage g alors que X est une constante pouvant varier
entre 0 et g, correspondant respectivement an systéme libre et au systéme en interaction. La
fonction de partition Grand Canonique s’écrit alors

Z(T, 1,2, 2) = Tr e HHoHAL) (B.64)

La dérivée par rapport & A donne alors

0= -
a = —,8._. < Hy > (865)

solt encore en introduisant le potentiel Grand Canonique J(T, g, 2, A}

0J ‘

En intégrant sur A, on obtient alors la formule habituelle

g < AH; >
J(T,#,Q) = JU(T: s Q) + L dA e N

; (B.67)

Pour calculer < AH, >, on remarque que

L

[bq,H] = Eqbq + A \/ﬂ Z € k| Chktqt (BGS)
k

et done .
g b;- [bq:H} = Zq: Eqb:bq + A ﬁ kzﬂbjc_k},flk+q} (Bﬁg)
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Cela permet d’obtenir la valeur de < AH, > comme

<AH1>={Z <b:[bq,H]>~—ZEq<bjbq>}+hc (B.70)
q 7

La fonction de corrélation < b}b, > correspond au nombre de bosons dans 1’état g et s'obtient
4 partir de la fonction de Green des bosons & une particule. Pour obteniz Pautre fonction de

correlation statique, on définit une fonction de Green bosonique L(g, L) par

L(g,7) = < T(lbg(r), H] b] > (B.71)
On définit de méme sa fonction spectrale 4, (g,w), ce qui permet d’écrire
o fdw 1 A(gw)
k) = [ 5r 575 + w (B.72)

On obtient alors en fonction de cette fonction spectrale, et de celle de la fonction de Green a

une particule des bosons, A_(g,w) la valeur moyenne de H;
dw dw
<AH>=2Y fQ—W ny(w) Ay(gw) — 2 3 fz—?r n,(w) B, Ay(g,w) (B.73)
2 g

ot ny(z) est la distribution de Bose-Einstein. Pour obtenir la fonction spectrale A,, il est
loisible de considérer ’équation d’évolution pour la fonction de Green des bosons, Gg(g,7) =<

T[bg(7) 8F] >:

8.Gp(q,7) = 8(7)+ < T[[H, by(7)] b > (B.74)
On obtient ainsi la relation Gg(g,7) = §(7)— L(g, 7), soit encore, quand on passe en Matsubara
1 . —

Cette relation permet d’obtenir la fonction spectrale A (¢,w) comme
Algw) = wAy(g,w) (B.76)

On obtient finalement 'expression de < AH; >
dw
<Mh>=2% fg— (w — B, |ng(w) A(g,w) (B.77)
. 71'

ot le hamiltonien H qui permet de calculer A, (au moins par perturbation) dépend de A au

lieu de g comme constante de couplage. Si E; ne dépend pas de q, on peut effectuer la somme

sur g afin de faire apparagtre la densité d’états, & la place des fonctions spectrales.
L’évaluation du commutateur pour la fonction de Green L{g,7) donne la regle de somme

+oo dw
— Ar(q,w) = E B.78
[ 5 Adaw) = B (B.78)
Cette régle de somme permet alors de remplacer P'intégrale sur w par une somme discréte sur
les fréquences de Matsubara des bosons:

<M >= 233 Tp(g,E) Gala, i) (B.79)

q P







Appendice C

Calculs Numériques

Dans cet appendice, j’explique comment j’ai effectué mes calculs numériques pour les équations
couplées des fonctions de Green des fermions et des bosons pour l'approximation diagramma-
tique ou pour 'approximation RPA. Pour les fonctions de Green, on a utilisé deux représenta-
tions: la représentation spectral e et la représentation en fréquences de Matsubara.

C.1 Représentation spectrale

Dans la représentation spectrale, on travaille avec les fonctions spectrales des fermions et des
bosons Ap(k,w) et Ap(q,w). Le principe du calcul self-consistant est

initialisation On débute le calcul avec les fonctions spectrales des particules libres
Ap(k,w) = 276w — €)
Ap(q,w) = 278(w — E,)

début de la boucle 3 ordre n , on connait les fonctions spectrales & 'ordre n — 1 au début
de la boucle

1. on calcule les self-énergies des fermions et des bosons en utilisant les fonctions spec-

trales

S L [T [T Ak g ) sl ) TS

o 2T w4+ w —wy + 1

glq,w) = Zf+m duwy f+ iJg)—%z‘l}i'( k+ q,wl)AF(k,wz)l —nplwn) - nF(-wz)

oo 2T w—wy —wy + 17

2. on calcule les nouvelles fonctions spectrales

B Tp(k,w)
Ar(k,w) = o e — RF(;:,“J)]Z + ilp(k,w)?
Ap(g,0) = I'p(g,w)

[w - Eq - RB(q:w)]Z + %Fﬂ(q)w)z

143
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fin de la boucle & l'ordre n, on connait les fonctions spectrales 3 Yordre n & la fin de la
boucle. On calcule la densité d’états & une particule pour les fermions et les bosons
Dp(w) et Dp{w) en sommant sur les fonctions spectrales. De méme, on calcule les nombre

d’occupation des fermions et des bosons n} et nf.

continuation tant que le systéme d’équations n’a pas convergé on retourne au début de la

boucle.

terminaison Le systeme d’équations a convergé. On connait toutes les fonctions specirales et

toutes les self-énergies.

Les densités d’états & une particule sont données par

1 1

=—Y —Ap(k 1
DF(UJ) M;zﬂ' F( :w) (C )
)= 11 X 5o Ae(0,) (©2)
YT M 7 2T BA Y '
et les nombres d’occupation sont donnés par
nf :f gnF W) Ar(k,w) (C.3)

—_/ "—“ns w)As(g,w) (C.4)

ao2’ﬂ'

M est le nombre de vecteurs k du réseau, np(z) est la fonction de Fermi et ngp(z) est la fonction
de Bose.

n(e) = (C.6)

C.1.1 Somme sur les vecteurs k et d du réseau

Dans tous nos calculs self-consistants, on choisit de prendre un réseau cubique a d dimensions.
Pour les fermions, on prend une relation de dispersion du type Lasons fortes

€ = 410! {Zd — QZcosk} — U (C.7)

on a choisit de prendre une bande d’énergie de largeur unité. Toutes les énergies et les
températures dans les calculs numériques sont prises par rapport a cette largeur de bande.
Les vecteurs k appartiennent a la zone de Brilloin. Soit M; le nombre de vecteurs k dans la

direction 1 tel que M = II9, M; alors les vecteurs k; sont donnés par

2
k; = %w avec ¥, =1 a M; (C.8)
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On choisit de prendre un nombre impair M; = kpoints. On pose
k; = —kfina +kfin (C.9)

kpoints = 2kfin + 1 (C.10)

Ce choix est dicté par la représentation en tableaux. Pour un réseau & une dimenslon, une
grandeur X (k) est représentée par un tableau avec kpoints cases. Les éléments de ce tableau
vont de X[0] & X{kpoints — 1]. On a la correspondance

X(k) —  X[kfin + k]

X(k=—kfin) — XI0] (C.11)
X(k=0) —  X[kfin]

X(k=kfin) — X[2kfin] = X[kpoints — 1]

Toutes les grandeurs X (k) ont la symétrie des g c'est-a-dire X(—k) = X (k) et X(k+K) = X(k)
oti K est un vecteur du réseau réciproque. A une dimension, la somme

i
Z, = i > XiY kg (C.12)
- .
s’ecrit
. kx=kfin
Zlkfin + qz] = : > X[kfin + kz] Y[k fin + kqz] (C.13)
kpoints .. 7 ¢
avec
kqz = —kz+ qz + kpoints si —kz+ gz < —kfin
= —kz + qr — kpoints si — kz +qz > kfin (C.14)
= —kz+ gz sinon

Compte tenu de la symétrie X(—k) = X(k), on peut ne calculer qu’une partie de la zone
de Brilloin { ~ % ), puis on compléte par symétrie. Pour l'exemple précédent, mais a deux
dimensions, on calcule Z[kfin + qz][kfin + qy] pour gz allant de 0 & kfin et gy allant de 0 &
k fin, puis on complete

Zlkfin + qz)lkfin —qy] = Z[kfin + qz][kfin + qy]
Zlkfin ~ qzl[kfin + qy] = Z[kfin + qz][kfin + qy] (C.15)
Z(kfin — qz]lkfin—qy] = Zlkfin + qz][kfin + qy]

ot les indices gz et gy vont de 0 & kfin. C’est de cette fagon que l'on procede pour effectuer
la somme sur k dans le calcul des self-énergies. On gagne un facteur ~ 2¢ en temps de calcul
en utilisant la symétrie k — —k.

C.1.2 Somme sur ’énergie w

Pour représenter les grandeurs de la forme X{w), on choisit un intervalle symétrique par rapport

4 lorigine w € [—Wmag; +Wmaz|- On discrétise en prenant wpoints qui est un nombre impair. On
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représente la grandeur par un tableau dont les éléments sont X[n], n allant de 0 & wpoints — 1.

On pose
n=-—-wfina -+wfin (C.16)
wpoints = 2w fin + 1 (C.17)
on définit le pas, ou résolution en énergie par
2wmax
pas = wpoints (C.18)
On a la correspondance
w=mn X pas - n
X{w) — X[wfin +n]
X(w = —wmez) — X[0] (€.19)
X(w=0) —  X[wfin]
X(w = 4wmaz) — X[2wfin] = X[wpoints — 1]
On considere la somme oo
Z(w) = / do' X(w') Y(w + o) (C.20)
la somme correspondante est
Zw fin + n] = pas x _Z Xwfin+m]Ywfin+m+nl (C.21)
avec
min = maz {—wfin, —wfin — n} (C.22
maz = muan {+wfin, +wfin —n} 22)

On utilise cette somme pour évaluer la partie imaginaire de la self-énergie.

le probléme du résidu 7. Les formules analytiques que 'on obtient font apparaitre un
résidu 77 que l'on fait tendre vers zéro. Par exemple, la fonction de Green retardée pour une
particule hibre est

Glk,w) = 1

W€y 111

(C.23)
= PP -1 — izf(w— &)

w—ey

qui donne A(k,w) = —2 Im G(k,w) = 276(w — ¢). Quand on a un pas fini en énergie, il faut
conserver la valeur de % finie. On a alors

G(k’w) = w—ei-l—:'r;
| (C.24)
_ w—€p —1in
= Gwpr
On redéfinit le résidu 7 — /2 pour obtenir
Alk,w) = 7 (C.25)

(w— )+ 37
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La fonction spectrale devient une lorentzienne de largeur . Pour bien représenter numeérique-
ment cette fonction spectrale, il faut avoir beaucoup de points w & l'intérieur de la lorentzienne,
C'est-a-dire pas < 7. En pratique, pour pas = 7, on obtient des résultats acceptables. La

somme sur l’énergie qui intervient dans le calcul de la self-énergie des fermions est

nr(wi) + npws)

f —Ap(wl)AB(wz)w P (C.26)
On calcule donc
my=+wfin mp=+wfin
TNwfin+n] = P22 x ;;: x > > AF[wfzn+m1] Aplwfin+ms][np(w: )+ np{ws)l x
my=—wfitn my=-wfin
(C.27)

7
(w + wy = w2 )? + g7

X

pas my=+wfin my=+wfin

Rlwfin+n] = %a;r_s % o X Z Z Arplw fin+m,] Aplw fin+ma){np(w: ) +np(ws)]x
(C.28)

my=—wfinms=—wfin

" W+ Wy —
(W wy — w2)? + 37

avec w = m X pas et wyg = myz X pas. Un autre probleme qui vient des résidus, vient de la

fonction spectrale A(k,w)

I{k,w)
[w — e — R(k,w)]? + ;T(k,w)?

Alk,w) = (C.29)

Si T'(k,w) est identiquement nulle, alors on obtient A(k,w) = 0 au lieu d’obtenir une fonction
delta comme le fait la continuité analytique. I faut donc remédier a cela et rajouter le résidu
3 la main & D(k,w). Pour les fermions, I'r(k,w) est toujours positive, alors que pour les bosons,

I's(q,w) est du méme signe que w. Donc aprés avoir calculé I'r(k,w) et I's(g,w), on fait la
transformation

Tr(k,w) — Tr(kw)+n
(C.30)
Is(q,w) — TDa(qw)+n x sign{w)

ol sign(z) est la fonction signe de z et qui vaut zéro si z vaut zéro.

Calcul pratiques. Dans la pratzque les temps de calculs sont longs. On peut difficilement
prendre beaucoup de vecteurs k pour avoir une densité d’états acceptable et assez de points en
énergie pour avoir une bonne résolution. La premiére solution est d’intégrer la fonction delta
dans D’expression des self-énergies L et L, c’est-A-dire prendre la limite  — 0. On obtient

alors

rlh,w)= == E/ WAF —k+q,z)Ap(q,w + z)ngp(z) + nplw + z}] (C.31)
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+oo dp

Blq,w) = ——Z/ —Ap (—k +q,z)Ar(k,w — z)[1 — np(z) — np(w — z)] (C.32)

On gagne ainsi une intégration sur l’énergie. Les parties réelles des self-énergies, sont alors

obtenues par transformées de Hilbert

+oo de Tl k )

Ri(k,w) = pp/m 2:% (C.33)
too d.’l’: PB Q7 )

Rs(q,w) = PP fm B (C.34)

Dans le cas discret, la partie principale PP, dans ces expressions, consiste & prendre w # z.
Par exemple
m=+wfin .
. pas Crlwfin + m]
R =— , .
rlwfin +n] 2T 2 . wlwfin +n] —wlwfin + m)|
m = —wfin
m # n
La deuxiéme solution pour gagner du temps est de rajouter des points a la fin du calcul, pour

calculer la densité d’états D(w) et les nombres d’occupation ni. Pour chaque valeur de E, on

(C.35)

fait correspondre 2kint + 1 points par direction centrés autour de E. On garde pour tous ces
points, la valeur de I'(k,w) et de R{k,w), mais on change la valeur de €. De méme pour le
nombre de points en énergie ou a chaque point on fait correspondre 2wint + 1 points centrés
sur la valeur de w. On peut avec cette astuce obtemr des densités d’états plus lisses (plus de

vecteurs k) et des nombres d’occupation plus lisses (plus de points sur ’axe des énergies).

C.2 Représentation en Matsubara

Le principe du calcul self-consistant est

initialisation On débute le calcul avec les fonctions de Green des particules libres

11
Ak, p) = =
(k. 7) Biv + e
11
Blg,p} = —
(q, ) BT T

début de la boucle 4 'ordre n , on connait les fonctions de Green A l'ordre n — 1 au début

de la boucle

1. on calcule les seli-énergies des fermions et des bosons en utilisant les fonctions de

Green

Sr( ZﬁZG ~k+4q,7')B(q, 7+ 7')

Sp(g, B) = —EM S B G~k +q,5~ 5)G(k, 7)
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9 on calcule les nouvelles fonctions de Green

. _1 1
G(kjy) N Biv + € +EF(k,I7)
1 1

Bifi+ Eo + Y5(q, 1)

fin de la boucle & l'ordre n , on connait les fonctions de Green & l'ordre n a la fin de la boucle.
On calcule les nombres d’occupation des fermions et des bosons nf et n? en sommant

sur les fonctions de Green.

continuation tant que le systeme d’équations n’a pas convergé, on retourne au début de la

boucle.

terminaison Le systéme d’équations a convergé. On connait toutes les fonctions spectrales et

toutes les self-énergies.

C.2.1 Représentation
Les fréquences de Matsubara sont

iv = 12 (2n+1) pour les fermions (36)

i = i% (2n) pour les bosons

Pour des raisons de symétrie il faut prendre un nombre pair de fréquences de Matsubara
pour les fermions et un nombre impair de fréquences de Matsubara pour les bosons. Pour le
voir, écrivons les fonctions de Green en séparant la partie réelle et imaginaire, par exemple

Gk, 7) = = Emzéfg,qp(k,w)( v_ ) (C.37)

BJ 2 w4w w? + 72 zw2+r72

1 rdwAp(gw) 1 fdw w . b
B(QH“’)"" /6 271_ ?.,E,—I-w - ﬂ 27[_AB(Q7W) UJ2 +ﬂ2 _ng_l_plz (038)

La partie réelle de la fonction de Green est paire, alors que la partie imaginaire est impaire.

On doit donc avoir

ZIm G(k,ﬂ)zZIm B(g,z)=10 (C.39)
ZR& Glk,7) =2 2 Re G(k,7) (C.40)
>_ Re B(g, ) = B(g,0)+2}_ Re B(a, 1) (C.41)

On conserve ces relations en choisissant un nombre pair de fréquences pour les fermions et un

nombre impair de fréquences pour les bosons, ces fréquences étant prises de fagon symétrique
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I
F
+4 ¢
+3 o o bosons 2n
+2 @ ° fermions 2n + 1
+1 ¢
L ¢ >
-1 e LOCALISATION DES FREQUENCES
DE MATSUBARA
2 ¢ SUR L’AXE IMAGINAIRE
38
4 b

Figure C.1: Localisation des fréquences de Matsubara sur I’axe imaginaire
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par rapport  Lorigine et & partir de 'origine, car on prend un nombre fini de fréquences. On

défini n fin tel que

gjl

g vade Z5(—2nfin) - H(2nfin)

(C.42)

g)/

7 va de %(-Znﬁn + 1) %(Znﬁn -1)

Il y a 2nfin + 1 fréquences de bosons et 2nfin fréquences de fermions. On représente une
grandeur X(7, ) par un tableau d’éléments X{n]. Les indices des tableaux commencent a

zéro. On a la correspondance

G2n+1) — Ginfin + n] n vade-nfin a nfin -1

. (C.43)
B(2n) — B[nfin+n] n vade-nfin a nfin
I 2
tableau valeur tableau valeur
2 nfin ® 2 nfin
Znﬁn-lT 2 nfin - 1
nfin 4+ 1 2
nfin ® +1 nfin 0
nfin-1 ¢ -1 nfin -1 o -2
1 ¢ -2nfin 1 ® -2 nfin + 1
0 ¢ -2nfin+D e -2nfin
FERMIONS BOSONS
Par exemple, la correspondance pour les fonctions de Green & l'ordre zéro est
N N _ 1
Gk, 7) = fmv — Clnl = %%—(E&l—)m
(C.44)

- _ 1 1 _
B(g.B) = smm — Bl = %iz—ﬁg (2:1)4-}30
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Les sommes sur les fréquences de Matsubara sont

n=nfin—-1

BY.G(5)=F Y. Glnl

n=-—rfin
n=nfin

B B(p}=pF . Bln
i n=—nfin

C.2.2 Calcul des sommes

Pour la self-énergie des fermions, il faut évaluer la somme

on pose
v = 2n+4+1
7' = 2n' 41
v+ = 2n+n)+2
la correspondance en tableau est
7 ' p=v+7
entier |2n+1|2n"4+1|2(n+1n')+2
tableau | n n' n+n +1

on a la condition que n + n' + 1 soit compris entre —n fin et nfin. On obtient alors

Erlnfin+n]=0 ”iﬂ’ Gnfin + m|Bnfin+n+m + 1]

m=rnin

avec
min = maz{-nfin,—nfin—n—1}
maz = rman{nfin—1,nfin —n —1}

Pour la self-énergie des bosons, il faut calculer la somme
Sa() = B3 G(5)G( - 7)

La correspondance entier-tableau est

TN e v
entier 2n [2{(n-m)-1|2m+1
tableau {n |{(n-m)-1 |m

si 'on tient compte des restrictions sur les indices des tableaux, on obtient

Yplnfin4n] =74 % Gnfin+ m]Gnfin+n —m — 1]

m=min

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)

(C.49)

(C.50)

(C.51)

(C.52)

(C.53)

(C.54)
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avec
min = maz{-nfin, ~nfin+n}
{C.55)

maz = min{nfin— 1,nfin+n—1}

On sait alors comment effectuer des sommes avec des tableaux de tailles finies. Les fonctions
de Green et les self-énergies sont des fonctions complexes. On décompose en partie réelle et

partie imaginaire

G(k, 7} = GR(k,7) +1G'(k, 7) (C.56)
Sr(k,7) = Rk, ) + 155 (k, 7) (C.57)
La fonction de Green . .
s’écrit alors
I O ex + SB(k, D) — 37 + L5k, 7)]
Gk, ) = G*(k,7) +1G (k, ) 75 7 S0k, 7)7 5 e+ DR(k, 5] (C.59)

de méme pour la fonction de Green des bosons. Pour effectuer les produits de fonction de
Green qui interviennent dans le calcul des self-énergies, il faut donc séparer partie réelle et
partie imaginaire, les fréquences de Matsubara 17 et ¢ étant imaginaires pures.

Calcul des nombres d’occupation. Une des quantités faciles a obtenir a partir des

fonctions de Creen en représentation de Matsubara est le nombre d’occupation. Le résultat est
P P

simplement
1 _
ng =—5+> B(e, ) (C.60)
7
F 1 -
my =+p - > Gk, v) (C.61)
Dans les lignes qui suivent, on montre comment on peut obtenir ces résultats. Pour les bosons,
on évalue . ,
1_1 — o0
EP_‘ Aiptw n=—oa i;—g2n+w
(C.62)
- T Lie2yiy %Wiﬁ
On utilise la formule 4.3.91 de Abramowitz et Stegun [1] & la page 75, on a
-
COtg Zz = ; + 22; m (063)
en utilisant cotanh z = icotg z on obtient
Z cotanh C.64
— = —cotanh— .
thtw 2 s ( )
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puis, en utilisant le fait que la fonction de Bose s’écrit

np(w) = —% + %cotanh%ﬁw (C.65)
et que le nombre d’occupation est donné par
+oo diy
nB =< brb, >= f_w e na(w)As(q,w) (C.66)
et que 'on a la regle de somme
/ T Y (gw) =1 C.67

on trouve le résultat recherché.
Pour les fermions, on fait la méme démarche. Il suffit de de montrer que

1 1 1 1
= —tanh—Buw (C.68)

Pour cela, on peut écrire

S = %Zﬁ Wt w
_ gt r (C.69)
=00 t—(2n+1)+w
on pose z = fw/2
5= g (n + 1/2 22 (C.70)
puis,
285 = dz o oln 22+ 7 (n + 1/2)%)
(C.71)
d oo 22
= #in (M2 (1+ o))
On utilise la formule 4.5.69 page 85 de Abramowitz et Stegun:
. 422
COSh Z = Hk:l (1 + m) (072)
ce qui donne
25 = %Ln cosh z
(C.73)

= tanh z

ce qui donne le résultat recherché. Une fagcon beaucoup plus élégante de démontrer les deux
relations est d’utiliser les propriétés des séries de Fourier. Pour les fermions, on a posé

=2 € G(k,7) (C.74)

pour o = 0, on obtient donc

= 3 G(h, ) (C.75)
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or G(k,o) est une fonction de o qui est discontinue en o = 0. La limite que l'on obtient en

sommant sur les fréquences discretes est

Gk, 0%) + G(k,07)] (C.76)

N

comme la fonction de Green est G(k,0) =< T[ce(o)ci] > on obtient que G(k,07) =1 — ny et
que G(k,07) = —ng, donc
— Tk (077)

B —

ZG’(k,ﬂ) ==

cest le résultat recherché. Pour les bosons, la fonction de Green est B(g, o) =< T[by(o)b]] >.
On obtient B(g,0%) = 1 + n, et B(g,07) = ny, ce qui donne

S B(o,B) = 5+ 7 (C.78)







Appendice D

Formule de Kubo pour la
Conductivité

Dans cet appendice, nous dérivons briévement les expressions utilisees pour le calcul de la

conductivité o(w). Nous suivons le raisonnement du livre de Mahan [20].

D.1 Courant électrique

Nous commencons par dériver 'expression du courant électrique pour le modéle de fermions
sur un réseau dans l’approximation des liaisons fortes. Le hamiltionien du systéme en présence

d’un champ e.m s’écrit

P Y A + +
H = "tz Cj+6,o‘ € ! Cie + ZeAU(-Rj)CjUCJ'F -+ (Zt - )U’)chacjﬂ’

oo Jo Jjo

+ Ey Z bj-bj + Z 28A0(Rj)bjbj
i 7

+ g (¥ ejici + he) (D.1)
7
Le hamiltonien est invariant par la transformation de jauge
A— A+ VA |, A — A—8A (D.2)

et

Cig — Cjo EiiAJ‘ y bJ —r bj eziiﬂj (DS)
Pour le calcul de o(w), on peut se contenter de prendre

ADZD

A = -
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Lorsque le potentiel vecteur A ne dépend pas de la position, on obtient

R_;‘l“s — e —
/ A A = A (D.5)
B;
Le terme suppiémehtaire qui apparait dans le hamiltonien lorsque I’on développe I'exponentielle
est 6H = -—_;,[l' On obtient 'expression du courant
rd .Ef = +
7 = zg Z 5cj+56cj, (D.6)
Jo

En fonction des opérateurs cgo, on obtient

. 2 . : |
7 = E;}Ja‘ Z [em Sln(kma') + ey SIH(kya) + ".] C‘i‘t](:ka (D7)

ko

fest le courant total du modele Boson-Fermion.

D.2 Théorie de la réponse linéaire
Nous redérivons rapidement la formule de Kubo. On défimit la matrice densité p(#) par
p(t) = |¥(t) >< ¥(2)| (D.8)

ou |¥(%) > est I’état propre du systeéme qui vérifie ’équation de Schrodinger i£9,|¥ >= H|¥ >.

On en déduit I’équation d’évolution pour la matrice densité:

iR, p(t) = [H(2), p()] (D9)

Dans le cas d’une distribution (ensemble Grand Canonique), les équations sont identiques. La

matrice densité est alors définie par
p(t) = X [¥n(t) > P < Un(t)] (D-10)

avec 3, P, = 1. Dans la théorie de la réponse linéaire, on s’intéresse & une petite perturbation
du systéme que ’on note V(). On note le hamiltonien H(t) = Hy+V (1), avec V(t = —o0) = 0.
Hj est le hamiltonien total du systéme qui comprend le terme d’interaction. La matrice densité
s'écrit p(t) = po + p(t) avec p(t = —oo) = 0. On obtient Péquation dévolution pour u(2):

R0, u(t) = [Ho,p(t)] + [V(2),p0] + 0(u?) (D.11)

On définit une représentation interaction (par rapport a la perturbation dépendante du temps

V(t)) par . _
rlt) = oA u(e) et (D.12)

et
Vi(t) = enfot y(y) gmiHot (D.13)
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Dans cette représentation, ’équation d’évolution pour 'opérateur 1{t) donne
iR, u(t) = [Ho,u(t)] + e %70t iid, pr(t) e+t (D.14)

Par comparaison avec I’équation {D.11) on en déduit

ihd, ui(t) = [Vi(t), pol (D.15)

Il reste alors & intégrer en utilisant les conditions aux limites pour obtenir Vexpression de u(t):

wilt) = = [ d V), po (D.16)

puis
wt) = = [ d Wi =), (D.17)

La valeur moyenne dun opérateur A est alors < A(t) >= Tr[Ap(t})]. On obtient

<A> = <A> + TrlAp(t)]

= <A>, + L[t d'Tr[A[Vi(t —t'), pdl]
(D.18)
= <A> + F[ludt'Trpld, Vi(t - 1))

= <A>q + E [ dt! <[Aft),Vi(t)] >0

Du fait que Ho correspond au hamiltonien total du systéme, la représentation interaction que
I’on a introduite s’identifie & la représentation de Heisenberg habituelle. On peut donc oublier
les indices 0 et I pour obtenir la formule de Kubo:

CA@)>=<A>0 + % [ @ <), vl > (D.19)

D.3 Formule de Kubo pour la conductivité

Nous appliquons la théorie de la réponse linéaire & la conductivité définie par jo = gapBp qui
est induite par la perturbation éH:

§H = j.By ~ e (D.20)
w
En utilisant la formule de Kubo de la théorie de la réponse linéaire, on obtient
: 1 t : . wt!
<> = Fop / dt' < [jalt), ()] > et (D.21)
W S
en changeant la variable d’'intégration, on obtient

. 1 o »
<ja>= Fopet -— ]O dt' < [Galt'), 7p(0)] > et (D.22)
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Figure D.1: Diagramme pour la conductivité a 'ordre zéro

Il est alors loisible de définir une fonction de Green retardée pour les courants:

) = % < i, a0 > (0.23)

On obtient alors

ruplw) = - TEy(w) (D.2)

On note A(w) la fonction spectrale de cette fonction de Green. On a la relation

too diw' Agp(w)
G _ f ap\W ) D.25
ap() —oo 27 w—w -y ( )
En utilisant le fait que la conductivité est réelle et que 'on a la relation A = —2Im II%, on
obtient .
Tap(w) = 5= Aap(w) (D.26)
w

D.4 Calcul a Pordre zéro

Nous calculons la fonction de Green Il,g en négligeant les corrections de vertex, c’est & dire &

l'ordre zéro de la théorie des perturbations. Dans le formalisme en température, on définit
Dag(r) = <Tljal(r) 78] > (D.27)

A T'ordre zéro, on se contente de découpler les opérateurs de fermions ¢, dans le propagateur,
c’est équivalent au diagramme de la figure D.1. On obtient

ap(7) = — (2?;&)2 kZ:sin(icaa) sin(kga) G(k, 1) Gk, —7) (D.28)

le signe (—) provient du découplage des fermions. On a remplacé les fonctions de Green non
perturbées des fermions (G° par les fonctions de Green exactes comme le suggere le diagramme.

Lorsque l'on passe en Matsubara on obtient

M.p(i) = — (2';:“)2 S5 sin(kaa) sin(kpa) Glk, 7 + ) G(k,7)  (D.29)

ko ©
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Cette formule est adéquate pour calculer numériquement la fonction de Green courant-courant
en sommant sur les vecteurs k et sur les fréquences de Matsubara des fermions. On obtient

alors la fonction spectrale A(w) par continuité analytique puis la conductivité o(w) en divisant

par 2w.
En utilisant la représentation spectrale des fonctions de Green des fermions, on obtient
2eta?
dap(w) = — (——%E) > sin(kqa) sin(kga) x
ko
oo
[T S5 Ar(k,!) Ap(kw + @) [mp(w + ) = naw)] (D.30)
Pour obtenir la conductivité statique, il faut prendre la limite w — 0. On obtient alors
1 [2eta)? dw'
oas(0) = ~5 ( ZG) > sin(kqa) sin(kga) f o Ap(k,w')? nl (") (D.31)

ko

avec n! (z) = —3B cosh™?(3fz).







Appendice E

Noyau e.m pour un Réseau Discret

Dans cet appendice, nous redérivons brievement la dérivation du noyau e.m Kyg pour un
réseau discret an niveau RPA. Nous commengons par obtenir les courants paramagnétiques et
diamagnétiques & partir de l'invariance de jauge, puis nous appliquons la formule de Kubo qui
donne V’expression du noyau. Nous calculons la valeur de K.p dans la phase normale et dans

la phase supra.

E.1 Courant paramagnétique et diamagnétique

Nous considérons la partie cinétique du hamiltonien

H =t} 5.t (E.1)
j,s‘d
o R; sont les sites du réseau, & correspond aux proches voisins (2d pour un réseau a d
dimensions) et o est la projection du spin. En présence d'un champ e.m décrit par le vecteur
potentiel A(7} le hamiltonien se met sous la forme
H = ~t ) cli, 'k Bhivir ¢, (E.2)
5bo
Ce nouvel hamiltonien est alors invariant par les transformations locales de jauge qui sont
définies par

12 A
. F
Ciog — €

Cjo (E.3)
et )
AJ' i AJ + ; 6 A_H.g/z (E4)

ol a est le pas du réseau. La transformation de jauge pour le potentiel vecteur correspond
3 rajouter le gradient de la fonction A(F) au site R; dans une version discrete du gradient.
Notons que dans cette convention, le potentiel vecteur A vit entre les sites du réseau (et donc

les courants) alors que les phases A vivent sur les sites du réseau. Cela étant dit, nous écrivons

H = -t Z C;—+5/2,0 et i Ci—b/2,0 (E.5)

1
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Cette forme, permet alors d’obtenir le courant en dérivant fonctionnellement par rapport au

potentie] vecteur. Le courant au site R; est donné par

- oH et e 27
= I 2 U & et E.6
J; 54, E J% CJ+6/20’ 3—6/2, € (E.6)

En développant cette expression en 0(A?), on obtient deux termes que 'on identifie & un courant

paramagnétique et un courant diamagétique (par identification dans la limite a — 0):

et

- zet
Jpﬂf(Rj) Z ‘f’-c",_Hj/zﬂr j—8/2,0 (E?)
il eztﬂ.z - = = +
jd,'a(Rj) = — }12 Z (A_..,é) ) Cj+6/2,aclf—5/2n‘7 (ES)
aé

Le courant total étant la somme de ces deux courants sommés sur tous les sites R; du réseau.
Nous définissons, les transformations sur les vecteurs k par

Ce = M2 > ekt Ch,o (E.9)
k
et
IR;) = M3 79 g(q) (E.10)
g
On obtient alors pour le courant paramagnétique
i) = 50X sinalk + 50k et (B11)

remarquons que pour a — 0, on obtient la formule standard du courant paramagnétique des
particules libres, avec la correspondance 2*/2m = ta?.

E.2 Expression du noyau K,g

Le but est de dériver l’expression qui relie le courant total au potentiel vecteur, c’est-a-dire
Jo = —KopAg. Pour cela, on considére la formule de Kubo qui se contente du terme linéaire en
A dans le hamiltonien perturbé. On se contente donc du courant paramagnétique pour obtenir
la formule de Kubo:

H = H =Y jrar(R) Ay + 0(47) (B.12)
J

Si on note H, ce terme supplémentaire, alors la formule de Kubo donne immédiatement la
valeur du courant total

< IRyt > = < J(Ry) > + = f dt' < [J(Ry,t), Ha(t)] > (E.13)
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soit
e’ta? +
Ja(Rj,t) = ——3 Y < CfisppaCi-siae > ba s Ag(R;)
S0 .
o(t —t') fte . ,
S B T < (R, )Ry, ] > An(Ry) (B.14)
jl
On définit le noyau K par la relation
+ o0
TRi,t) = =% [ at Kopl(Rj, iRy, 1) Ap(Ry, ) (E15)
5 U
Dans notre cas, nous prenons le potentiel vecteur indépendant du temps. On obtient alors
' ' e’ta’ + R '
Kap(Rj, t; Ry, 1) = 6550 8(t — 1) — Y < fisppeCi-siae > ba bp + Pog(Ry, ¢ Ry, 1)
b0
(E.16)
ot 'on a introduit la fonction de Green retardée pour les courants
R 4 I g(t _ i’) y . f ~—
Paﬁ(RjJ t; Ry, t ) = T < [ja(Rbt)}Jﬁ(Rj’:t )} -~ (E'17)
Il reste alors & passer en Fourrier, pour obtenir
e?a’
Kaﬂ(q,w) = 5a,ﬁ2 h2 z tf: g + Paﬁ(q,w) (Elg)
k
avec les définitions suivantes:
iy = 2t cos(aka) (E.19)
g(t —t' , :
P51 = LoD < 1jig,0), (0,00 > (B.20)
et
' -1 too dw iwq{R;~R .} _—iw(t—t")
Kup(Rj ;R t) = M7 Y ] T ARy Kag(q,w) (E.21)
q —00C

On désigne J comme le courant total et ;comme le courant paramagnétique. Notons, qu'il est

loisible d’introduire la fonction de Green en température

Pus(g,7) = < [Jalg,7) jo(—9,0)] > (E.22)

avec la relation habituelle P{q,w) = —8P(g,1 = —w — 7).

E.3 Phase normale
Dans la phase normale, nous considérons uniquement le hamiltonien cinétique sans interaction

H = Z € C}:,,,Ck,a (E.23)
k.o
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avec

= Zd: (2t — 2tcos(ak,) ) — : (E.24)

On peut obtenir la fonction de Green FP,g soit en découplant les opérateurs de fermions, soit a
I’aide de ’équation d’évolution. Nous choisissons cette derniere méthode, réservant la premiere

pour ’état supra. Nous considérons donc la fonction de Green en temps imaginaire

1
Pos(g, T ZZ sin{k + qasm(k—ig)ﬁx
ko k'e!
< T i (TIero(T) Chrmgorcrrar | > (E.25)

Il est alors loisible de retirer les sommes sur k, k', o et o' et de définir une fonction de Green

de la forme
S(k, g, k', G", g, T) = < T[ C;:_l_qdckg C;:_I_qa-lck‘a’ } > (E.26)

il reste alors & évaluer les deux commutateurs, I'un provenant du commutateur avec le hamil-

tonien et ’autre du terme en §(7):
[H? C;-*-qr.rck”] = (Ek+q - Ek) C;;;:.qa-cka' (EZ?)
et
[C;:+qa_cka' N C;cl-f_qa.fck’g"] = 50-,0.1 6k’,k+q ('”-k+q — ﬂ.k) (E28)

avec ng =< C;;ck, > et valant simplement np(ex) pour le hamiltonien que 'on considére. On
& alors la solution pour S(k,c,k’,0',q,7). En passant en Matsubara ef en sommant sur les

variables fermioniques, on obtient

Nigtq — N
W + €rpq — € + 7

(E.29)

2eta)’
pE alg,w) = ( ;a) Y sinae(k+ q)a sina(k + 2q)
ko

Dans la limite w — 0 et q — 0, on obtient pour le noyau e.m

82(].2 2

2
Kog = 6.2 ( 72 ) Yot ng + ap 2 (eﬁc; ) D 4t? sin®(ake) nj (E.30)

ol ny, est la dérivée de la fonction de Fermi en €. En utilisant le fait que i ex = 2tasin(ak,),
on peut utiliser U'integration par partie

+ L
[sina(ka) np(e) |17 = dky cosa(ks) nr(e) + dky 2t sin’(ak,) nk(e) (E.31)

. -

On a alors K,3 = 0. Les termes diamagnétique et paramagnétique se compensent exactement.
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E.4 Phase supra

On suppose que la phase supra est décrite par les quatre fonctions de Green des fermions
@, j(k,7) avec i, = 1,2. Dans ce cas, on découple la fonction de Green P,g(q,7) en utilisant

cette symétrie. On obtient alors

2616(1)2

P.a(g,7) = — ( . Z sin a{k+ -;—q)a sin a(k»}-%q)g Trya [ Gk, 7) Gk +q,—7)] (E.32)

k

ol la trace est sur les matrices 2 X 2, c’est-a-dire que l'on a quatre termes, G11G11, G12Goa,

(l21G1z et G22Ga;. Lorsque l'on passe en Matsubara, on obtient

2eta , 1 . 1 . _
Pu.s(q, i) = —< F ) > 31na(k+§q)a Slna(kJrng)s Tras |Gk, 7 + ) G(k + q,7)]
ko
(E.33)
avec
_ 1 u? v} _ 1 ul vl
= = Gas(k,7) = = |- : E.34
Gu(k, 7) 8 [iwryk LR B (k. 7) Glo—w "o (E:34)
et
_ 1 UrVk UpVE
k,v) = k = = — E.35
Gulk7) = Gnlh) = 5[ 220 — e (£.35)
avec
u2=l[1+i] vzwi[l—i] et uvk:—-A—k (E.36)
B2 woo R 2 Ve ¢ 2 Y '

Du fait que les fonctions de Green G ;(k, 7) ont des poles simples en +, la somme sur 7 est
triviale. Le résultat pour PX(g,w = 0) est alors

(';’2 az

i . 1
Pfﬁ(q) =92 (F) E 4t? sina(k + 'jq)a sina(k + EQ)ﬁ x
k

2
UpUkiqg + 'Ulcvlc+q] +

[W(’Ym) — np(k) {
Ye+g — Tk

nF(Yhte) = nE(—Y)

M [ UkVk+q — VkUktq J? (E.37)
q

Dans la limite g — 0, le premier terme fait intervenir ngp(v:) qui est nul & cause du gap Ay alors
que le second terme est identiquement nul. Le noyau K ne contient que le terme diamagnétique
(rigidité de London). On obtient alors que K = A;? ou A, est la longueur de London (en unité
po = 1) et K = Ko, étant la partie longitudinale du tenseur. Lorsque le gap s’annule, alors
~Nx = |ex| et le premier terme dans la somme est non nul, nj(z) est une fonction paire de z. On
retrouve le cas de la phase normale et donc K = 0.
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La limite q # 0 permet de définir une électrodynamique non locale. Pour un gap non nul,
seul le second terme de P.p est non nul. Ce terme est négatif et donne K(q) qui diminue avec

g. Dans la limite @ — 0, on définit la longueur de pénétration A selon Pippard par

2 oo 1
= — dg ———— i
A T .[o 9 g + K(g) (I2.38)

qui redonne la longeur de London dans le cas ot le noyau K ne dépend pas de q.



Appendice F

Potentiel Effectif

Dans cet appendice, nous donnons la transformation unitaire qui permet d’obtenir une interac-
tion effective statique pour les fermions en éliminant les états bosoniques. Néanmoins, il faut
garder & Pesprit que pour notre systéme, la superfluidité des bosons et la supraconductivité des
fermions sont indissociables (méme paramétre d’ordre).

Lorsque le bas de la bande de boson est supérieur & deux fois I’énergie maximun d’un fermion,
c.a.d que Ey > 2(eg — p), alors les processus d’échange sont interdits par la conservation de
’énergie. On peut alors éliminer les états de bosons par une transformation unitaire ou 'on

considere les états de bosons comme des états virtuels. Une telle transformation s’écrit

A= SHeS = H+1[5 H]+ %[3, (S, H]) + ... (F.1)

avec la condition

Hy + (5, Ho) = 0 (F.2)

on obtient alors le nouvel hamiltonien H = Hy + 318, Hy]. L'opérateur S est pour notre modele

+ + +
5= Z €k T €Eukyq — Hy (C’“‘Fch*klbfi - bq C*kickﬂT) (F.3)
h q
Le commutateur vaut
[S,Hi] = X [ g + g* }c'i' ot
3 1 —_ k,pg fk+q+5wk"Eq €P+q+€+~p"‘Eq k+qT —klc“PiCP-i-qT
? + ot
T Lkpar ?mbj [ qtTay s C-plCpirt] bq (F.4)

2
g I S
+ zk!?l‘;lr Ek+q+€—k_Eq bq [CP"'TTC—P.L ) C_klck‘l'qT] br

les deux derniers termes du commutateur comportent des opérateurs de bosons qui s’annulent

lorsqu’on fait la projection sur un sous espace sans bosons. Le hamiltonien effectif est alors

Z EkaO,C;W + - Z I/;Ckf Ck-&-qTCi—le‘k'ick"i’qT (F5)
2k kg
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%kl

/ -l

k+q? p+q7

Figure F.1: potentiel effectif pour les fermions

on a défini le potentiel effectif des fermions Vj 4(g) par

1 1
€htg T 6 — Eg  €ryqt+ & — By

Viw(g) = g° (F.6)
On peut représenter 'interaction des électrons par le diagramme de la figure (F.1).

A partir de ce hamiltonien effectif, on peut faire le champ-moyen de BCS. On se place sur
le sous espace des paires g = 0, le hamiltonien s’écrit

H = kZ: €RCry Cho ka: Vk,k:c;}ci'kl C_k! | Ch! (F.7)
avec | r 1’ .
Ww:ﬂl@q—%"+%y~%) (F8)
Le hamiltonien champ-moyen est alors
Hon = ;ekc;:,ck, + ; Ay [nycikl + C-kJ,CkT] (F.9)

ou l'on a introduit le parameétre d’ordre Ay qui est défini par

A=Y Vg <copoper > (F.10)

k!

les équations self-consistantes a 7" = 0 sont

Ay
A = —XpVewgs
T = \J&+AlL (F.11)
no= Fi(i-2)
Compte tenu de la forme du potentiel Vi x/, le gap Ay est de la forme
b
Ap=a+ —— (F.12)

ZEk - Eo
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Si I’on fait du Hartree-Fock normal, sur le hamiltonien effectif, on obtient le harmiltonien

champ-moyen:

. |
Hur = 3 excl,chr + 5 3 Vew(a) |66, k1 ChatChrar + Sk grmigat €4 )] (F.13)
k.o k,k'\q

o l'on a introduit les parametres variationnels ng, =< ¢, ke >. Le hamiltonien s’écrit

Huyr =Y Eff ¢l chn (F.14)
ko

les équations self-consistantes sont alors

EE; = & + % Zq %,k(Q)n—k—%q,&
(F.15)
e = np(EL7)
avec np(z) qui est la fonction de Fermi et & = —o. On remarque qu’ & I'ordre le plus bas, on
obtient ) o)
EFF =g+ L TRkt F.16
ko =k M¥Ek+fk+q_Eq (F.16)

le dernier terme correspond & la partie réelle de la self-énergie des fermions du modele initial

pour w = €.







Appendice G

Intégrales Fonctionnelles

Fonction génératrice pour les bosons

On considére une action S[®*, &] pour des variables complexes. La fonction génératrice est

définie par

Z[J* J] = fp@* DE o= 5E.3] o= [ dop(@ (2)I()+7" (2)8{z)] (G.1)
On obtient
§Z[J*, J] 62[J*, J]
—_—— - _Z * — “Z * (.I)* .
577(2) )@ () et i 7, J)(@* (=) (G2)

La fonction de Green a n particules est définie par

G (21, Talohot) = (T [ (1), $(z)8%(}). .. 8+ (a})]) (G.3)

et s'obtient par différenciation fonctionnelle de Z[J*, J]

g2 Z{J*, J)

G my...2pjzy .. 2h) = :
(21 @nleh - 20) = F S S T (wn) S (w67 (L) (G.4)
On définit la fonction génératrice pour les fonctions de Green connectées par
wi(J*J] = —ln Z[J*, J] (G.5)
La fonction de Green a n particules connectée est alors donnée par
& WiJ*,J
Gz, ... .z,lzy ... ] 7", ] (G.6)

n) = §J*(21) ... 6% (w,) 6J (). .. 6 (z})

Pour la fonction de Green & deux particules, on obtient,

G.(z,z') =
e ) (TaEEE) | [ (#@) @) (B) ()
(<T[@+<m>@+(m')1> <T[¢+(m)@(m')}>) ( b &+ (x)) (3( )(G‘”

Dans 1’état normal, on a G.(z,2') = G(z,z').

173




174 APPENDICE G. INTEGRALES FONCTIONNELLES

Action Effective

En présence d’une source J(z), les opérateurs <I>+(m) et <I>(:L‘) ont une valeur moyenne non nulle.

On définit de fagon formelle ces valeurs moyennes en présence d’une source

3(c) = (b(z)) et 8:(c) = (§*(a) (G8)
On a alors SW1J*, J] \ §W[J*, J]
o.(z) = 57a) et ®(z) = O (G.9)
On définit le potentiel effectif T[®?, &.] par la transformation de Legendre
T, 8] = ~W*J] + [des [82(2)J(2) + J'e(z)] (G.10)
on obtient alors — T
Je) = Spgint e JT= e (G.11)
avec la relation
SED - fea (40 S e

L'action effective I'[®f, ®.] est stationnaire quand on annule les sources. On note $y(z) la

valeur de ®.(z) en 'absence de source. On a alors les équations suivantes

e O et —61-‘[(1,:,(1)6]
&, é-(I)c(:E)

7%z, &)

75.05) =0 (G.13)

2o
L’action effective est une fonction génératrice pour les fonctions de vertex I',g: 1, définies par

r - (:13 z m! mf) _ 6“-!-”1].—‘[(1)::(1)(:]
mPL P AL] - - -l ey 6@:(m1)§¢):($m)6@c($;)5@C($')

kgl

(G.14)

Fonction de vertex & une particule

On dérive la relation entre la fonction de Green a une particule des bosons G.(z,z') et la
fonction de vertex I'(z, z’). On a, soit en Euclidien, soit en Minkowski, les relations suivantes

§P.(z) 5z — o) = qu 6@(z) 6J(y) 69c(z) 8J*(y) (G.15)

58.(z') Y67(y) 63(z)) T 5J°(y) 60.(z")
en exprimant J et $, en fonction de W et T, on obtient
6(1) (m &r 5°W &*r
= [y 5.1* (@) 53.(2)502(y) | 30(y)60(a) Sa(w)eny)  (OtE)
soit 58.(z)
6‘1’ (:B /d Yy Gc22(y: )PZZ( :y) + Gcl?.(y: )FZI( )y) (G]-?)
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On obtient ainsi quatre relations a partir de

6c(z) _ no 80(z) o 8%(=) _ 6%(z) _ :
fo0e) = ") sane) ~ O S T (e ) (G-18)
données par
fd4y Tu(z',y) Tale'y) ( Gen(y,2) Gepaly,z) | _ 6(z — z') 0
P21(m’:y) P22($’:y) Gc,?.l(y:w) Gc,22(y>$) 0 S(m_mr)
(G.19)
En utilisant la notation matricielle, on obtient finalement
[T y) Gy, 2) = &z —a') (G.20)
En Minkowski, on définit les transformation de Fourier par -
— duw —twi — twi
) = | e AW) , Alw) = / dt et A1) (G.21)
et 2k
- R A N — 3, ,—ikf ‘
A(P) f(zw)a FAR) , Alk) ]d r e~ A(7) (G.22)
soit .
— —ikx
Alz) = ./(ZW)““ e~ A(K) (G.23)
avec la métrique (+ — ——), k¥ = (w, k) et z# = (¢,7). On obtient alors dans ’espace de Fourier
P(k) G(k) = 1 (G.24)
En Euclidien, on a avec nos conventions,
- 1 rB o
M) = X A L AR) = 3 [ dr e A (G.25)
P a
et
5(7 _ T’) _ _];Z ei('r-—-‘r')ﬁ l ﬁd"n" Ei'r(nﬁ'“nl_‘") = & (G 26)
JB a ’ IB 0 s .
soit o g
koo,
— IKT k
Alz) gfo s A (C.27)

BT(q)BG(q) =1 (G.28)
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