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Introduction.

L’intérét pour les systémes de type hydrodynamique, & petit nombre de degrés
de liberté, pour étudier les processus de cascade apparaissant en turbulence
développée et en particulier 'intermittence en dimension 3, remonte aux années
70. A.M. Obukhov (1971) et ses collaborateurs, puis indépendamment E.D.Sig-
gia (1977) ont proposé divers systémes dynamiques, visant une modélisation
extrémement simplifiée des équations de Navier-Stokes aux trés grands nom-
bres de Reynolds. Parmi ces modéles, aussi dits “en couches”, I'un d’eux,
initialement considéré par E.B.Gledzer (1973) dans le contexte de la turbu-
lence en dimension deux, a suscité un regain d’activité dans les années 90,
apres la découverte par les physiciens japonais M. Yamada & K.Okhitani (1988)
d’une phase de dynamique chaotique exhibant de |'intermittence. Son étude
ultérieure par M.H.Jensen et ol (1991) a révélé des lois d’échelle anormales,
trés proches de celles obtenues expérimentalement, par F. Anselmet et al (1984)

pour la turbulence en dimension 3.

Un grand nombre de publications est dés lors paru sur ce modele baptisé par
la suite GOY, d’aprés les noms de ses trois inventeurs. D’importants progres
on été faits, tant sur le plan de la dynamique (L.Biferale et al (1995a)), que de
la statistique (R.Benzi et ol (1993a), L.P.Kadanoff et al (1995), E.Lévéque et
al (1995b)). Ces études ont confirmé les qualités de ce modele pour décrire, au
niveau statistique, les propriétés d’intermittence des vrais écoulements. Cepen-
dant il n’existe toujours pas de théorie quantitative satisfaisante, permettant

de comprendre son succes.




Un autre systéme peut étre construit i partir de deux chaines introduites
séparément par A.M. Obukhov (1971) et V.I.Desniansky et al (1974). Ce
modele, que nous appellerons ON, présente quelques simplifications par rap-
port aux équations GOY. Curieusement, a notre connaissance (limitée), aucune
étude des propriétés dynamiques et statistiques de ce modéle n’est disponible

dans la vaste littérature sur le sujet.

Le projet initial de cette thése était de mieux comprendre quels sont les
ingrédients de base nécessaires pour qu’un modéle en couches ait de bonnes pro-
priétés vis a vis de l'intermittence. Exprimé différemment : tenter de dégager
les objets élémentaires qui interviennent dans la dynamique et construisent
'intermittence. Par mesure de simplicité nous avons donc commencé notre
étude sur le modéle ON. De fait, ce systéme exhibe également un comporte-
ment chaotique avec de I'intermittence, qui est méme trés prononcée. Ceci nous
a conduit & la recherche de solutions singuliéres autosimilaires. Le lien entre
Vintermittence et ces objets, n’est pas nouveau. Déja E.D.Siggia (1978) avait
clairement identifié la formation de telles structures dans son modele. Plus
tard, T.Nakano (1988a) avait repris cette problématique, précisément sur les
équations ON. Dans le modéle GOY, la présence de structures intermittentes
est déja mentionnée par K.Okhitani et al (1989), ol ces auteurs parlent d’une
image a la Siggia revisitée ; G.Parisi ( 1990) montre comment l’existence d’une

grande variété de telles solutions conduirait naturellement & la multifractalité,

Sur le modéle ON nous avons montré, par une méthode numérique, que
ces solutions particulires existent, et attirent toutes les conditions initiales
en 'absence de viscosité. En revanche, le systéme choisit une solution unique,
une fois les non-linéarités fixées. Ces conclusions avaient ét€ en partie atteintes
par T.Nakano (1988a). Ces solutions décrivent correctement la formation des
plus grosses fluctuations, qui dominent la statistique aux grands ordres. En
'absence de dissipation, de tels objets conduisent au développement en un

temps fini d’une singularité, associée & I’explosion de I’enstrophie. La prise en
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compte d’une viscosité finie va repousser ces singularités dans le plan complexe
des temps et nous nous sommes donc également penchés sur les singularités en
temps imaginaire, que peuvent engendrer les non-linéarités. Ce sujet ne sera
pas du tout décrit dans le corps du manuscrit mais le lecteur intéressé par cet

aspect pourra consulter le preprint qui ’accompagne.

I1 était facile alors d’étendre notre étude au cas du modéle GOY, afin de voir
comment la physique est modifiée. Un certain nombre des conclusions restent
inchangées, en particulier I'existence de solutions autosimilaires génériques,
entierement définies par les non-linéarités. Toutefois, une physique nouvelle et
plus riche apparait lorsque ces solutions deviennent trop molles. Comme elles
n’échappent plus aux fluctuations moyennes qui constituent un fond turbulent,
1l devient nécessaire de prendre en compte les effets résultant de l'interaction
entre les composantes cohérente et désordonnée de la dynamique. Cette im-
age “a deux fluides” n’est pas sans rapeler le modeéle proposé par Z.S.She et al
(1994), dans le contexte de la vraie turbulence, et dont le succes reste magique.
Afin de mieux comprendre la formation des structures les plus singulitres, nous
avons étudié différents mécanismes pouvant renormaliser lels objets autosim-
ilaires nus. Ceci nous a finalement amenés & proposer ’existence d’effets de
taille, liés au nombre de Reynolds fini. Dans la limite ol la cascade devient
infiniment longue (Re — +o0), on devrait assister & une disparition de la mul-
tifractalité et des lois d’échelle. B.Castaing a proposé dés 1989 que la valeur
finie du nombre de Reynolds était importante pour décrire 'intermittence (voir

aussi B.Castaing (1996)).

Ce “tapuscrit” se compose de quatre chapitres d’importances inégales.
Chacun d’eux est précédé d’un rapide résumé, ou d’une section de motiva-
tion faisant le méme office. Dans le premier chapitre nous redonnons quelques

P quelq
éléments de la phénoménologie des écoulements turbulents en dimension 3
] ?
puis essayons de faire sentir, comment on peut arriver & la modélisation d’une

cascade d’énergie par une chaine unidimensionnelle. Le second, passe en revue

'
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des propriétés générales communes & tous les modeles en couches, en exposant
essentiellement nos résultats sur le modéle ON, puis compare les propriétés
statistiques du modele ON obtenues numériquement, & celles du modéle GOY.
Dans le troisiéme chapitre nous décrivons les solutions autosimilaires des deux
modeles. La confrontation des prédictions qui peuvent étre faites sur la base
de ces objets nus, avec les résultats de la statistique, nous force & poursuivre
notre effort dans un quatrieme chapitre. Cette partie (la plus longue) com-
prend successivement : une étude des interactions élémentaires entre un ob jet
1déal et un défaut ponctuel, piégé dans la cascade ; une modélisation des effets
du milieu ambiant par un forgage aléatoire agissant sur le “soliton” ; enfin
Pexamen, a partir du vrai signal, de la formation des objets les plus singuliers
dans la vraie dynamique. Nous terminons par quelques conclusions et aussi

des questions ouvertes.



Chapitre 1

Des équations de Navier-Stokes

aux modeles en couches.

Ce chapitre rappelle les éléments essentiels de la phénoménoclogie de la turbu-
lence, présente succinctermnent la problématique de ’intermittence, puis tente
de montrer comment on peut arriver aux modeles en couches & partir des

équations de Navier-Stokes.

Cette derniere partie qui s’appuie sur I'article fondateur d’E.D.Siggia (1977),
pourra paraitre difficile. Nous espérons qu’elle sera utile au lecteur désireux
de mieux apprécier P'origine et la pertinence physique de ces modeles, en lui
présentant une dérivation possible, qui souffre néanmoins d’approximations
incontrolables. En tout état de cause, elle n’est pas indispensable pour la

compreéhension de la suite.

Dans un appendice est reporté un résultat de la théorie des larges déviations
pour les sommes de variables aléatoires, particuliérement utile dans le contexte
des processus multiplicatifs aléatoires. S’y trouve également jointe une descrip-
tion du modele hiérarchique introduit par Z.S.She et a! (1994), pour la vraie

turbulence.

11




12 CHAPITRE 1 : DE NAVIER-STOKES AUX MODELES EN COUCHES,
1.1 Généralités.

Il s’agit de décrire la turbulence dans les écoulements incompressibles, de flu-
ides réels en dimension trois, en nous limitant aux situations les plus simples.

L’écoulement est défini par les champs de vitesse et de pression, qui obéissent
aux célebres équations de Navier-Stokes (NS)

%:—F +{(v.Vv = —%Vp +vViv, (1.1a)

Vv=0. (1.1b)

Dans le membre de droite de (1.1a) les forces de pression —-‘I;Vp assurent la
condition d’incompressibilité (1.1b) et v est la viscosité cinématique du fluide.

Aux équations (1.1) il faut ajouter des conditions de bord spécifiant la
géométrie du flot. Aprés quoi, pour toute condition initiale suffisarnment rég-
uliére, les équations de NS, du premier ordre en temps, assurent I'existence de
solutions v(r, 1) et p(r, t)-au moins pour des temps finis.

Il est usuel d’adimensionner ces équations. On choisit pour cela une échelle
de longueur L typique de la géométrie, et on forme une échelle de temps L/U
a l'aide d’une vitesse caractéristique de I’écoulement U. Quitte & redéfinir la
pression, (1.1a) devient dans le nouveau systéme

ov 1
F + (v.V)v=—-Vp+ R

Viv, (1.2)
oit R = UL/v est le nombre de Reynolds.

La condition d’incompressibilité permet d’éliminer le terme de pression. Il
suffit pour cela de prendre la divergence de (1.2}, et de résoudre I’équation de

Poisson qui en résulte pour p. On arrive ainsi & ’équation,

ov N -
2 Paan (V.Y = £, (1.3)

ol Porsn désigne un opérateur nonlocal qui projette sur I'espace des champs

de vecteur a divergence nulle. A géométrie fixée ’écoulement est en principe
P
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complétement défini par le nombre de Reynolds (en plus des conditions initiales

(CI)), devenu le seul paramétre de contréle.

Les solutions de ce systéme dynamique subissent une série de bifurcations
lorsque 'on augmente R. Le comportement temporel puis les degrés de lib-
erté spatiaux se désordonnent jusqu’d l’établissement d’un régime de chaos
spatio-temporel. On trouvera une discussion de quelques instabilités hydrody-
namiques dans les ouvrages de P.Manneville (1991) et D.J. Tritton (1988). Les
différentes bifurcations ainsi que la nature des instabilités dépendent grande-
ment de la géométrie des parois et/ou des obstacles placés dans le flot. Ces
conditions de bord imposent a 'écoulement des contraintes géométriques et
en réduisent la symétrie. Sinon, en effet, les équations de NS sont invariantes

sous les translations et les rotations d’espace.

Lorsque l’on augmente encore le nombre de Reynolds, I’écoulement ac-
quiert un comportement désordonné sur une gamme d’échelles de longueur
de plus en plus étendue. On distingue alors les grandes échelles (on les car-
actérisera par les longueurs [ > Ij) ot sont produits les plus gros tourbillons,
les plus énergétiques. C’est également a ces échelles qu’est injectée ’énergie
de la turbulence, par la présence de cisaillenent dans I’écoulement moyen. Les
mouvements 3 ces échelles sont trés anisotropes, et ne dissipent pas d’énergie.
A l'opposé, aux plus petites échelles, la viscosité est efficace pour dissiper
V'essentiel de ['énergie, grace & la présence de forts gradients de vitesse. Les
longueurs ! « 75, ou 7 est une échelle & préciser dans la suite, constitueront
ainsi I'intervalle dissipatif. On parlera de turbulence pleinement développée
lorsque le nombre de Reynolds est tel qu’il existe, entre les deux domaines qui
viennent d’étre décrits un large intervalle d’échelles de longueur, dit inertiel,

pour lequel la dynamique est dominée par les forces d’inertie et de pression.

On accepte généralement, a la suite de Kolmogorov (1941), ’hypothese
d’une turbulence localement homogene et isotrope. Cette hypothése simplifi-

catrice se comprend comme suit : les mouvements aux petites échelles résultent




14 CHAPITRE 1 : DE NAVIER-STOKES AUX MODELES EN COUCHES.

d’une succession d’instabilités des structures plus grandes. On admet que ce
processus, local dans les échelles, a des corrélations finies. Dans ce cas, loin
des parois, la géométrie extérieure n’affecte plus les mouvements aux échelles
I < lo, et les symétries brisées par les mécanismes produisant la turbulence y
sont restaurées dans la statistique des fluctuations de vitesse.

La présence d’une viscosité finie fait des équations de NS un systeme dy-
namique dissipatif, dont les non-linéarités conservent les deux grandeurs glob-
ales que sont :

énergie cinétique moyenne par unité de volume (masse volumique unité)

1
el ea 2 f a2
8—2 <vi>= o /{;drv (r,?), (1.4)

et I’hélicité
H=<v w>, (1.5)

qui mesure le degré d’enlacement des tubes de vorticité dans 1’écoulement.
Dans les formules (1.4) et (1.5), V désigne le volume de I’espace  délimitant
I’écoulement et w = V A v, la vorticité.

Ainsi I’énergie qui est injectée dans les mouvements turbulents de grande
échelle va devoir cascader conservativement jusqu’aux plus petites échelles de
’écoulement o1 elle sera finalement dissipée.

L’idée d’une cascade d’énergie locale 4 travers les échelles remonte 4 Richard-
son (1926). L’image qu’il dégage est celle d’une hiérarchie de “tourbillons”
de taille caractéristique !, décroissant dans une progression géométrique I, ~
[oQ™™ ol € est le pas de la cascade, que l'on peut prendre, pour fixer les idées,
égal a deux. La notion de tourbillon ne doit pas étre comprise comme directe-
ment associée a une structure géométrique bien définie, mais plutét comme
une région de I'espace sur laquelle le champ de vitesse subit une variation sig-
nificative. Soit év; une fluctuation de vitesse typique de I’échelle I. La présence
a toutes les échelles de cisaillement, associé au gradient §v;/l, va entrainer une

distorsion des tourbillons et provoquer le transfert de I’activité des grandes vers
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les petites échelles. Comme nous P'avons déja dit, on admet généralement que
ce processus est local, c’est-a-dire que l’énergie contenue dans les structures
d’échelle | provient essentiellement des effets de cisaillement des mouvements
aux échelles [/2 et 2I. La dynamique est, dans cette image, régie par trois

types de temps caractéristiques :

o le temps 72" = [/§v, d’advection d'une structure de taille [ par un
tourbillon de grande taille Iy > [ et de vitesse vy. Un tel effet ne

déformant pratiquement pas la structure ne transfére pas d’énergie.
¢ le temps typique de distorsion des tourbillons de ’échelle [ ; 77 = [/6v;.

o le temps caractéristique de dissipation de ’énergie portée par ’échelle ,
donné par 7;°°¢ & I2R. On voit que la dissipation deviendra dynamique-

ment pertinente pour des échelles ! telles que I6v; < R™1.
La premiere description statistique de la cascade d’énergie dans la limite des

trés grands nombres de Reynolds a été proposée par Kolmogorov et Obukhov

en 1941. Cette théorie est étiquetée “théorie K41”.

1.2 Phénoménologie a la Kolmogorov et In-

termittence.

1.2.1 K41 et autosimilarité.

L’hypothése centrale faite par la théorie K41 est l'invariance d’échelle, ou au-
tosimilarité, de la statistique des fluctuations de vitesse sur 'intervalle inertiel,
qui devient infiniment vaste lorsque le nombre de Reynolds tend vers ’infini.
Au niveau statistique, on caractérise généralement la structure spatiale de
la turbulence homogéne et isotrope & ’aide des incréments de vitesse longitu-

dinale. Ils sont définis comme :

(1.6)

o | Eeg
-

6\’;(1‘, t) = (V(I‘ + l; t) - V(l‘, t)) ’
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c’est-a-dire que ’on ne retient que la projection longitudinale de la différence
des vitesses entre deux points séparés d’un vecteur . On se restreint souvent
a une situation de turbulence stationnaire, ou le taux d’injection & grande é-
chelle compense exactement le taux moyen de dissipation d’énergie, qu’il est
traditionnel de noter £. Dans ce cas, la densité de probabilité P(év;) ne dépend

plus a priori que de la longueur [.
L’hypothése d’autosimilarité se traduit ainsi : pour toutes les échelles [

telles que I > I >> 9, il existe une unique fonction P(z) telle que
1
P[(E‘U[) = ;P(&);/a;) P (17)
1

Dans cette expression, ¢ est 1’écart type des fluctuations de §v; et définit une
intensité caractéristique de la turbulence a ’échelle .

Pour connaitre la dépendance spatiale de toutes les fonctions de structure :
Sp(l) = (6v), il suffit dans ce schéma de préciser la loi d’évolution de ’une
d’elles. Or il existe une expression exacte, également due & Kolmogorov (1941),
de S3(1) :

S3(1) = —%sl, pour lp > 1> 7, (1.8)
ot le taux moyen de dissipation d’énergie ¢ est supposé rester fini méme dans
la limite Re — oco. De I'hypotheése d’autosimilarité et de 1’équation (1.8), on

tire
o = (el)/?, et (1.9)
So(l) = Cylo)(el)P. (1.10)
On en déduit, dans le langage des “tourbillons”, les propriétés suivantes :

 P’énergie contenue dans les structures de 1'échelle { vaut E; ~ of = (el)?/3,

elle décroit trés rapidement avec [ ;

e le temps caractéristique de transfert non-linéaire 7! &z £~2/312/3  décroit
avec l'échelle. Cette accélération de la dynamique est nécessaire pour

comprendre le sens de la cascade ;
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e inversement, le cisaillement responsable de la distorsion des structures
et du transfert d’énergie, croit comme ay/i ~ [7%/3. Ceci permet de
comprendre qualitativement la localité de la cascade. En effet, on peut
estimer que la contribution au transfert d’énergie des échelles [, vers
les structures de 1’échelle I,,, décroit exponentiellement vite avec |m — n)|
quand m < n (I, > [;), car le cisaillement est de plus en plus faible
vers les grandes échelles. Par ailleurs quand m > n les fluctuations du
niveau Iy, (I, < I;) vont devenir si vite isotropes qu’elles ne pourront pas
agir de fagon cohéréntes sur la dynamique de P’échelle [,, ; la contribution
au transfert d'énergie qui en résulte devient alors sous-dominante par

rapport aux couplages locaux ;

e enfin, le comportement moyen des fluctuations de vitesse, décrit par a; =
()73, permet d’estimer 'échelle de longueur 7 & partir de laquelle la

dissipation visqueuse va devenir efficace : 5 ~ I/ R34

Physiquement, la relation (1.8) exprime la constance du flux moyen d’énergie
a travers les différentes échelles de I’écoulement (le taux de transfert d’énergie

4 'échelle [ étant dimensionnellement d’ordre §v#/{).

1.2.2 Les manifestations expérimentales de I’'intermit-

tence.

Les expériences de laboratoire effectuées sur des écoulements turbulents de flu-
ides réels, ne permettent pas d’obtenir des nombres de Reynolds aussi grands
qu’on pourrait le souhaiter. Cependant les plus grandes valeurs atteintes
Re ~2 105107, établissent un intervalle inertiel de plusieurs décades, et doivent
permettre de tester les prédictions de la théorie K41. Les expériences (et aussi
les simulations numériques) ont révélé l'existence d’un phénomene qui n’est

pas pris en compte dans la théorie initiale de Kolmogorov : ’intermittence de

la cascade. Le transfert de 'activité aux petites échelles d’un écoulement de
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turbulence pleinement développée ne se fait pas de facon autosimilaire. Au
fur et & mesure que 1’on s’enfonce vers les petites échelles de 1’écoulement, on
trouve de plus en plus de régions de l’espace ot 'activité turbulente est pra-
tiguement nulle tandis qu’elle se concentre et s’intensifie dans des structures
plus rares. La signature statistique, sur les histogrammes des incréments de
vitesse longitudinale, est une évolution de la forme des P(6;v) bien différente
de ce que prédit la loi d’autosimilarité (1.7). Pour illustrer notre propos nous
donnons sur la figure 1.1 de tels histogrammes, obtenus dans I'expérience de jet
turbulent du groupe “Hydrodynamique” de notre laboratoire. Cette figure est
tirée de la thése d’A.Naert (1995). On constate une forme quasi gaussienne au
sommet de l'intervalle inertiel, tandis qu’a plus petite échelle les événements
trés intenses et également les zones de calme sont clairement renforcés. Il
n’en reste pas moins que la théorie K41 donne une bonne description du com-
portement moyen. En particulier, les lois de puissance qu’elle prédit pour les
fonctions de structure S,(!) pour p < 3 sont bien vérifiées sur une large gamme
d’échelles compatible avec les arguments phénoménologiques. Les déviations
se manifestent dans les ordres supérieurs. Méme si ’existence de strictes lois
de puissance indépendantes de Re n’est pas garantie, on a ’habitude de définir

des exposants anormaux, associés i 'intervalle inertiel, par la relation :
Sp(l) ~ I, pour lp > 1> 7.

Les exposants (, croissent de maniére monotone avec p mais ils se placent sur
une courbe convexe, bien différente de la droite ¢, = p/3 prévue par la théorie

de champ moyen.

1.2.3 Processus multiplicatifs aléatoires : un paradigme

" pour ’intermittence.

L’évolution de la forme des distributions P(6v) peut étre, en fait, décrite par

la décomposition suivante (cf A.N.Kolmogorov (1962), A.M.Obukhov (1962),
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Figure 1.1 : Histogrammes de év; a des échelles variant de la plus grande [y =~
1.6cm a la plus petite de I’écoulement, [’échelle de Kolmogorov 7 = 13.5um,
pour Re = 45100. Les histogrammes sont décalés d’un facteur dix pour plus

de lisibilité. L’échantillon sur lequel est fait la statistique comporte 107 points.
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B.Castaing (1989), B.Castaing et ol (1990), R.Benzi et al (1991)) :

Pi(80) = [ Gui(log @) Py (6v/e) T8, (111)

ou Py (év) est la distribution & grande échelle, proche d'une gaussienne, et
G, (log @) est une fonction dépendant a prioride [ et Iy qui code la déformation
des histogrammes lorsque ! décroit.

Dans des travaux récents (Y.Gagne et al (1994)), il a été montré expéri-
mentalement que la décomposition c¢i-dessus a un sens physique : les fluctua-
tions de vitesse se décomposent en sous-ensembles gaussiens dont les intensités
caractéristiques sont de plus en plus largement distribuées & mesure que l’'on
descend vers les petites échelles de ’écoulement. Au contraire, pour la théorie
K41, il n’existe & chaque échelle qu'une seule intensité caractéristique, fixée
par le comportement moyen, via le taux de transfert d’énergie.

L’échelle I, dans la formule (1.11) est a priors arbitraire. On peut donc
également écrire :

dl
P(6v) = f Guy(log ay) Py (6v]en) =222 o (112)

251

oi I, est une échelle intermédiaire ! < l; < l). En rapprochant les expressions

(1.11) et (1.12) il vient :
Gri,(log &) = f Gy, (log e ) Gy 1, (log o — log oy ) dlog a; .

Cela suggere l'existence d’un processus multiplicatif aléatoire propre a décrire
la hiérarchie des intensités caractéristiques des fluctuations aux différentes
étapes de la cascade. Pour étre plus précis, considérons deux échelles I; et
l; avec I; < Iy, et désignons par {a1} et {a,} les ensembles d’écarts types de
6v(ly) et du(ly) pris dans le sens défini par (1.11). Ces deux ensembles sont
essentiellemnent reliés par la variable aléatoire Wi, 1, définie par ap = Wi, oy
dont le logarithme est distribué selon Gy, ;. Puisque chaque réalisation de o
définit un sous ensemble gaussien, tout le comportement “anormal” est contenu

dans les fonctions G, 1, .

t
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En s’appuyant sur la localité de la cascade, on peut écrire Wi, comme un
produit de n facteurs reliant les étapes successives de la subdivision i, > l; >
RO '

i=n
Wi, = H mili-l .

i=1
Dans le cadre de la vraie turbulence on admet que cette subdivision peut etre
raffinée & 'infini, eu égard au caractére continu de la cascade. On parle alors de
processus infiniment divisible (pour une discussion appliquée & la turbulence
on consultera Z.5.She et al (1995), E.A Novikov {1994), B.Castaing (1996)).
En se cantonnant a des cascades a pas discrets, et telles que chaque étape

o , o )
soit équivalente aux précédentes, on arrive a la forme suivante pour Gy, 4, :
- IF*n
G, = H*",

ou H(log Wy,i,_,) est la distribution de probabilité, commune, des Wy,y,_,, c’est-
a-dire la brique élémentaire du processus multiplicatif aléatoire, et * désigne
le produit de convolution. De plus, le nombre de pas de cascade est, dans une

image invariante d’échelle, proportionnel au logarithme du rapport /!, :

n =logo(lo/ln), (1.13)

ou () est le pas de la cascade. Il n’est alors pas difficile de se convaincre que
les différentes fonctions de structure obéissent, dans ce schéma, & des lois de
puissance :
Sp(1) = (89F ) (lo/ 1),

avec (, = logo(W?). La moyenne se fait sur les différentes réalisations, avec
la probabilité donnée par H(log W). Le processus multiplicatif devra en outre
satisfaire la contrainte (3 = 1 = —logy(W?), qui est imposée par “la loi des
4/5” (équation (1.8}).

Faisons a ce stade quelques commentaires.

e Le bien-fondé d’une description des manifestations statistiques de 'inter-

mittence a ’aide de processus multiplicatifs est trés largement admis ;
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en revanche, 'hypothese d'invariance d’échelle et la relation (1.13) qui
en résulte, ne sont pas forcément licites, comme le suggére la persistance
d’un nombre de Reynolds fini. A ce propos on pourra se reporter &

I'article de B.Castaing (1996) et aux références qu’il contient.

e Le probléme de définir la nature du processus multiplicatif permettant de
comprendre les données expérimentales reste entier. Récemment Z.5.She
et al (1994) ont proposé un modéle qui décrit de fagon remarquable
les données issues des expériences ; malheureusement il est encore bien
difficile de comprendre les raisons profondes de son succés. Comme nous
aurons a y revenir dans la suite, nous le décrivons succinctement dans
un appendice de ce chapitre, oit nous avons également reporté quelques
résultats utiles de la théorie des larges déviations pour les sommes de

variables aléatoires.

1.3 Modélisation d’une cascade d’énergie par
des systémes hydrodynamiques 4 nombre

réduit de degrés de liberté.

1.3.1 Dans quelle mesure est-il possible de réduire le
nombre de degrés de liberté d’un écoulement

turbulent ?

Le nombre de degrés de liberté d’un fluide en mouvement est en principe in-
fini puisqu’il s’agit de connaitre le champs de vitesse v(r,t) en tous les points
de l’espace. Cependant nous savons qu’a tres petite échelle la dissipation
visqueuse va faire systématiquement relaxer toutes les fluctuations (la forma-
tion de singularité sur 'axe réel des temps, n’a pour les équations de NS,

Jamais été observée). Il est donc légitime d’estimer la dimension de I’espace
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des phases i partir du nombre de degrés de liberté instables vis-a-vis des non-
linéarités. Dans l'approximation de champ moyen, ce nombre évolue comme
(lo/n)* ~ R%*4. Toute intégration numérique des équations de NS devra donc
traiter un nombre rapidement gigantesque de données, ce qui limite les nom-
bres de Reynolds accessibles a quelques centaines. Puisque c’est la physique
statistique des mouvements aux différentes échelles de 1’écoulement qui nous
intéresse plutot que les détails du flot, on peut se demander s'il est possible de
réduire le nombre de degrés de liberté participant effectivement 3 la cascade

d’énergie.

Nous allons décrire rapidement la procédure proposée dans ce sens par
E.D.Siggia (1977) dont ’algebre fut ensuite simplifiée par T .Nakano (1988b).
Disons d’entrée de jeu que la construction présentée dans la suite souffre
d’approximations incontrélables. Le point de départ en est une décomposition
du champ de vitesse en paquets d’ondes devant représenter les tourbillons ef-
fectifs aux différentes échelles de ’écoulement. On considere une turbulence
homogene et isotrope enfermée dans un cube de coté I = 27. Il est commeode
de garder une trace de la dimensionnalité d’espace, nous la noterons d bien

que seul le cas d = 3 soit en question.

Les différentes échelles vont étre repérées par un indice entier [ de la maniere
suivante : partant du cube initial, on effectue une division en Q¢ boites de c6té
lo/Q. Ces nouveaux cubes constituent le niveau 1 de la hiérarchie de structures,
et on repére leur centre par Q¢ vecteurs R,,, ol m = 1-.. Q% Le pas de la
cascade prendra typiquement la valeur Q = 2. En itérant cette procédure !
fois, on se retrouve face & une assemblée de !_, Q% cubes repérés par l'indice
du niveau, I, et Q% vecteurs de position, R,,. Chaque boite du niveau ! posséde
une mere unique sur le niveau ! — 1, tandis qu’elle porte Q¢ descendants du
niveau { + 1. 1l faut en principe répéter cette procédure jusqu'aux échelles

infiniment petites. On introduit alors la représentation suivante du champ de
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vitesse :
v¥(r,t) = ZG Umc(r)uf, alt), (1.14)
im,
U = 2(Q(r ~ Rp)) exp(iQ'G - 1). (1.15)

La fonction ® assure la localisation du paquet d’onde sur la boite de centre
R, : ®(r) doit étre pratiquement constante sur le cube de cété 2n et décroitre
rapidement en dehors, tout en restant partout différentiable, Dans la suite, on
fera comme s’il s’agissait d’une fonction valant 1 sur le cube et 0 ailleurs.

Les modes de Fourier représentent les degrés de liberté internes i la boite.

Les vecteurs d’onde G sont choisis dans la premiére couche de I'espace de

Fourier : 1 < |G| < @. Afin d’assurer la complétude de la nouvelle base, le
nombre de degrés de liberté devant décrire le champ de vitesse aux échelles
de longueur comprises entre (27)/Q" et (27)/Q™! doit étre égal & Q¥(Q3 —
1)47 /3 ; c’est le nombre de modes de Fourier usuels dans la couche de vecteurs
d’onde @' < k| < @'+, Dans la représentation des paquets d’ondes, il suffit
donc de prendre un nombre, proche de (Q® — 1)47/3, de vecteurs G

La double localité, dans les espaces réel et réciproque, des fonctions Uim,G,
exclut la possibilité d’avoir de strictes relations d’orthogonalité entre les diffé-
rents éléments de cette nouvelle base. Nonobstant cette difficulté on arrive

/ [ 4 o
aux équations du mouvement approchées pour les modes Ul o
¥ L

5+ T = = ¥ oM

dt R Iymy le I3 |m2|G2
X D(ImG, bym Gy, bmaGo)uf | el o

(1.16)
L’opérateur Mg, s’explicite de la fagon suivante :

Mopy(G) = —i[GePar(G)+ GyPap(G)] /2, et (1.17)
Pop(G) = bap— GouGa/G2. (1.18)
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Dans les équations ci-dessus, P,g(G) est le traditionnel projecteur sur l’espace
orthogonal au vecteur G (provenant de la condition d’incompressibilité). Quant

aux constantes de couplage D(- ), elles ont pour expression :

D(ImG, Lhmy Gy, hm,Ge) = exp{—i(Q'G — Q"G — Q"2 G;) - Rpnaz}
% Qd(z_tme)mmm [Q’G _ Qu G, — Q"Gz)] )
(1.19)

Leur amplitude est essentiellement fixée par le domaine de recouvrement des
trois paquets d’ondes en interaction. Plus précisément, les cubes doivent étre
emboités les uns dans les autres pour donner une contribution non-nulle. C’est
donc le plus petit, sur le niveau l,, = maz(l,ly, ), qui impose le volume
de recouvrement, d’oli le facteur géométrique @ ~'m==  qui rend compte de la
prolifération des canaux d’interaction entre une boite mere et ses nombreux
descendants. R,..; qui est présent dans le facteur de phase, désigne, en dépit
d’une notation malheureuse, ’origine de ce plus petit cube.
L'opérateur Ay, [ -] assure quant a lui, dans (1.19), la conservation de
I'impulsion & 'ordre @*ms=. Plus précisément on a : |
- i)
rQ'G;

i=1

(1.20)

Pour un vecteur d’onde G, admettant généralement un développement de la
forme :

d d d

G=¢Q° (Zn?&‘) +Q* (Zn}e,’) +o+ @ (Znéei) +oe

1=1 i=1 i=1
(ot les {n!} sont des entiers tels que 3¢, nl? soit compris entre 1 et Q72
{e;} désigne la base du réseau réciproque), A; [G] impose donc la nullité des
coefficients n!', tels que I > I, mais laisse du flou sur tous ceux pour lesquels
I'<l

Pour 'instant la dynamique parait aussi compliquée que dans le probléme

de départ. Pour la simplifier, une premiere étape consiste & limiter les interac-
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tions entre couches plus proches voisines. Supposons que l'intensité des modes

Ul @ SOit donnée par le comportement d’échelle [u;,, g| ~ Q™ (= k™=).

e Commengons par considérer la contribution dans 1'équation (1.16) des
modes situés disons dans une méme couche, d’indice §; grand devant
[. La sommation sur toutes les positions des boites, compense & un
niveau naif, le facteur géométrique Q¥—%) présent dans le vertex D.
Cette contribution sera donc d’ordre Q'Q~2*:, et deviendra inférieure

aux termes venant des échelles plus proches de [ d'un facteur Q2 -Da

st a > (.

e Supposons maintenant que I'un des vecteurs d’onde Q" Gy, ou Q2G,,
soit trés petit devant Q'G. Prenons le cas par exempleolt §; < let I, ~ 1.
Il n’est pas difficile de vérifier que la contribution venant du premier
terme du tenseur Mop,(G), qui traduit le cisaillement des échelles d’ordre
! par les mouvements de la grande échelle [, est d’ordre Q1Q12Q'e.
Il sera donc trés inférieur & la contribution @Q'(*=2¢) venant des échelles

proches de I, pourvu que a < 1.

o Le second, qui traduit l’effet d’advection des structures du niveau I
sur celles de 1’échelle I, se comporte comme Q'Q1*Q~** Il est donc
en principe plus grand que les termes que 'on veut retenir. Cepen-
dant, comme nous avons déji eu l'occasion de le dire, de tels termes
ne transférent pas d’énergie. E.D.Siggia propose de les éliminer en lais-
sant, & chaque étape de la cascade, évoluer les boites du niveau I, dans
un champ de vitesse local (ou filtré), auquel participent les modes des
couches inférieures, disons d’indice I’ < I — 2, pour fixer les idées. Dans
ce cas ’advection agit sur les vecteurs R,,(2) et non plus sur les modes
W, G- En admettant cette procédure, et une décroissance des modes
[WmGl ~Q (= k™) avec 0 < @ < 1, (a = 1/3 dans la théorie K41),

on voit qu'il est légitime de se restreindre & des couplages locaux entre
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les différentes couches.

En limitant les couplages d’une échelle [, aux niveaux [ — 1 et { + 1, on obtient
une dynamique se développant sur un arbre. Chaque noeud représente une
boite, repérée par son indice de couche [ et sa position spatiale au moyen
des vecteurs R,, ; elle interagit avec @ plus petits cubes (seuls deux sont
représentés sur la figure ci-dessous), et une seule structure du niveau [ — 1.
Suivant E.D.Siggia, on suppose qu’il n’y a aucune interaction entre les boites

adjacentes d’un méme niveau.

N
1 1 2
A A
2 1 2 4
AAAA

Plagons nous au niveau ! de I'arbre, sur un noeud particulier R,,. La grande
échelle (niveau !) n’est sensible qu’a une moyenne sur ’ensemble de ce qui se
passe dans les plus petites (niveau I +1). La contribution corespondante dans

les équations du mouvements peut se mettre sous la forme :

Q™ Y exp(iQ'G-Ru)ufy, g, ()0 g, (t)- (1.21)

Q9 branches

L’accélération des temps caractéristiques, ainsi que I’hypothese d’indépendance
des différentes branches, suggére de remplacer cette somme par une seule
réalisation de la petite échelle, dont ’évolution rapide devant la dynamique
du niveau [, doit redonner le bon effet collectif. On substitue & la moyenne

(1.21) le terme effectif :

'”'f+1 Gl(t) '”'?+1—G1(t)) (1'22)

correspondant & une boite placée au centre du cube R,,. L’opération peut se

symboliser de la fagon suivante :
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AN

Partant des plus petites échelles on procéde de fagon hiérarchique (en re-
montant 1’arbre), & une réduction des variables effectives, pour aboutir finale-

N
ment & une dynamique sur une chaine. A ce stade on peut faire les commen-

taires suivants :

e laissons de c6té les premieres difficultés concernant la conservation de la
- quantité de mouvement, la condition d’incompressibilité et la localité,
que nous avons déja signalées plus haut. La derniére étape de simplifica-
tion est sans aucun doute la plus sérieuse, cependant il est difficile d’en

apprécier les conséquences pour l'intermittence ;

® la dynamique effective posséde les mémes lois de conservation que le

probleme initial ;

e le nombre de degrés de liberté croit & présent comme le logarithme du
rapport d’échelle que I’on veut décrire, et donc comine log R, si 'on

s'intéresse a 1’ensemble de 'intervalle inertiel ;

e il reste encore un grand nombre de degrés de liberté : variables vecto-
rielles et vecteurs d’ondes multiples dans chaque couche. Compte tenu
du degré d’arbitraire déja présent, il est tentant de franchir une étape

simplificatrice supplémentaire, c’est 'objet de la sous-section suivante.

1.3.2 Les modeéles scalaires de cascade.

On ne retient & présent, dans chaque couche, plus qu’une seule variable dy-
namique un(t), scalaire, réelle ou complexe. Chaque échelle n’est donc plus

représentée que par un nombre d’onde k, = kyQ™. La valeur absolue (ou le

t
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module) de la variable u, peut étre comprise comme une intensité caracté-
ristique des fluctuations de vitesse & I'échelle I, = k7', & V'intérieur d’un des
sous ensembles définis par la décomposition statistique (1.11) ou bien encore,
4 un instant donné, comme l'activité moyenne a 1’échelle [ du modele vectoriel
de B.D.Siggia, c'est-a-dire |ui(t)| = (Xg lual?)>.

Dans ’esprit des considérations qui précédent, une dynamique possible

pour les {u,} sera de la forme :
(d/dt + k2/R) un = T juiuy, (1.23)
ou les constantes de couplages I',,;;, vérifieront les conditions suivantes.
1) T'pnyi; est symétrique dans les indices 2, 5.

ii) L'énergie totale du systéme définie par E = ¥, u2/2, doit étre conservée
en ’absence de forgage et de dissipation, d’ot la contrainte :

[n:; + perm circ = 0, pour tout n,t,7.

it} Plus généralement, si la quantité H = ¥, gou?/2 doit étre conservée, on

a I'nijgn + perm crc = 0.

iv) Les couplages sont non-nuls seulement pour z,j proches de n. Dans la
pratique, on se restreindra i des couplages entre premiers ou seconds

volsins.

v) [',;; croit comme k, avec n, afin de respecter la hiérarchie des temps

caractéristiques des équations de NS.

vi) On peut encore demander que les hypothéses du théoreme de Liouville,
Oty /Ouy, = 0, soient vérifiées par le noyau non-linéaire, ce qui s’exprime

par les contraintes : I'n,2,n = 0, pour tout 2.

Ce type de modeles a été originellement introduit par ’Ecole Russe autour de

Obukhov (sous I’étiquette “systéme de type hydrodynamique”), et appliqué a
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un grand nombre de situations physiques différentes. Pour une revue de ces
travaux on se reportera a l'article de E.B.Gledzer et al (1988).

Tout en restant dans la méme classe de modélisation on peut choisir une
variable dynamique complexe. Les équations du mouvement sont inchangées
& une conjugaison complexe prés du second membre de (1.23). On généralise
aisément les conditions ci-dessus a cette nouvelle situation. Remarquons que

dans ce cas le théoréme de Liouville est toujours satisfait.

Que peut-on apprendre de tels modeles 7

Avant de passer a l'analyse détaillée de certaines propriétés génériques de ce
type de modélisation, arrétons-nous un instant pour discuter ce qu’il est per-
mis d’attendre d’une meilleure compréhension de tels systémes, vis-a-vis de la
turbulence, et de 'intermittence plus particuliérement.

Repérons tout d’abord les points faibles : le plus évident tient & la simpli-
fication drastique de la complexité géométrique du probleme de départ qu'ils
proposent, en n’autorisant plus qu'un seul chemin pour la cascade. De plus
ces systémes hydrodynamiques possédent un grand degré d’arbitraire : choix
d’une variable réelle ou complexe, portée des couplages, conservation d’une ou
plusieurs quantités par les non-linéarités. Finalement on peut craindre ¢ prior:
des artefacts liés a la discrétisation et 3 la dimension un de la chaine.

Venons en maintenant aux atouts : ces modéles gardent certains ingrédients
essentiels de la dynamique. Interprétés comme une description statistique de
I'intensité caractéristique de la turbulence & un instant donné, ils illustrent le
mécanisme local de transfert d’énergie, et donnent des exemples déterministes,
de processus multiplicatifs pouvant conduire & de larges fluctuations, sources
d’intermittence. Enfin, d’'un point de vue théorique, ces chaines scalaires ap-
paraissent comme des modeles minimaux de systémes turbulents, dont on
peut espérer obtenir une théorie statistique effective, fondée sur des objets

dynamiques clairement identifiés, ce qui, malgré les progres récents, fait en-
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core défaut pour la vrale turbulence.
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1.4 Appendice

Nous donnons ci-aprés un résultat utile de la théorie des larges déviations,
tel qu'il apparait lorsque l'on envisage un processus rmultiplicatif aléatoire.
Nous nous sommes largement inspirés de la description qu’en donne U.Frisch
(1995b). Pour illustrer notre propros, nous nous intéressons 4 la statistique du
taux de transfert d’énergie que l'on écrit dimensionnellement : &, = of /i,
avec les notations de la sous-section 1.2.3. Chaque étape de la cascade est

décrite par la transformation :

ln+1 = ln/Q et (124)
En+1 = Ean. (125)

Partant du niveau zéro {grande échelle), on a apres n pas de cascade

L o= LQ™ et (1.26)
&n = Wi - W, (1.27)

ol les W, sont des multiplicateurs aléatoires indépendants, strictement positifs,
et dont le logarithme en base @ est distribué selon une loi unique : H(log W),
dont on suppose l'existence de moments & tous les ordres. La constance du

flux moyen d’énergie impose :
{€n) = €0, pour toutn >0,

c’est-a-dire (W) = 1.

Soit & décrire la statistique de ¢, pour n grand. Pour cela posons S, =
log(en/e0) = Y7o, log Wi, 1l s’agit d'une somme de variables aléatoires indé-
pendantes, de moyenne nulle. La densité de probabilité d’avoir S, entre X et

X 4+ dX, est donnée de fagon générale, par le produit de convolution :
P(S,=X)=H"X).

Lorsque n tend vers 'infini, il est bien connu que les fluctuations d’ordre 1

de la variable normalisée S, /y/n ont une distribution gaussienne. Cependant

1
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quel que soit n fini, il existe des réalisations du processus conduisant a des
déviations beaucoup plus larges, typiquement S, /n ~ O(1), qui ne peuvent pas
&tre décrites par une loi normale. Dans d’autres contextes, ces événements tres
rares ne sont pas importants ; en revanche, eu égard au caractere multiplicatif
du processus, si petite que soit leur probabilité, ils deviennent essentiels pour
décrire les moments élevés de la variable £, /g0 = e®*. Le théoréme des larges
déviations assure que la probabilité d’aveir S, /n = & (d’ordre 1), lorsque n

tend vers I’infini, se comporte comme :
P(S, = nz) "~ exp(ns(z)), s(z)< 0pour tout z, (1.28)

o s(z), est la fonction dite de Cramér du processus aléatoire, suivant la no-
tation utilisée par U.Frisch (1995b). On l'obtient & partir de la fonction car-
actéristique :

Z(B) = (exp{—~flogo W)), prise au point 18 ,

de la méme fagon que s’obtient ’entropie en mécanique statistique & partir de

la fonction de partition :
s(z) = i%f{log Z(B) + Bz} .

La fonction s(z) se déduisant de In Z(#), par une transformation de Legendre,

on a la relation inverse usuelle :

log Z(f) = sup{s(z) — fz}.

Montrons maintenant comment, dans ce contexte, émerge le comportement
multifractal usuel, tel que l'ont proposé pour la premiére fois G.Parisi et al

(1985). Aprés n pas de cascade on a, £,/ep = €™ avec la probabilité :
P(8, = nz) " @)

si bien que le comportement dominant des moments, obtenu par un argument

de point-col, vérifie :

((en/eaf’®) ~ Q% = (Ia/l) ™,
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avec op = sup,{zp/3+ s(z)}/log Q. Les exposants anormaux, (,, définis dans

la section 1.2.3, sont donnés ici par : { = p/3 — op.

Le modeéle de Z.5.She et E.Léevéque

Z.5.8he (1991) a proposé que la turbulence aux petites échelles puisse étre
séparée en deux composantes de natures différentes : d’une part un ensemble de
structures filamentaires trés intenses et “cohérentes”, et d’autre part ’ensermnble
des fluctuations plus moyennes et beaucoup plus désordonnées. Pour cette
raison, ce modele a été qualifié de “modéle & deux fluides”. Les simulations
numériques présentées par Z.5.She et al (1991), donent un certain poids a cette
image, Le modeéle de Z.5.She et E.Lévéque, proprement dit, consiste & décrire
au niveau statistique l’interaction entre ces deux composantes de la turbu-
lence, en proposant un modele hiérarchique des intensités de fluctuation pour
l'intervalle inertiel, basé sur une hypothétique symétrie cachée des équations
de NS. Il est apparu par la suite (cf Z.5.She et al (1995)), que cette descrip-
tion était en fait équivalente a supposer 'existence d’un processus multiplicatif
aléatoire particulier. Plus précisément, un processus log-poissonién qui, pris
au pied de la lettre, suppose un mécanisme dynamique de quantification de la
cascade d’énergie !

Soit un mécanisme conduisant & la formation d’une structure singuliére.
Supposons que sa signature sur le taux de transfert d’énergie puisse se mettre
sous la forme

L

3y
£, = (l_) £y, pour tout lg < ll. (129)
2

L’exposant v > 0 code donc le comportement d’échelle résultant de la forma-

tion d’une structure cohérente, que ces auteurs supposent &tre la plus singuliére
» 9 PP ’

et qu'ils associent & des filaments de vorticité. La présence d’un milieu am-
biant désordonné va contrarier cette amplification par l'ajout de défauts de
croissance, dont ’amplitude ne peut prendre que des valeurs discretes, puis-

sances entieres d'un méme quantum 3 < 1. Le processus multiplicatif aléatoire
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prend alors la forme :

3y
m
g, = I/Vl2h L avec leh = (—) ﬁ s (1.30)
ol m est un nombre entier, obéissant a une loi de Poisson :

Am
P(X = m) == exp(—)uz;l) 1o .

m!

Le logarithme de W a ainsi une statistique poissonienne, d’oli le nom donné
4 ce type de processus. Le rapport d’échelle I;/I; étant fixé, le nombre moyen
de défauts : (X) = Xy, doit étre tel que (Wyy,) = 1, pour satisfaire la
conservation du flux moyen d’énergie. Il en résulte la relation :
37 11
Ay, = ——log | — . 1.31
Iafy 1_ﬁ Og(lz ( 3)

On arrive alors sans peine a la forme suivante pous les exposants oy, :

1— @ge3
a‘pzﬁyp—-3’yl—__ﬂ/§“. (1.32)

Les valeurs des parameétres avancées dans 'article original, deviennent ici :

v =2/9 et B =2/3.

NB : nos notations différent sensiblement de celles employées dans les ar-
ticles originaux, mais elles seront adoptées de fagon cohérente tout au long de

ce manuscrit.







Chapitre 2

La phénoménologie des modeles
en couches. Application a

’étude de I’intermittence.

Dans ce chapitre il est principalement question du modele ON pour leque] il
n’existait pas dans la littérature d’analyse détaillée de la dynamique. Toutefois,
nous avons jugé bon de redonner ici, sous un regard un peu différent, quelques
résultats connus sur le modele GOY en renvoyant également le lecteur & la litté-
rature existante. La premiére section nous permet de définir les équations des
deux modeles et d’en préciser les différents parameétres. Nous présentons aussi
leur limite du continu qui, & l'ordre le plus bas, se réduit dans les deux cas a
une équation de Burgers conduisant & la formation de chocs. Dans la deuxieme
section nous décrivons les propriétés du point fixe K41 et montrons, a l'aide
d'une approximation quasi statique, comment un scénario a la Ruelle Takens
conduit au chaos. Enfin dans la troisiéeme section nous exposons rapidement
les manifestations statistiques de l'intermittence, obtenues numériquement sur
le modele ON, en insistant sur la comparaison avec le modéle GOY. Nous
renvoyons le lecteur désireux de plus de détails, au preprint accompagnant

cette these.

37
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2.1 Définition des équations et leur limite du
continu.

D’une maniére générale les équations pour tout modele scalaire peuvent se

mettre sous la forme :

du
E=N[u]+F——D. (2.1)

Le vecteur u a pour composantes les variables u,, définies dans la sous-section
1.3.2, qui peuvent étre réelles ou complexes. En principe 'indice n court
jusqu’a Vinfini, cependant la présence d’une dissipation non nulle permet de
ne considérer qu’un ensemble fini de variables ; 0 < n < N. Les termes
N, F et D contiennent respectivement les non-linéarités, un forcage extérieur
et la dissipation. Dans toute la suite du travail (sauf mention explicite du con-
traire) on se restreint & un forcage déterministe agissant sur la couche d’indice

n = 0 et & une dissipation visqueuse ordinaire.

Le modéle Obukhov-Novikov (ON).

Dans un souci de simplicité nous avons commencé notre étude par un modele
dont les variables réelles ne sont couplées qu’entre plus proches voisines. L’é-
nergie du systéme étant définie par £ = 73, u2, le noyau non-linéaire le plus

général qu’il est possible de former admet les composantes :
Nolu] = aQ**{kntin_1tn — kg1l } + B{kntl 1 = Fng1tnprun}.  (2.2)

Expression également valable pour n = 0 et n = N, pourvu que u..; et upyq
solent supposés nuls.

Ce modele apparait comme la superposition linéaire de deux chaines ini-
tialement introduites par A.M. Obukhov (1971) et V.I.Desniansky et al(1974),
avec les poids respectifs aQ?? et 8. On suppose en outre & > 0; 8 > 0,
(T.Bell et al (1978) examinent le cas o8 < 0 avec B > 0 ) et sans perte

de généralité on impose @ + 8 = 1. Ces non-linéarités sont également celles
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obtenues par E.D.Siggia (1978) comme une simplification de son modéle vec-
toriel (E.D.Siggia (1977)). Cependant il contraignait les variables u, & rester
positives.

Les termes kntp—1Un et kyu2_, modélisent 'effet de cisaillement des struc-
tures devant nourrir ’activité de la couche S, ; on remarque que le dernier
est plus favorable au transfert que le premier car il ne dépend pas de I'état
de u,. Les autres termes agissent pour transférer conservativement l’énergie
vers les plus grands vecteurs d’onde. On distingue naturellement trois groupes
d’échelles de longueur : les échelles forcées, ici réduites a la seule couche Sy,
les échelles inertielles d’indice 1 € n & ng4, olt ng = 4log R/3log Q est I'indice
de la couche dissipative évaluée sur la base du comportement K41 (cf section
1.2), et enfin les échelles dissipatives pour n > ngq.

Dans la limite o ¥ = f = 0, la conservation de ’énergie totale apparait
le plus clairement en écrivant un bilan pour I’énergie cinétique E, portée par

une couche d’indicen > 1 :

dE,
I
ol En = Euf‘ y
et E&n = kn (aQ2/3un_1ui + ﬁui-—luﬂ) ) (24)

est le flux d’énergie entrant dans la couche n.

En présence de forgage et pour une viscosité non nulle, il va s’établir un
régime statistiquement stationnaire, ou 1’énergie injectée aux grandes échelles
se dissipe aux petites. Le flux moyen d’énergie dans les couches inertielles (ot
la viscosité joue un role négligeable) est alors constant puisqu’on peut écrire :

dE
ey =0 = (gn) — {En 2.5
(222 = 0= (en) — {ensa), (25)
ot (---) désigne une moyenne temporelle. Puisque ¢, est une fonction cubique
des u,, une approximation de champ moyen conduite dans la logique de la

théorie de Kolmogorov suggére u, ‘~ k73, Pour étudier les déviations par
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rapport a ce champ moyen, et en particulier les éventuelles lois d’échelle anor-
males, il est commode d’introduire les nouvelles variables ¢,, définies par la

relation :

up, = k13, . (2.6)

Les équations pour ¢ s’écrivent :
%‘f- = ko@**N[¢] + F - D, (2.7)

et la n®™° composante de N est maintenant :

No[] = @ [(agnosdn + B821) — (ad?yy + Bdndnir)] - (28)

Afin de bien préciser les parameétres de controle de la dynamique, il est utile
d’adimensionner les équations. En particulier, il est possible de rendre le
forcage ainsi que le coeflicient devant la non-linéarité, égaux & un par une
redéfinition des échelles de temps et de vitesse. Donnons enfin la forme des

équations que nous avons effectivement intégrées numériquement :

dén B __"'2
E - Nﬂ[¢} + 611,0 R 9571 . : (29)

Le nombre de Reynolds est défini par R = 1/v/fQ%/3/k3.

La physique du modéle est donc fixée par trois paramétres : le pas de discré-
tisation ) (ou pas de la cascade), la proportion d’interaction de type Novikov
B3, et le nombre de Reynolds R. Le nombre N de couches est indifférent, pourvu
qu’il soit assez grand pour assurer un intervalle dissipatif propre a faire relaxer

toutes les fluctuations.

Le modele de Gledzer-Ohkitani-Yamada.

Dans la suite de notre travail nous avons aussi considéré un autre modéle,
beaucoup plus étudié ces derniéres années. Il s’agit d’une chalne originelle-
ment introduite par E.B.Gledzer (1973) pour I’étude de la turbulence en di-

. . s # - s .. .
mension deux, qui a été adaptée et popularisée par les physiciens Japonais



2.1 DEFINITION DES EQUATIONS ET LIMITE DU CONTINU. 41

M.Yamada et al (1988) (voir aussi K.Okhitani et al (1989)), pour le cas de
la turbulence en dimension trois. Ils ont en particulier mis en évidence une
phase de dynamique chaotique exhibant de I'intermittence, dont les propriétés
“multifractales” ont été largement étudiées par la suite. Il est apparu que pour
certains jeux de parametres, les exposants d’échelle décrivant ce régime étaient
singuliérement proches de ceux mesurés jusqu’a ce jour dans les expériences
de vraie turbulence. Une compréhension satisfaisante de ce systéme manque

encore.

Ce modele considére des variables dynamiques complexes, les couplages
s’étendent aux seconds plus proches voisins. En plus de ’énergie, les non-liné-
arités conservent une seconde quantité, en 'occurence non signée, qui moyen-
nant un ajustement adéquat des parameétres, s’apparente dimensionnellement

4 I'hélicité également conservée par les équations d’Euler.

La dynamique du modéle admet la représentation suivante :

d * J% ¢
S0 = (2 — €)[1 - ¢33 — EO’ (2.10a)
d 20,0 e . e Q’
&?451 = Q3 [¢g ¢y — &3 b3 — R ¢1, (2.10b)
d 3"’"" L * * * * *
a‘ﬁﬂ = QY[(1—e€)pn_1bn o+ € -»1¢ﬂ-}~1 - n+1¢’n+2]
n
— %q&n , pourtout 2<n <N, (2.10c)
avec les conditions de bord N1 = Ons2 =0.

Le noyau non-linéaire dépend, outre de Q d’un paramétre ajustable ¢ pouvant
varier entre zéro et un. Le couplage en (1 — ¢) favorise de nouveau le transfert
vers les petites échelles. Nous avons fait usage des nouvelles variable ¢,, con-
formément a la définition (2.6). Les couplages possédent une symétrie interne
qui autorise sans perte de généralité la prise d’un forcage réel, ici placé sur la

couche d’indice n = 0. On vérifie en effet sans peine que la transformation de
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jauge :
$an — €Pa, (2.11a)
Pant1 — €i61¢3u+1, (2.11b)
¢’3n+2 g E—i(90+9l)(}53n+2, (211C)

laisse inchangée les équations pour toutes les valeurs de 8y et #;, hormis
Papparition d’un déphasage du forgage Fy — exp(—1i8,)Fp. Nous introduisons
également & ce niveau, 'expression du taux de transfert d’énergie entrant dans

la couche d’indice n pour n > 2.

Ep = R [(1 - 5)¢n—2¢n—1¢n + ¢n—1¢n¢n+1] ) (212)

ou R désigne la partie réelle.

La limite du continu.

Avant de se lancer dans ’analyse de ces chaines discrétes, il est opportun de
tenter une limite du continu pour voir ce qu’il reste de la physique 5, cet ordre
d’approximation. Concentrons-nous sur le cas du modéle ON en oubliant le
forgage et la dissipation. Introduisons les variables £ = logk et 6§ = log @ ;
$n(t) devient la fonction ¢(¢,t). En développant & 1’ordre deux en § dans la

non-linéarité (2.8), il vient:

o = ~56 (a4 81608 + 25205 ((0c0y + Soues)| 4ot 219

avec en outre la relation a + 8 = 1.
Effectuons dans cette équation le changement de variable défini par 2 = 1 —
exp(—2¢/3) et t’ = 26t. Nous obtenons ainsi la limite du continu et sa premiére

correction.

g+ 909 = 64 (00,6~ (1-5) (0.6 + L0ut] ) 4ot6), (210
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ot A=2(a—fF)/9et zc|0,1]
A l'ordre le plus bas, nous reconnaissons une équation de Burgers sur un
intervalle de longueur finie ; elle décrit 1'advection de “particules” distribuées
aux différentes échelles logk = —3log(1l — z)/2, avec les vitesses ¢{z,?'). La
longeur finie de 'intervalle assure qu’une telle particule, “cascade” en un temps
fini vers des échelles infiniment petites. La prise en compte du forcage revient &
placer un réservoir injectant des particules au systeme tandis que la dissipation
les freine au dela de 1’échelle de Kolmogorov.

Notons qu’a cet ordre d’approximation le modéle GOY devient également

une équation de Burgers, mais cette fois complexe :
O + ¢* 04" = 0. (2.15)

Il est bien connu (J.M.Burgers (1974)) que les solutions de ’équation
de Burgers réelle ont tendance & développer des chocs {voir ci-dessous pour
une discussion rapide du cas complexe). De telles singularités n’ont pas de
sens pour le probléme discret, et le systéme doit trouver un moyen pour sta-
biliser ce front. La nature discréte du probléme resurgit donc nécessairement.
Plus loin dans ce travail, nous verrons que ces chaines discrétes conduisent
génériquement a la formation de solutions singuliéres, associées & la propa-
gation d'un front autosimilaire atteignant en un temps fini des échelles de
longueur infiniment petites. La structure précise de la singularité va dépendre
du détail des interactions, mais les comportements asymptotiques seront les
meémes pour tous les modeéles. On peut étre tenté de voir dans ces solutions
les traces des chocs.

Enfin mentionnons que I'équation de Burgers ne développe pas d’intermit-
tence sur la variable ¢. En effet, on peut écrire, en régime stationnaire (et en

’absence de chocs) :

(§7008) =0 = ~(n0u) = ~——50.(4™7),

. M 1 -
ce qui montre que les moments a tous les ordres n’ont aucune dépendance avec
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I’échelle.
Envisageons & présent le cas complexe. Apres multiplication de I’ équation

(2.15) par 2¢%/2, on arrive a :
8,0% + |$10:9* = 0. (2.16)

Silon pose X = R¢*? et ¥ = F¢*?, ol R et & désignent repectivement
les parties réelle et imaginaire, il vient finalement le systéme d’équations suiv-

antes :

8.Y — |4|6,Y = 0.

On a affaire & un systéme hyperbolique dont les deux invariants de Riemann
X et Y sont advectés avec 2 vitesses caractéristiques opposées +|¢| (ot |¢] =
(X? 4+ Y2)}/3). Cette représentation permet de faire le lien avec la physique

plus familiere de ’équation de Burgers réelle :

o si ¢ est réel positif, ol de phase congrue & 0 modulo 27 /3, alors X # 0
et ¥ = 0. On retrouve la tendance des excursions positives & descendre

les échelles.

e si ¢ est réel négatif, ou de phase congrue a 7/3 modulo 27/3, alors X = 0
et Y #£ 0. On retrouve la tendance des excursions négatives 4 remonter

les échelles.

e enfin, si ¢ est complexe et arbitraire, alors X et Y sont tous deux non
nuls. Mais comme ces composantes ont tendance a se séparer l'une de
Vautre (vitesses de propagation opposées), on pressent d'une part que les
chocs continueront de se produire et d’autre part qu’ils feront intervenir

en premiere approximation des configurations réelles de ¢.



2.2. PROPRIETES STATIQUES ET TRANSITION VERS LE CHAOS DU MODELE ON.«
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Figure 2.1 : Configuration statique pour les valeurs des parametres définies

dans le texte.

2.2 Propriétés statiques et transition vers le

chaos du modeéle ON.

Nous avons vu qu’en présence de forgage et de dissipation, un régime statis-
tiquement stationnaire redonne, dans une approximation de champ moyen,
un comportement conforme a la théorie K41. Il existe en fait une solution
statique exacte exhibant dans l'intervalle inertiel ce comportement d’échelle.
Représenté dans les variables ¢, un tel point fixe est donné sur la figure 2.1.

Cette configuration des couches est solution de :

dén
di

pour n = 0,1,--- N, et donne dans l'intervalle inertiel un flux d’énergie (2.4)

= 0= N[¢] + b0 — D, (2.17)

En = cte. La solution représentée sur la figure 2.1 est obtenue avec les pa-
rametres : Q = 2 ; R = 10° et N = 17 ; 8 = 0.348. Dans tous les calculs
numériques qui vont suivre seul le dernier parameétre de contrdle change. L’é-

chelle de Kolmogorov porte 'indice ny = 12.
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Les oscillations qui se superposent a la solution ¢, = 1; dans !’ intervalle
inertiel, sont la signature du caractére discret du systéme, elles ne peuvent étres
évitées que pour des valeurs exceptionnelles des paramétres. Leur amplitude
résulte de la maniére précise dont la solution opére le passage de 1’ inter-
valle dissipatif vers 'intervalle inertiel. Néanmoins elles n’affectent pas des
grandeurs physiques comme le flux d’énergie.

L’équilibre des termes dominants dans (2.17) pour n > n, est satisfait par
la forme suivante du spectre :

4{n—n i+2)
3

¢":_—,§——

ot & > 0 est un parameétre libre. Une fagon de calculer une configuration

exp(—a 2("_"‘*)), (2.18)

statique consiste & adopter la pramétrisation ci-dessus, résoudre itérativemnent
(2.17), a partir de la couche N jusqu'a la couche 1, en ne gardant du trindme
en ¢,-1 que la racine positive a chaque étape. On obtient alors un ensem-
ble de nombres ¢o(a), ¢1(a), - - ¢n(a). L’équation statique sur la premiere
couche donne enfin une condition de solubilité qui fixe a et achéve ainsi la
détermination du point fixe,

Oublions & présent cette condition et autorisons a & varier. Pour bien
comprendre comment ce parameétre influence la forme du spectre nous donnons
sur la figure 2.2 ’évolution en fonction de a de quelques couches, solutions
statiques, dans l'intervalle inertiel. Les ventres et les noeuds ol toutes les
courbes se croisent, montrent que a pilote l'apparition des oscillations pair-
impair vues dans le point-fixe, en positionnant par rapport au réseau la région
de cross-over entre les intervalles dissipatif et inertiel. La périodicité ainsi que
la décroissance exponentielle de ’amplitude sont attendues & partir de la forme
(2.18). |

On peut également se servir de ce degré de liberté, comme d’une coordonnée
collective pour décrire dans une approximation quasi-statique, I'évolution lente
du spectre faisant suite & la déstabilisation des premiers modes autour du point

fixe. En effet il est tentant de penser que ce sont les modes les plus lents, portés
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Figure 2.2 : Evolution en fonction de a des solutions statiques pour n = 7, 8,9

et B = 0.34825 .

par les grandes échelles, qui se déstabilisent les premiers. Dans ce cas de figure
les petites échelles, beaucoup plus rapides, vont répondre adiabatiquement en
gardant une configuration quasi-statique. '

La maniére de mettre en ceuvre une telle dynamique effective est la suiv-
ante : on ne garde que quelques degrés de liberté ¢ - - - ¢, auxquels on ajoﬁte
a et tous les autres sont décrits par les solutions de |'itération statique. Les
équations vérifiées par ¢, pour 0 < n < n. sont inchangées par rapport au
probléeme complet, si ce n’est que I'on doit remplacer ¢; par ¢i*** partout on

4 > n.. La dynamique pour e est donnée par I’équation suivante :

da d ;tat ) »

dt
Q2(ﬂc+1) o
- i (2.19)

La présence du terme (d atats/ da.) va provoquer des difficultés si a est entraine

vers des valeurs ol ce facteur s’annule. Nous avons pu vérifier qu'une telle

dynamique permet de suivre I'évolution du systéme pres du point fixe, et cesse
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Figure 2.3 : Evolution de la coordonnée collective pour 8 = 0.353.

d’étre valable lorsque l'on rentre dans le régime chaotique. Plus précisément,
avec six degrés de liberté, la dynamique effective va d’abord reproduire la
bifurcation de Hopf conduisant & la déstabilisation du point fixe pour 8 <
0.355. Par exemple pour 8 = 0.353, la coordonnée collective a présente des
oscillations & un mode autour de la valeur a,;, définissant le point fixe a cette

valeur de 8, comme le montre la figure 2.3.

Quand f/ diminue encore, un régime bipériodique s’installe tel que celui
représenté sur la figure 2.4 pour 8 = 0.35. Jusqu’a 8 = 0.34875, le spectre
évolue de fagon cohérente autour du point fixe. En revanche pour 8 = 0.34825,
la dynamique effective ne peut plus étre utilisée au deld d’un temps fini.
L’adjonction de modes supplémentaires n'arrange rien. Le systéme évolue
toujours vers un état ou a devient suffisamment grand pour que I’on rencontre
le premier point tel que d¢3%, /da = 0. Les différents seuils sont en parfait ac-
cord avec ceux que l’on peut déduire de la dynamique compléte. Nous n’avons
pas cherché a pousser plus loin cette approche. Elle nous montre en tout cas

que la dynamique pleinement non-linéaire, méme trés proche de la transition
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Figure 2.4 : Evolution de la coordonnée collective pour 8 = 0.35.

détruit complétement la configuration statique, qui existe pourtant pour toutes

les valeurs de 8 > 0.

Le cas du modéle GOY est bien documenté dans la littérature, citons
L.Biferale et al (1995a), N.Schorghofer et al (1995), L.P.Kadanoff et al (1996).
Tous les points fixes de type K41 du modeéle GOY complexe sont essentielle-
ment réels positifs. C’est a dire que toute phase éventuelle dans la configuration
statique peut étre éliminée modulo une transformation de symétrie de jauge
décrite en (2.11). Lorsque le nombre de couches est suffisant pour décrire cor-
rectement les petites échelles, le point fixe ne dépend plus que de @, &, R.
La transition vers le chaos a été étudiée pour la premiere fois par L.Biferale
et al (1995a). Dans un travail récent, L.Biferale et ol (1995b) sont revenus
sur ce sujet en proposant un scénario de destabilisation du point fixe, qui fait
jouer un réle important a la seconde quantité conservée. La prédiction qui en
résulte pour le seuil de transition est en trés bon accord avec les investigations
numériques du groupe de Chicago : N.Schérghofér et al (1995), L.P.Kadanoff
et al (1996).




50 CHAPITRE 2 : PHENOMENOLOGIE DES MODELES EN COUCHES
2.3 Intermittence: comparaison des modeles

ON et GOY.

Dans la phase de dynamique non-linéaire le transfert moyen d’énergie (e,,) est
positif sur toutes les couches. Mais maintenant €,, présente de grosses fluctu-
ations temporelles et chaotiques. Devenant négatif, il entraine une remontée
d’énergie vers les grandes échelles ; au contraire ses grandes excursions pos-
itives traduisent une forte intensiﬁcati.on de activité. Ces fluctuations sont
d’autant plus larges et bréves que ’échelle est petite. La dynamique de ce
systeme présente donc une certaine forme d'intermittence. Pour la caractériser

au niveau statistique, 1l est commode de calculer les quantités :
Ynp = (Isﬂ[P/S) , pour p entier, (2.20)

qui présentent ’avantage par rapport a des grandeurs comme (¢?), d’étre
exemptes des artefacts liés & la discrétisation des échelles dans les modeles
en couches.

Résumons les résulfats présentés, avec tous les détails utiles, dans la section
ITII du preprint : les différents X, , exhibent de belles lois d’echelle sur tous

I'intervalle inertiel. On définit alors les exposants o, associés :

Znp~k», pourb<n<10. (2.21)

ks

Les o, donnent directement les corrections d’exposant par rapport a K41, ils
se relient aux traditionnels exposants {, pour la vitesse, via {, = p/3—0,. Nous
avons ensuite étudié la dépendance en p des ces exposants, pour différentes
valeurs du parameétre de contréle 8. Dans toute la phase chaotique, un com-
portement asymptotique linéaire dont la pente varie peu avec 8, apparait pour
les grandes valeurs de p : o, ~ yp + C. La pente est trés différente du com-
portement de champ moyen, et garde une valeur finie méme trés prés de la
frontiére avec la région de dynamique réguliere. En revanche les ordres in-

termédiaires dépendent fortement de la distance & la transition. Pour 8 loin
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de la valeur critique, le comportement est essentiellement monofractal sitét
p > 3. La dynamique consiste dans ’émission de pulses par la couche forcée
qui déferlent dans un état pratiquement vide d’activité, jusqu’aux échelles o
ils sont stoppés puis en partie réfléchis par la dissipation sous forme de re-
tours négatifs. A mesure que l'on augmente B, I'activité devient plus nourrie
entre le passage de deux pulses successifs, qui n’ont plus une individualité
aussi marquée. La coexistance de ces deux phases est responsable de la mul-
tifractalité observée, qui se traduit par de la courbure dans I’évolution des
0p. Cependant les fluctuations les plus intenses dominent sans peine le niveau

moyen.

Comparaison avec le modele GOY.

Nous étions intéressés de savoir si la méme physique prévalait dans la dy-
namique du modéle GOY, nonobstant les différences qui le distinguent a priom
du modéle ON, Nous avons donc procédé & des calculs en tous points sem-
blables, pour deux valeurs du parametre de contrdle €, toujours pour @ = 2,
R =10% et N = 17. La premiére ¢ = 0.75, se trouve loin de la valeur critique
€. = 0.395.. ol a été identifiée par L.Biferale et ol (1995a) la bifurcation vers le
chaos, 'autre ¢ = 0.5, est la valeur standard pour laquelle les exposants {; sont
trés proches de ceux définis pour la vraie turbulence. Une étude beaucoup plus
systématique des lois d’échelle dans ce modele a été menée par L..P.Kadanoft
et al (1995).

Sur la figure 2.5, nous montrons sur un méme graphe I’évolution des o, pour
les deux modeles “loin” de leur transition. La ressemblance est frappante méme
si les pentes asymptotiques sont un peu différentes. En revanche sur la figure
2.6, o sont portés les exposants pour € = 0.5 et § = 0.33, les différences sont
plus nettes. Tandis que la convergence des moments d’ordres intermédiaires
(p < 6) est comparable dans les deux cas, celle des plus grands ordres est

beaucoup phis facile & atteindre pour le modéle ON, ou la pente asymptotique
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loin de leur transition vers le chaos.

1.8 { I I 1 i I
1.6 |- -
ON 8 = 0.33 ro— 2
1.4 FGOY & = 0.5 H— T -
12 f o .
1| R I 4
o 0.8 I & I I -
06 - PN E =
0.4 | 6 . F i
0.2 | + .
4
O'T-....¢ ..... S Q ................................................................... -
-0.2 1 | I 1 I 1
4 6 8 10 12
P

Figure 2.6 : Evolution différente des exposants o, lorsque la multifractalité est

présente.
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est également plus forte. Parallelement il semble subsister davantage de cour-
bure dans le graphe des o, du coté du modele GOY, méme aux plus grands
ordres. Il n’était pas dans ’esprit de ce travail de chercher a raffiner davantage
la détermination des exposants en réduisant les barres d’erreur. Mentionnons
que récemment E.Lévéque et al (1995b) ont effectué une comparaison attentive
des possibilités de fitter les données de la statistique du modele GOY, a I’aide
de nombreux modéles phénoménologiques, parmi lesquels une version ajustable
du modele hiérarchique, proposé par les mémes auteurs dans le contexte de
la vraie turbulence (Z.S.She et al (1994), Z.S.She et al (1995)). Leur formule

pour les (, devient dans nos notations (cf section 1.4 de ce manuscrit) :
1 — g3

Op =P — 3’YT:E—
Il apparait que leur formule pour les valeurs v = 0.208 et 8 = 0.58, est en
excellent accord avec leur statistique. On note que les valeurs v = 2/9 et
= 2/3 fittent trés bien le sommet des barres d’erreur dans la figure 2.6, que
nous avons obtenues a partir de I'un de nos calculs. Ce sont précisément les
valeurs qu’ils proposent pour la vraie turbulence. La raison de ce succés nous
manque. Certains auteurs tendent & penser que le parameétre 5 pourrait avoir
un caractére trés universel, voir par exemple E.Lévéque et al (1995a), R.Benzi
et al (1996b). Mentionnons aussi que de nombreux auteurs font jouer un réle
trés important dans la dynamique du modéle GOY, & la seconde quantité
conservée : L.P.Kadanoff et al (1995), O.Gat et al (1995), L.Biferale et al
(1995b), R.Benzi et al (1996a)







Chapitre 3
Etude des solutions singuliéres.

Ce chapitre aborde le probléeme de ’existence et de la généricité, de solutions
singuliéres autosimilaires, pour les modéles ON et GOY. De tels objets sont les
candidats naturels pour comprendre l'intermittence de ces systémes. Disons
d’entrée de jeu que ce théme a déja été abordé par d’autres auteurs. Dans
une premiere section nous donnons nos motivations pour cette étude, en dis-
cutant, & la lumiere des résultats du chapitre précédent, 'enjeu que constitue
'identification claire de telles solutions. Dans une deuxieme section, nous
faisons un rapide tour d’horizon d’une situation analytique peu engageante.
Dans la troisieme section, nous décrivons une méthode numérique d’intégration
adaptative qui nous a permis de montrer la formation de telles singularités,
pour les équations des deux chaines. Un résultat important est la formation
générique d’une unique solution, pour chaque valeur du paramétre contrélant
le transfert vers les petites échelles. Nous confrontons alors ces résultats a la
statistique des deux modeéles. Dans le contexte du modele ON, ces solutions
autosimilaires rendent bien compte du développement des fluctuations les plus
dures de la dynamique, dans toute la phase chaotique. En revanche pour le
modéle GOY, la situation est différente & I’approche de la transition, ou ces
objets deviennent trop mous pour expliquer tels quels la formation des plus

grosses fluctuations. Dans la méme veine, le lecteur trouvera dans le preprint,

55
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une classification des divers types de singularités pouvant. se former dans le

plan complexe des temps. Ce sujet ne sera absolument pas abordé dans le

corps du manuscrit.

3.1 Motivation.

Les calculs de statistique présentés au chapitre précédent, ont clairement mis
en évidence la présence d’intermittence dans la dynamique des modéles con-
sidérés (ce qui n’était pas une nouveauté !}. Un fait particuliérement sail-
lant est la présence de lois d’échelle, dans |’intervalle inertiel, caractérisées
par des exposants op, qui pour les p grands tendent vers un comportement
linéaire : o, ~ vp + C. En particulier, pour le modéle ON, ce trait de car-
actére semble persister dans toute la phase chaotique jusqu’a la frontiére avec
la phase réguliere. Ces faits suggerent ’existence d’un mécanisme dynamique,
déterministe et robuste, engendrant les fluctuations les plus singuliéres qui ne
peuvent croitre plus vite que @7, & mesure qu’elles cascadent vers les petites
échelles. |

Pour aborder la dynamique inertielle, nous nous concentrons sur le noyau
non-linéaire en oubliant forcage et dissipation. Il est commode d'introduire
de nouvelles variables b, = Q™u, = Q*/3¢,, qui dimensionnellement sont
associées aux gradients de la vitesse. En reportant cette derniére expression
dans la non-linéarité du modéle ON (2.8), nous obtenons la représentation

suivante des équations du mouvement pour une chaine infinie :

B

d - 2 1 2 '
—bn = N,,[b] = (bn—lbn + gQibi-l) - @(brzﬁl + EQEbnbn-H) . (3'1)

dt

Faisant usage de la méme redéfinition des variables dans le cas complexe nous

obtenons pour les non-linéarités du modéle GOY :

d
abn = Q2(1 - E)b*—lb;—z +eb,, :.+1 - ;+1b:+2/92' (3-2)
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Les non-linéarités quadratiques ainsi que I’invariance par translation n -+ n+-m
autorisent, au moins formellement, des solutions autosimilaires de la forme :

1

S f(@V( - 1) =Q%g(@™ (¢ ~1)). (3.3)

ba(2) =

" De telles solutions vont décrire le développement d’une singularité en un temps
fini ¢*, arbitraire.

Pour fixer les idées, considérons le cas ofi g(s) est une fonction réelle
réguliere, définie pour s > 0 avec les propriétés suivantes :
lirm, ot g(s) = 1, et g(s) décroit plus rapidement qu’exponentiellement pour
s> A, avec A > 0 le point oll g est maximum. Soit {p = ¢* — AQ™*™. A cet

instant initial, ’état décrit par I’Ansatz (3.3) vérifie :

boo(to) = Q™ *g(4A),
ba(te) — Q"% sin < ng,
ba(to) — O sin > ng.

La situation physique est donc celle d’un front positionné sur la couche ng, qui
atteindra la couche d’indice n > ng au temps ¢, = t* — AQ™*". Au temps t*
(que la dissipation empéchera d’atteindre dans la pratique), un spectre en Q™
se sera établi & travers toutes les couches.

L’exposant z peut s’interpréter comme une vitesse de propagation en échel-
le logarithmique. En effet

(£* — tmin)

(t* —tm) =

Ol tmin €t t, sont les dates d’arrivée du front sur les couches m +n et m
respectivement. Plus z est petit, plus la vitesse de propagation est grande.
Remarquons que pour z = 2/3 on retrouve |'état de Kolm‘ogorov, tandis que
z = 1 décrit une fluctuation qui transporte une quantité constante d’énergie ;
une telle situation correspond & une intermittence extréme. Ces deux valeurs

fournissent des bornes physiques pour les variations de z.
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E.D.Siggia (1978) a mis en évidence ’existence d’une telle solution avec un
exposant z = 1, dans son modele s’apparentant aux équations de la chaine ON.
T.Nakano (1988a) a repris cette problématique précisément sur les équations
ON. Par une méthode numérique itérative, il a construit pour chaque valeur
du parametre B, une solution du probleme autosimilaire (équation (3.4)),
suggérant qu’il pourrait n'y en avoir qu'une. Plus prés de nous, dans un
preprint de 1990, ou il considére le modéle GOY, G.Parisi admet 'existence
de tout un continuum d’exposants dynamiquement accessibles.

La question se pose donc de savoir quelles sont les valeurs de z effectivement
empruntées par le systéme. Si effectivement ii existe une solution unique, nous
attendons sur la base des arguments ordinaires, 4 = z — 2/3. Nous sommes
revenus sur cette question, en proposant une autre méthode numérique. Le
lecteur n’aura pas de mal & se convaincre du caractére naturel de notre ap-

proche et de la facilité de sa mise en ceuvre.

3.2 Situation analytique.

Restreignons nous au cas du modéle ON par mesure de simplicité, les mémes
conclusions s’appliquant dans le cas du modele GOY.
En reportant I’ Ansatz autosimilaire (3.3) dans (3.1), nous obtenons 1’équation

suivante pour f, qui est décrite dans la variable logarithmique £ = n+log(¢* —

t)/(zlog Q) :

pO-1x0510) = - (ste-1s0+Eatse-1y)

1 2
t o2 (f(f +1)* + §Q=f(6)f(6 + 1)) . (34)
Cette équation appelle les commentaires suivants :

(i} S1 P'on demande & f d’étre sommable, I’équation ci-dessus constitue un

probléme aux valeurs propres pour (z, f).

'
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(i) Le caractere discret du probleme de départ rejaillit dans la non-localité

du probleme autosimilaire.

(iii) Cette équation n’est pas ordinaire au sens des équations différentiel-
les. Une condition initiale devra comprendre la définition de f(s) sur
un intervalle de longueur finie, c’est-a-dire que ce probléme garde une
infinité discréte de dimensions, tout comme le probléme de départ. Nous
savons par ailleurs qu’il est inutile de revenir sur un terrain plus familier
en prenant la limite du continu de (3.4). En effet, d’apres les remarques
faites dans la section 2.1, la physique sous-jacente sera celle de I’équation

de Burgers qui n'autorise que la valeur 2/3 pour z.

Envisageons a présent un développement asymptotique au voisinage de o0
et —oo.

e Pour { — +o00 deux comportements sont a priori possibles, suivant que
f reste bornée ou non :

(i) Il n'est pas difficile de voir que le premier cas impose f(¢) — 0.

L’équilibre des termes dominants dans (3.4), qui s’écrit :
' ﬁ 2 r2
o~ -Zatpe -,

autorise une singularité essentielle, dont la forme la plus générale est :

(&) 2K %(p({)ﬁ) exp(—p(£)2¢), avec K constante, (3.5)

ot p(€) est une fonction périodique de période 1.
(#2) Si on permet & f de diverger, il faut & Pordre dominant satisfaire

P’équilibre des termes non-linéaires. Le comportement le plus général est alors :

F(&) 5 p(6) Q% (3.6)

oit p(¢) est de nouveau une fonction périodique de période 1 quelconque. Cette
liberté est permise par le fait que les couplages ne s’effectuent qu’entre points

séparés d'une unité. La construction de développements asymptotiques a partir
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de ces comportements dominants est donc compliquée par la présence d’'une
infinité dénombrable de constantes arbitraires dés 'ordre le plus bas.

e Pour { — —oo, il faut que f({) converge vers zéro pour assurer une
limite finie ou nulle & g(s) en s = 0. La possibilité existe toujours pour une
singularité essentielle : il suffit de poser { — —¢ dans le comportement (3.5).

‘On peut également envisager une décroissance exponentielle

&) = @t (3.7)

qui équilibre les deux termes du membre de gauche de (3.4). Le développement
Pon>1 2,Q@™* ne présente pas d’arbitraire a priori, mais le terme général de la
série crolt au moins comme

oo Qz n{n+1)/2

Qn N

nl
et nécessite une procédure de resommation a la Borel (¢f C.Bender et al
(1978)). De telles procédures autorisent en général I’émergence d’une in-
finité dénombrable de termes sous-dominants, qu’il conviendrait d’ajouter au
développement précédent avant de tenter de le prolonger du c6té opposé ¢ —
00.

A la lumitre de ces quelques remarques, la vole analytique parait bien
encombrée. C’est pourquoi nous nous tournons & présent vers une méthode

numérique, qui s’est montrée trés efficace pour traquer de tels objets.

3.3 Détermination des solutions accessibles

dynamiquement.

3.3.1 Dynamique fictive.

Soit & chercher des solutions du systéme différentiel :

db
— = Nib]. (3.8)
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Le vecteur b de dimension N + 1, peut étre complexe et le noyau non-liné-
aire N[b] aura les composantes définies par (3.1) ou (3.2), suivant que l'on
considérera les modeéles ON ou GOY ; pour le premier on continuera de se
restreindre & des vecteurs réels.

Afin d*éviter Paccélération exponentielle des temps caractéristiques associée
A ces solutions singuliéres, il s’est avéré utile de considérer la dynamique fictive

suivante qui conserve la norme du vecteur b.

d < N[b],b >

—b=N[b]-R|{—F——=1]Db )
dTb Nib] ‘SR( < b,b> ) ’ (3.9)

ol {A,B) = ©N A%B, est le produit scalaire usuel, et R désigne la partie

réelle. De fagon générale notons :

< N[b](7},b(r) >

<b(r),b(r) >’ (3.10)

A(r)=R

le facteur de projection maintenant le vecteur b sur une sphére. La conser-
vation de la norme donne une minoration des temps caractéristiques non-liné-
aires : (b,b)~1/2 qui sera fixée par la condition initiale. Rien n'empéche &
présent de traiter une chaine trés longue.

Vérifions que toute solution de la dynamique projetée redonne une solution

du probléeme initial (3.8). Considérons & cette fin la décomposition suivante :
b(r) = exp(~ [ A(r')dr')e(r) = B(r)e(r), (3.11)
0

oit b(7) est une solution de (3.9). On vérifie alors sans peine, en reportant
cette écriture dans (3.9) et tirant profit de la non-linéarité quadratique, que
c(7) vérifie I’équation :

dC

Si on définit le temps physique ¢ par

8(r) = fo "B(+")dr', (3.12)
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nous aurons bien obtenu une solution du probléme (3.8) avec :
7(¢) , ,
Oft) = exp( [ A(r")dr") b(r(2)), (3.13)

ol 7(t) s’obtient en inversant (3.12).

La méthode qui vient d’étre décrite est de fait une méthode d’intégration
“adaptative”, dilatant le temps et redimensionnant au fur et & mesure le champ
de vitesse de maniére a suivre la formation d’une singularité en temps fini. De
telles techniques ont été utilisées dans le contexte d’équations aux dérivées par-
tielles (Euler en dimensions trois, Schrédinger non-linéaire, Voir par exemple
la collection de travaux éditée par R.E.Caflisch et al (1993)). Elles deviennent
particuliérement simples pour des modéles en couches en raison de leur petit
nombre de degrés de liberté.

Notons finalement, pour établir un lien avec la physique de la turbu-
lence, que la quantité %(b,b) (o2t b est solution de (3.8)) est ’équivalent de
I’enstrophie §2 pour un véritable écoulementlincompressible. On a coutume de
mettre 1’équation d’évolution de l’enstrophié pour un fluide parfait en dimen-
sion trois, en supposant l'isotropie, sous la forme (cf par exemple M.Lesieur

(1990)) : _

98
RS ET

ou s est la “skewness” du champ de vitesse, qui se définit par :

s=— (G2

s,

)2)3/2 _

Cette équation devient dans un modéle en couche :

(b,b)
W =2A4.

On voit que ’explosion en un temps fini de I’“enstrophie” {question débattue
et difficile pour 1’équation d’Euler) passe par la persistance d’un facteur de
projection A (défini en (3.10)) non nul. Comme la suite va le montrer, cette

propriété est inévitable dans une chaine unidimensionnelle.
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3.3.2 Réponse du numérique et comparaison avec la

statistique.

Modele ON.

Par une intégration numérique de (3.9), nous avons pu observer que toute con-
dition initiale réelle de norme finie, conduit aprés un transitoire a la formation
d’une onde solitaire se déplagant sans déformation a vitesse constante vers les
grands n. Il existe donc une période T, telle que, asymptotiquement, on ait la

relation suivante :

busr(T +T) = ba(7) = ba(7) = b(n — %). (3.14)

Quel que soit la condition initiale choisie (pourvu que (b,b)U ? < 4o0) la

forme asymptotique du pulse est unique modulo la transformation d’échelle :

b(n — -%) o Ab(n—)\%). (3.15)

Nous portons sur la figure 3.1 le passage sur trois couches de 'onde obtenue
avec la condition initiale 8, o, & partir de la dynamique projetée pour 8 = 0.335.
La figure 3.2 quant A elle, décrit ’évolution du facteur de projection A(7) pour
la méme solution. Les oscillations autour de la valeur moyenne sont la marque
du caractére discret du réseau.

Il n’est pas difficile de vérifier qu'une telle onde décrit une solution au-
tosimilaire du probléme physique, dont l'exposant est :

_tar
logQ’

olt {A)} est la valeur moyenne de A sur une période. La définition de z ci-dessus

(3.16)

est invariante, comme il se doit, sous les transformations d’échelle (3.15) et en
autorise une détermination précise.
De telles solutions existent pour toutes les valeurs de 8 > 0. Nous résumons

dans le tableau (3.1) différentes valeurs des exposants z obtenues en faisant
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bn(7)

0 5 10 15 | 20 25 30
temps fictif : 7

Figure 3.1 : Solution de la dynamique (3.9) pour la condition initiale 8,0, et

B = 0.335. Noter les comportement asymptotiques : 7 —» —oo ({ — +o0)

équation (3.5) et 7 — +o00 (£ > —o0) équation (3.7).

A(7)

0 i 1 1 ] |

0 5 10 15 | 20 25 30
temps fictif :

Figure 3.2 : Evolution du facteur de projection A(7) correspondant & la solu-

tion décrite sur la Figure.3.1.
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B z z-% v erreur
0.15 0.996 0.329

0.28 0921 0245 0.24 1072

0.33 0.889 0.223 0.213 +107?

0.343 0.881 0.214 020 £210°2
0.347 0.879 0.213 0.195 4251072
0.348 0.878 0.212

0.7  0.721 0.054 dynamique régulicre

0.8 0.692 0.025

Tableau 3.1 : Tableau d’exposants des solutions autosimilaires déterminées
par la dynamique {3.9), pour différentes valeurs de 5. La précision sur z est
donnée par une erreur de +1 sur la derniére décimale. Sont aussi portées les
estimations statistiques de ~ ainsi que l’erreur les affectant dans la derniére

colonmne.

varier 8. On constate que z décroit de 1 & 2/3 lorsque ’on augmente la pro-
portion des interactions de type Novikov favorisant le transfert vers les petites
échelles. Dans ce méme tableau sont portées les pentes asymptotiques v des
Op, Obtenues par les statistiques aux différentes valeurs de 5 appartenant a la
phase de dynamique chaotique. L’accord satisfaisant entre les deux estima-
tions permet de conclure que les solutions autosimilaires trouvées décrivent
bien le développement des fluctuations les plus intenses dans toute la phase
chaotique du modeéle ON. On retrouve, méme trés prés de la transition, des
objets singuliers engendrant des corrections d’exposant finies par rapport au

champ moyen.

Modele GOY.

Tournons-nous a présent vers le modele GOY. Nous devons maintenant au-

toriser des conditions initiales complexes et prendre le noyau non-linéaire (3.2).

1
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Figure 3.3 : Solution de la dynamique (3.9) pour la condition initiale (§pn +

61n)/4/2 avec € = 0.5. Les comportements asymptotiques sont les mémes que
pour les solutions du modéle ON.

Une intégration numérique de (3.9) conduit encore a la formation, apres un
transitoire, d’une onde solitaire se propageant a vitesse constante. Nous avons

constaté de plus que toutes les solutions sont réelles positives et de méme

forme, modulo la transformation d’échelle et de jauge :

b(n — %) — X&) i — A%), (3.17)
dans laquelle §(n) est une fonction périodique de période trois vérifiant la
contrainte 8(n) + 8(n + 1)+ 8(n +2) = 0, et A = (b, b)**/2. Ce sont les seuls
vestiges de la condition initiale. La structure cohérente a donc tendance a
ordonner les phases dans une configuration qui optimise le transfert d’énergie.
La formation d’un objet réel n’est pas sans rappeler ’observation faite dans la
section 2.1 sur le comportement attendu de l’équation de Burgers complexe.
Les Figures (3.3) et (3.4) décrivent la solution obtenue pour £ = 0.5. Re-
marquons que la quasi disparition des oscillations dans le facteur A est un signe
d’une restauration presque parfaite de l'invariance par translation. Ici encore,

les solutions autosimilaires existent pour toutes les valeurs du parametre de
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Figure 3.4 : Evolution du facteur de projection A(r) corepondant a la solution

décrite sur la Figure.3.3. On note que les oscillations ont pratiquement disparu.

contrdle € et leurs exposants décroissent a mesure que 'on favorise le transfert
par la diminution de €.
Le tableau (3.2) confronte les estimations de -y fondées sur ces objets et les

valeurs obtenues par la statistique. Notons que ’accord est satisfaisant assez

loin de la transition ot les valeurs de z sont nettement distinctes de la valeur
K41: 2/3. En revanche pour ¢ = 0.5, on constate que les solutions autosim-
ilaires sont trop molles pour rendre compte de la croissance des fluctuations
les plus intenses que le systéme parvient & développer. Incidemment, la fig-
ure 3.5 montre la forme du front (dans les variables ¢, ) laissé par la solution
autosimilaire trouvée pour &€ = 0.5. On comprend que de telles fluctuations
ne pourront échapper au milieu turbulent moyen, et les interactions avec cette
composante de la dynamique vont devenir cruciales dans la détermination des

+ ’, . v
événements les plus intenses. Pour finir, remarquons que :

(i) La méthode employée est dynamique par nature, aussi est-il raisonable de

penser que si d’autres exposants sont permis mathématiquement, c’est le

plus petit (vitesse la plus rapide) qui sera systématiquement sélectionné.
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€ z z— % ¥ erreur
0.398 0.684 0.018 dynamique réguliére
0.5 0.719 0.052 0.12 431072
0.75 0.888 0.222 023 =£107?
0.8 0.946 0.279

Tableau 3.2 : Tableau équivalent du précédent, concernant a présent le modeéle

GOY. On remarque que z admet globalement pour (¢ > 0.398) des valeurs

moindres que pour les solutions du modele ON accessibles dans la phase chao-

tique. Le désaccord entre les colonnes 3 et 4 pour € = 0.5 est trop grand pour

étre imputable & un défaut de statistique.

(i1) Parmi les comportements asymptotiques pour f(€) quand { — oo, nous

avons mentionné la possibilité d’un état type Kolmogorov (3.6) qu’il

faudrait raccorder a une trainée exponentielle (3.7). Physiquement, une

telle solution décrirait la propagation d'un front dans une rampe K4l

dont ’amplitude initialement faible, serait nourrie par 'arrivée du nou-

veau front. De telles solutions (si elles existent réellement), ayant une

“enstrophie” initiale infinie (en I’absence de dissipation), ne peuvent pas

étre attrapées par notre méthode qui ne convient que pour des états de

norme finie. On ne peut pas & ce niveau les exclure définitivement.
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Figure 3.5 : Forme du front autosimilaire & trois instants différents, pour
e = 0.5. L’échelle sur ’axe des ordonnées est logarithmique. La croissance est

trop faible pour éviter les interactions avec le milieu turbulent moyen.







Chapitre 4

Le role du milieu ambiant dans
la détermination des

fluctuations les plus singulieres.

4.1 Motivation et présentation du chapitre.

A partir de maintenant nous nous concentrons sur le modele GOY. L’existence
générique de solutions autosimilaires est acquise. Nous retrouvons bien leur
signature dans la statistique aux grands ordres loin de la transition ot elles
sont trés singuliéres. En revanche, pour £ = 0.5, nous constatons un hiatus et
I’émergence d’une physique & la fois nouvelle et plus riche : la multifractalité
est plus prononcée, le comportement linéaire asymptotique des o, est moins
robuste, et les fluctuations les plus singuliéres sont plus intenses que les objets
idéaux trouvés au chapitre 3.

En filtrant le signal, on se convainc que les événements les plus singuliers
sont toujours associés & la propagation de pulses émis par les grandes échelles.
Toutefois I’état dans lequel ils se développent n’est pas vide d’activité, mais au
contraire forme un fond turbulent qui va interagir avec ’objet plus cohérent.

Cette image physique s’apparente au modele & deux fluides de She et Léveque,

71
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dont les prédictions statistiques sont en excellent accord avec les données
F . . - ’
numeériques. Cependant au niveau de la dynamique, nous devons nous séparer
de ces auteurs, comme il apparaitra plus clairement dans la suite. Nous avons
essayé de comprendre comment les interactions peuvent former des objets

“renormalisés”, en considérant les situations suivantes.

Dans un premier temps nous étudions les collisions d’un objet idéal sur
de l'activité piégée en aval dans la cascade. On quantifie ainsi la robustesse
de ces solutions localisées, et d’autre part on constate l’efficacité de telles
interactions pour doper les pulses méme avec de faibles perturbations. Enfin
on met en évidence la possibilité d’éventuels mécanismes de saturation dans

la détermination des objets les plus singuliers.

Plutét que de considérer la statistique des objets résultant d’une prop-
agation sur des conditions initiales tirées au hasard, nous modélisons dans
une deuxiéme section, le milieu turbulent moyen par un terme de forcage
aléatoire. Forts du constat de robustesse des objets de base, et de la pos-
sibilité de se restreindre & des faibles pertﬁrbations, on adopte pour com-
mencer une méthode de coordonnées collectives ; ceci permet de ramener la
dynamique stochastique a un probléme de diffusion tractable analytiquement.
Nous envisageons deux cas physiquement différents. Le premier suppose que la
composante désordonnée peut rester en permanence 4 la hauteur de 'objet en
train de se former. La distribution de probabilité des exposants de croissance,
résultant de ce type d’interactions, présente une aile droite exponentielle. Dans
le deuxieme cas envisagé, I'état intermédiaire servant a nourrir la structure
cohérente présente des lois d’échelle fixées une fois pour toutes. Dans ce cas la
distribution de probabilité présente une forte dépendance dans la longueur de

la cascade.

Récemment, de nombreux problémes concernant 'intermittence ont été
abordés par des méthodes d’instantons (voir par exemple G.Falkovich et al

(1995)). Nous étions curieux de voir ce que donnait cette approche, appliquée
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aux modéles en couches. En nous limitant au cas d’un bruit additif possédant
une variance dont le scaling est fixé a 1’avance, nous donnerons quelques pro-
priétés des solutions de type instanton obtenues en traitant numériquement le
probléme pleinement non-linéaire incluant tous les degrés de liberté. Redisons
que la motivation pour cette étude n’est pas tant a chercher du coté de la
statistique (que nous n’avons pas poussée plus avant, tant la tiche parait ar-
due), que pour son intérét dynamique, comme moyen de chahuter les équations
déterministes & peu de frais.

Enfin, aprés un petit interméde ot nous essayons de faire le bilan de ce
qui préceéde, nous revenons au vrai signal pour montrer sur quelques exemples
comment se forment dans la vraie dynamique avec dissipation, des fluctua-
tions trés singulieres. Nous donnons ainsi de fortes indications en faveur de la
physique envisagée plus haut. En particulier cela permet d’exclure une contri-
bution venant d’autres solutions idéales des non-linéarités, que nous aurions
pu manquer au chapitre 3. Et finalement confirme l'image selon laquelle le
milieu “nourrissier” relaxe systématiquement vers un état K41, ce qui ouvre

la porte & des effets de taille finie dans les lois d’échelle anormales.

4.2 Collisions Soliton-Défaut.

Nous allons étudier ce qui se passe lorsque la solution autosimilaire de référence
trouvée dans le chapitre précédent subit une “collision” avec un défaut localisé
dans la chaine. Pour ce faire, il suffit de préparer une condition initiale su-
perposant un objet idéal by, réel positif de norme unité, et quelque part en
aval un “défaut” de la forme by = aexp(if)énn,. La perturbation étant lo-
calisée sur une seule couche, elle n’a par elle-méme aucune dynamique (en effet
N[bgs] = 0).

Nous donnons sur la figure 4.1 un exemple d’une telle condition initiale

avec a = 0.5 et § = 7. La dynamique purement non-linéaire est donnée par les
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Figure 4.1 : Condition initiale : soliton réel positif centré sur la couche n =7

avec un défaut situé sur la couche n =10. a=0.5et 6 = 7.
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Figure 4.2 : Absorption de la perturbation puis propagation du soliton sans
déformation. L’état initial est celui de la figure 4.1. On travaille toujours dans

les variables singuliéres C, 7.
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équations projetées (3.9) avec les non-linéarités (3.2), pour @ = 2 et ¢ = 0.5,
La figure 4.2 montre comment le défaut est absorbé, si bien que I’état final ne
comporte plus qu'un seul objet. Le développement ultime du pulse redonne
’exposant zo idéal (c’est le caractére “attractif” de cette solution pour toute
condition initiale, déja observé au chapitre 3). Toutefois on peut comparer
’amplitude de ’objet perturbé, by, lors de son passage sur une couche située
en aval de la collision, avec celle de I'objet idéal, b®, en I’absence de collision.
Nous formons donc la quantité :

|6ert)
L

n

G(a, ) = log (4.1)

qui pour 7 loin en aval de la zone d’interaction, ne dépend plus de n.
Commencons par nous intéresser 4 la dépendance du gain vis-a-vis de Pam-
plitude du défaut, en portant sur la figure 4.3 1'évolution de G(a, §) en fonction
de a, pour un déphasage ¢ fixé, égal & 7 (les conditions initiales sont donc
réelles).
 Onremarque que la stabilité de ces objets va bien au-dela du régime linéaire
limité aux perturbations d’amplitude : a < 0.2. En effet, la colonne de gauche
de la figure (4.4) montre comment le pulse parvient & se rattraper apres une col-
lision “trés dangereuse” avec un défaut d’amplitude ¢ = 1.5. Au dela du seuil
de stabilité, 'objet dans 1'état intermédiaire (pendant 'interaction) ne parvient
plus & se stabiliser et les couches situées en avant finissent par se désolidariser
pour donner naissance & un second pulse se développant indépendament du
premier. C’est la situation décrite sur la colonne de droite de la méme figure
4.4. L’amplitude de la perturbation vaut 1.7. Dans notre schéma adaptatif, la
dynanﬁque se concentre sur la structure la plus intense, et rapidement ne suit
plus que ’évolution du nouveau pulse au détriment du premier qui reste sur
place et décroit en amplitude relative. Noter également les oscillations affec-
tant la nouvelle structure, qui est équivalente, malgré les apparences, a celle
présente au départ; il s’exprime ici le degré de liberté de jauge mentionné aux

chapitres deux et trois (et défini en (2.11)). Enfin on constate que dans cette
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G(a,n)

1 L | ]
0 02 04 06 0.8 1 1.2 14 16 1.8

amplitude de la perturbation : @

Figure 4.3 : Evolution du gain d’amplitude G en fonction de 'amplitude de
la perturbation. Le régime linéaire est limité aux amplitudes a < 0.2. La
configuration de la condition initiale correspond toujours a la situation décrite
sur la figure 4.1. Le gain maximum donne un facteur deux dans le rapport des

amplitudes.
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configuration le gain est positif et permet d’atteindre jusqu’a un facteur deux
dans les rapports d’amplitude (figure 4.3). A supposer que de telles collisions
soient possibles a chaque pas de cascade, elles conduiraient & une correction
d’exposant, Az, égale 3 1!

Toutefois, il faut bien voir que de pareilles collisions ne sont pas anodines
et entrainent une forte déformation de la solution, comme l'illustre la figure
4.4 colonne de gauche. Aussi, on pressent qu'il ne sera pas favorable de venir
perturber & nouveau la structure avant qu’elle n’ait, grosso modo, retrouvé sa
forme d’équilibre, sinon on risque de provoquer sa rupture comme dans le cas
d’une seule grosse collision. On congoit donc que sous la courbe de la figure 4.3
se cache une physique plus compliquée, qui pourrait conduire & un mécanisme
de saturation des corrections d’exposant avant la valeur extréme envisagée
plus haut. Pour essayer d’aller dans ce sens, on peut définir une longueur de
récupération, sur laquelle on s’interdit aprés chaque collision, toute action sur
le pulse. Cette longueur va évidemment croitre avec ’amplitude du défaut. On
peut tenter de la définir comme le nombre de pas de cascade dont se déplace le
maximum du pulse pendant la durée o le facteur de projection A(r), constant
dans ’état de base, subit des oscillations qui signent la déformation de la
solution. On porte sur la figure 4.5 ’évolution du facteur A(r) pour deux
collisions avec § = 7, et a = 0.5 et 1.6.

Sur la figure 4.6, nous portons les corrections d’exposant autorisées par des
collisions qui respecteraient la tréve qu’impose la longueur A,(a), et obtenues

via ’expression :

AZ _ G(ﬂ}, 9)

"~ An(a)log2’ (42)

Pour rapprocher ces valeurs des données obtenues par la statistique, nous
rappelons que la pente asymptotique v des o, est liée aux exposants z par
v = 2z —2/3. Le désaccord constaté dans le Tableau 3.2, se chiffre par des cor-
rections d’exposant Az =~ 0.1 4+2.1072. Nous obtenons donc les bons ordres de

grandeur si 'on admet la possibilité que de telles collisions soient suffisamment
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Figure 4.5 : Evolution des facteurs A(7) pour deux collisions avec § = m,

et a = 0.5 et 1.6. La perturbation étant totalement absorbée par le soliton,
la valeur asymptotique de A(7) dépend de son amplitude. La déformation

de la solution est clairement manifestée par 'apparition d’oscillations dans le

transitoire pour a = 1.6.
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Figure 4.6 : Corrections d’exposant résultant de collisions, sur un objet
déphasé de 7 d’amplitude a, répétées aussi souvent que le permet la prise

en compte de la longueur de fragilité. Chaque nouvelle branche corespond a

’accroissement d’une unité de An. Dans le régime linéaire An < 1
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fréquentes.

Un autre élément important dont il faut tenir compte est le role du déphasage
8. Nous portons sur la figure 4.7, la dépendance de G(a, §) comme fonction de §
sur l'intervalle {x, 37], pour différentes valeurs de a. Le comportement en cos ¢
est attendue dans la limite linéaire, en revanche le signe — (minimﬁm de G at-
teint pour § = 27 ) n’est pas aussi évident. Physiquement on peut le pressentir.
En effet dans tous ces modeéles, c’est en bloquant la cascade que ’on obtient
des objets plus singuliers, il faut donc mettre un défaut “négatif” pour obtenir
un gain positif. On remarque que les non-linéarités ont pour effet de diminuer
la zone de gain positif & mesure qu’augmente ’amplitude de la perturbation.
Ce dernier point va dans le méme sens que le constat de fragilité pour les fortes
collisions, et suggere que le systéme doive trouver un compromis. Notons en-
core qu’aucune quantification des modulations d’amplitude n’est perceptible a
ce niveau élémentaire. A ce stade, la dynamique laisse un grand choix dans les
caractéristiques des fluctuations singuliéres et cette indétermination est sans
doute la cause de la lente convergence observée dans les statistiques ainsi que

de la forte multifractalité.

Un résultat important de cette étude des collisions est que l'obtention
d’exposants z renormalisés est subordonnée & la possibilité de répéter fre-
quemment ces processus élémentaires, a défaut de quoi nous retrouvons la
solution idéale. Une description possible du probléme complet consisterait a
étudier la statistique des objets formés en présentant a chaque étape de la
cascade une nouvelle perturbation tirée au hasard dans un ensemble statis-
tique. Une telle approche sera esquissée dans la sous-section 4.3.4, apres
gu’une modélisation par un forgage aléatoire aura été tentée. Mentionnons
enfin que 'image physique que nots avangons differe de celle proposée par
G.Parist {1990) en ce sens que différentes solutions singuliéres n’entrent jamais
en collision ; on peut se contenter d’une situation ol un seul pulse est présent

dans la cascade et les interactions ne se font alors qu’avec une composante
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Figure 4.7 : Evolution de G(a,8) en fonction de 8 pour différentes valeurs
de a. Pour les faibles valeurs de a on observe une dépendance en — cos ¥,
signature du comportement perturbatif dans 'approximation linéaire. Au fur
et & mesure que l'on augmente l'amplitude de la perturbation, la région de
gain positif se réduit au profit de celle de gain négatif. Le seuil d’instabilité
donnant naissance au second pulse est diminué lorsque la phase du défaut se

rapproche de celle du pulse de base.
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désordonnée & 'encontre de laquelle avance le pulse. En effet I’émission des
grosses fluctuations est rythmée par la couche forcée, et deux pulses majeurs
ne peuvent jamais se rattrapper. La composante désordonnée joue le role du
second fluide dans ’image de She et Lévéque, sur la nature duquelle on fera
diverses hypothéses dans la section suivante, avant que I’attention portée sur

la vraie dynamique ne nous fournisse quelques éléments de réponse dans la

section 4.4.

4.3 Le modele GOY avec un forcage aléatoire.

4.3.1 Introduction.

Nous gardons la représentation en termes des variables b, et continuons d’omettre
la dissipation. On s’intéresse aux propriétés du systeme dynamique :

db
E = N[b] + F, (4.3)

ot les composantes du noyau non-linéaire sont données par (3.2), et F est
une force aléatoire modélisant 'action de fluctuations incohérentes sur une
structure singuliere. Cette force, étant en réalité issue de la vraie dynamique,
peut faire intervenir soit le carré de deux fluctuations, soit le produit d’une
composante cohérente avec une fluctuation de vitesse. On est donc conduit a

envisager les deux possibilités :

a) F = n(t), et (4.4a)
b) F = Mibln*, (4.4b)
ot dans la seconde ligne, M = Jp-N est la matrice jacobienne du noyau non-
linéaire qui dépend donc linéairement du champ b*. Dans les deux cas, n(t)

est un processus aléatoire qu'on supposera gaussien de moyenne nulle, et dont

on choisira les corrélations de la forme :

Ant () (1)) =T p2 Atn bpnib(t — t'), avec T > 0 arbitraire. (4.5)
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Discutons les différents éléments entrant dans cette paramétrisation. La dé-
corrélation entre les différents sites est une hypothése raisonnable, eu égard au
fort mélange provoqué par les degrés de liberté de phase du modéle GOY (cf
R.Benzi et al (1993a)). Pour ce qui est des aspects temporels, ’hypothése d’une
décorrélation instantanée faite dans (4.5) est destinée & simplifier les calculs
analytiques ou numériques qui suivront. L’existence d’une nette séparation
des échelles de temps entre les phases désordonnée et cohérente est plutdt
douteuse. A tout le moins, le temps de corrélation At, des fluctuations sur
la couche d’indice n apparaissant dans (4.5), ne peut étre supérieur au temps
passé par ’'objet qui nous intéresse, sur la couche en question. Ce dernier étant
de 'ordre de 1/b, = 1/(b,b)*/? au moment ol I’essentiel de ’activité réside

sur la couche n, on prendra dans la formule (4.5) :
At, = (b,b)™*/2. (4.6)

Dans toute cette section, nous noterons (A, B) le produit scalaire entre deux
vecteurs, afin de distinguer cette quantité des moyennes d’ensemble notées
(-4,

Venons en maintenant aux coefficients p,, fixant 'amplitude des fluctua-
tions. Selon qu’on travaille sur les cas @) ou b) définis en (4.4), on a p, ~ §b2
ou p, ~ éb,. On peut envisager deux situations, aux conséquences physiques
trés différentes :

Situation 1 : la structure cohérente trouve tout au long de son développe-

ment des fluctuations & sa hauteur. On posera alors :
pn=(b,b) ou p,=(b,b)?, (4.7)

respectivernent dans les cas a) et b). La physique se reproduit égale & elle-méme
a chaque pas de la cascade.
Situation 2 : les amplitudes caractéristiques des fluctuations du milieu am-

biant obéissent & des lois d’échelle intrinséques, peu sensibles & ’arrivée d'un
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événement intense, soit §b, ~ @™*. Dans la suite, on aura en téte la valeur

2/3 de Kolmogorov pour I’ exposant & qui s'introduit ici. On pose alors :
Pn = QZna ou P = Qna, ‘ (48)

respectivemnent dans les cas a) et b). L’amplitude relative du bruit par rapport
3 celle de l'objet singulier, initialement de l'ordre de 1 (puisque le dit-objet
se forme & partir du milieu ambiant), diminue quand on progresse dans la
cascade, pour autant que celui-ci tende a développer un spectre, de pente z en
échelle logarithmique, supérieure a la pente naturelle o. Notons qu’il n’est pas
facile de réconcilier I’hypothése b, ~ @™, avec celle faite précédemment sur
le temps de décorrélation At, ~ (b,b)™Y/2. En effet, a priori on attend que
le temps caractéristique d’évolution des fluctuations de la phase désordonnée
soit de 'ordre de 1/6b, ~ @~"*, et donc devienne plus grand que At, ! On
peut imaginer cependant que les degrés de liberté de phase, plus instables,
répondent rapidement & l'arrivée d’un pulse, tandis que les amplitudes qui
fixent p, évoluent beaucoup plus lentement.

Finalement, le dernier parameétre I’ dans ’expression (4.5) des corrélations
du bruit, est un nombre qu'on ne se hasardera pas a estimer. Il n’est pas

, . . . P I
nécessairement petit, mais sera commodément supposé tel.

Quelques mots maintenant sur I’ organisation du reste de la section. Dans la
sous-section 4.3.2, nous présentons les résultats obtenus & travers une approche
réduisant drastiquement la dimensionalité du probleme, en se concentrant sur
2 variables collectives qui sont respectivement la position et I’amplitude du
front. Pour une revue des méthodes de perturbation, dans le contexte des
vrais solitons, on pourra consulter Yu.S.Kivshar et al (1989).

L’intérét de la méthode est qu’elle permet de pousser les calculs analytiques
assez loin, et de dégager sans doute les éléments essentiels de la statistique de
Pexposant z en fonction de la longueur de la cascade (dans le cadre de la

modélisation proposée). On traitera successivement les deux problémes (dits
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A et B dans la suite), définis selon la nomenclature énoncée plus haut comme :

cas ¢ —situation1 : 7 (b, b)3/4 £(t), (4.9a)
cas b situation 2 : n = (b,b)/*DV2¢(1). (4.9b)

Dans la seconde ligne (4.9b), D¥/? est 'opérateur linéaire diagonal de multi-

plication par @™, et £ est dans tous les cas un bruit blanc ordinaire :

(Ex(t)ew(t)) =T bt — ). (4.10)
Il deviendra clair dans la suite qu’une fois les regles du jeu mises au point,
toute autre combinaison des différents cas se préte a la méme algébre, modulo

de simples modifications de coeflicients de diffusion effectifs, qui se calculent

aisément a partir de la structure de la solution autosimilaire de référence.

Dans la sous-section 4.3.3, le probléeme multidimensionnel est abordé par-
tiellement, & travers 1’étude numérique de trajectoires particuliéres dans 1'es-
pace des phases, ou instantons, qui sélectionnent des configurations du bruit de
probabilité extrémale pour aller d’un point & un autre. La situation considérée

se résume dans la définition suivante :
cas @ — situation2 : 7@ = Qana/zf(t) : (4.11)

Noter que cet Ansatz revient a supposer At, ~ @Q™"*, soit un temps de
corrélation de l'ordre du temps de Komogorov si a@ = 2/3, ce qui n’est pas
nécessairement trés correct physiquement, pour les raisons exposées plus haut.
C’est la premiére idée néanmoins qui nous est venue & l'esprit quand nous
avons entrepris ce travail et nous n’avons pas eu ensuite le loisir d’étendre

notre investigation a d’autres cas.

Finalement, dans la sous-section 4.3.4, seront esquissés, a la lumiére des
résultats obtenus et de leurs éventuelles limitations, d’autres schémas possibles

pour la modélisation de I’effet du milien turbulent sur une structure singuliére.
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4.3.2 Approche par des coordonnées collectives.

On se restreint dans toute cette section a des variables réelles,

Probléme A :

C’est le cas le plus facile 4 traiter. Le point de départ en est le systéme

d’équations différentielles stochastiques :

db 3/4
=2 = N[b] + (b,b)"¢ . (412)

Pour décrire ce systeme, il est commode de séparer.la dynamique de b en deux
équations pour, d’un coté, le vecteur C = b/ (b, b)lf ? de norme unité et de

l'autre, la variable B(t) = ;log(b,b), en fonction desquelles :
b(t) = exp (B(t))C(t). (4.13)

Une certaine prudence est de mise en principe, lorsqu’on procede a des change-
ments de variable dans des équations différentielles stochastiques. Il convient
de préciser, si 'on travaille avec la convention de Stratanovich ou de Ito pour
prendre la limite de bruit blanc (cf I’Appendice I de ce chapitre pour une di-
cussion de ce point). Nous négligerons ces subtilités, sans grande incidence

physique ici, pour déduire de (4.12) la paire d’équations :

%g = N[C]+ 5 - A(r)C (4.14a)
P (NIC)C)+(1,0) = A(r), (414v)

olt comme dans le chapitre précédent, le temps physique ¢ se relie au temps
“singulier” T par :

t(r) = '/: du exp(—B(u)) . (4.15)

Les nouvelles fonctions de bruit 7, sont définies par la substitution :

n=-exp(—B/2)§. (4.16)
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On déduit, en utilisant la relation dt/dré(t — t') = 6(7 — 7') :
(T (7)) = Dpmeb(7 — 7'). (4.17)

Notons @¢(7) la solution déterministe en I’absence de bruit normée a 1, Ay(7) =
(N, @y) le facteur de projection, et vg la vitesse de propagation du front dans
cette situation de référence. La variable continue n(7) = voT comstitue une
définition valable de la position instantanée du soliton. Nous allons admettre
que le bruit ne fait qu’accélérer ou ralentir ce dernier, sans le déformer. En
d’autres termes, nous faisons ’Ansatz :
C(r) = &, (r +[ Mdu) , (4.18)
0 g
ou dv représente la fluctuation de vitesse due au bruit extérieur. Quand on
reporte cet Ansatz dans (4.14a) et projette I’équation obtenue sur le mode zéro
¥, = 0,y (sachant que 1P, et $; sont a tout instant orthogonaux, puisque
(Po, Yo) = On(Po, Po) = 0), il vient : -
5o(r) _ (boym) wis)

Vo - (¢01 ¢D) ,

4B _ . (T s [ du) t (@o,m) . (4.20)

d‘T o

Or, il se trouve que dans le modele GOY toutes les quantités du type Aq(7) =

tandis que :

(N, @) ou (g, 1) dépendent extrémement faiblement du temps (elles seraient
strictement constantes dans un modéle continu), et il est légitime de les traiter
comme des constantes. La position du soliton, n(7) = vo(7 + [ 5—‘;(31 du), et la
fonction B(7) sont, dans le cadre de cette approximation adiabatique, deux co-
ordonnées collectives subissant l'influence des composantes du bruit transverse
(selon v,bP) et longitudinale (selon ®g) respectivement. Un calcul élémentaire

mene alors au systéme d’équations :

dn
dr
dB
dr

= g + m, (421&)

Ao + 12, (4.21b)
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(m(r)n(r")) = 0, (4.22a)
(m(rym(r")) = DuLé(r—17), (4.22b)
(m(7Yma(7")) = Dyé(r—r'). (4.22¢)

Les coefficients de diffusion ont pour expression : D; = I'v3/(vg, %) et
Dy =T. On voit qu’on a réduit le probléme & celul de deux marches aléatoires

indépendantes avec dérive.

Aprés avoir mis au point notre formalisme, revenons aux questions qui
nous intéressent. Considérons le développement, pour différentes réalisations
du bruit, d’une condition initiale constituée d’un objet idéal placé au début de
la chaine au temps 7 = 0, et de norme initiale unité. Nous voulons connaitre
la statistique des amplitudes lorsque la structure cohérente a parcouru une
longueur de cascade égale & n. Pour cela, on définit un exposant de croissance

effectif par : )
B(r 1 T ‘
nlog@ logQ [ADT +./; du'qz(u)] ’

de telle sorte que le rapport d’amplitude soit @Q"*. La probabilité d’avoir cet

1]

z

exposant entre z et z + dz est simplement donnée par la relation :

Pu(2)dz = [ /; * dr Po(7) P, (B() = nzlog Q )nlog Q] dz, (4.23)

ol la somme porte sur tous les temps 7 permettant d’effectuer la longueur de
cascade souhaitée. Par ailleurs :
¢ P, (B(1) = X) dX est la probabilité pour qu'a I'instant 7 la fonction B(7)

atteigne une valeur entre X et X + dX. En l'occurence :
(.X - Ag?’)z

1
———eX
A 2mDyT P 2Dy

¢ P,(7)dr est la probabilité de premier passage par n entre les instants 7 et

P(X)dX = dX . (4.24)

T + d7. Son expression pour une marche aléatoire en dimension un est donnée
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par (voir par exemple W.Feller (1968a) Tome I) :

Py(7) = (4.25)

qui ne différe de la distribution normale que par le préfacteur algébrique n/7.

Moyennant la redéfinition de la variable de temps 7 = vor/n (n/vo étant le
temps mis par la solution déterministe pour parcourir n pas dans la cascade),
et en réintroduisant ’exposant de référence zo = Ag/(volog @), on peut mettre

Pexpression obtenue pour P,(z) sous la forme :

- )_nlogQ \/(%—% f [ ”1"82‘1{/10305(2/20,;) . (4.26)

avec |

S(u, 7)== [(u 7P+ (1-7) 2] et o= K%TZM. (4.27)

Dans la limite ot le nombre n de pas de cascade devient grand, I'intégrale

(4.26) peut étre évaluée par la méthode du col. Nous passons rapidement sur

les calculs. On trouve que le temps optimal vaut en coordonnées réduites :

oy z2/z5)¢ + a2
o (/lolaz , (4.28)

et on déduit pour la probabilité, & des corrections algébriques prés sans grande
importance, un comportement en exp[ns(z)] oi la fonction de Cramér s(z)
(pour une définition se reporter & I’appendice du chapitre 1 : section 1.4),

prend 'expression :

AQZQ

s(z) = log @ [\/((z/zo 2 +a?)(1+a?) - ((z/zo) +a )} . (4.29)

La fonction s{z) atteint son maximum en z = zy et décroit linéairement du
coté des grandes valeurs de z. Cela est di (comme dans tous les processus
de diffusion) & la possibilité d’allonger sans limite le temps d’attente pour le
premier passage par la couche n. Cet aspect du résultat n’est évidemment pas

trés physique, mais il ne semble pas étre un artefact du traitement proposé ici.
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On trouvera d’autres indices dans la section 4.3.3 d’une absence de seuil sur
’exposant z pour le modele GOY soumis & un forgage aléatoire. Notons que
si on se restreint & un domaine d’exposants physiquement raisonnables, z < 1,
la fonction s(z) présente encore une forte courbure. En effet, pour a® = 0.587,

valeur estimée & partir des diverses quantités entrant dans la définition de a,

H
1 .
le rapport 3"( ) est de I'ordre de 0.5. Il n'en reste pas moins que la tendance
s Zp
de s"(z) & décroitre lorsque z augmente semble en contradiction avec les ob-

servations numériques récentes faites par E.Lévéque et al (1995b).

Probléme B :

On va retrouver les mémes idées que pour la résolution du probléme A, avec
quelques difficultés supplémentaires. Le point de départ est la dynamique
stochastique :

db

= = Nb] + (b,0)7/* MDY, (4.30)

olt M[b] est opérateur jacobien du noyau non-linéaire N[b], D'/? I'opérateur
linéaire diagonal de multiplication par @™ et le bruit £ satisfait aux équations
(4.10). On déduit de (4.30) la paire d'équations pour le vecteur unitaire C(7)
et la quantité B(r):

dC

- = {N[C]+e P M[C]D/*n}., (4.31a)
dgg = (C,N[C])+e7® (C, M[C]D"*n) . (4.31b)

Par l'indice | nous indiquons que la composante longitudinale a été soustraite.

Les nouvelles fonctions de bruit 7(7) sont définies par la transformation :
£(t(r)) = 70 2n(7),

et elles vérifient :

{1n(T)nm (7)) = T bpib(7 — 7).
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Nous allons faire de nouveau ’hypothése d'une structure gelée de I’'objet cohé-
rent (Ansatz qui se résume dans I’équation (4.18)) et nous concentrer sur les
composantes de la force aléatoire suivant les deux directions cohérentes @, et

P,. 1l vient :
(%o, Mo D /2n)

d ~B(r)
— = e T ) 4.32a
Vo ("/’0: "/’0) ( )
dB _ -B(T) 1/2
— = Aote ) (o, M[®o] D*?n) (4.32b)
d’oti I'on tire les équations du mouvement pour les variables n{7) et B(7):
d
dB
- = Ao+ ey, (4.33b)
ou 7 et 7, sont deux bruits blancs corrélés, tels que :
(¢0: MD M'J’O) !
(m(rym(r)) = T &(r — 11, (4.34)
(lllbl}: '4}0)2
("vbm MD thbO)
(")) = T §(r— 1), 4.35
(m(T)ma(7")) (Vo,0) ( ) (4.35)
(ma(r)ma(r)) = T (o, MD Mepo) §(r —7'). ~  (4.36)

En raison de la présence de 'opérateur D dans chacun des produits scalaires
fixant les variances du bruit, on attend que celle-ci croissent comme Q27
Nous avons vérifié numériquement que chacune de ces trois quantités se met
sous la forme a,-,-Qz"(T)“, ou les trois coefficients ai1, a5 et az, sont remar-
quablement constants puisqu’ils présentent des oscillations temporelles de pé-
riode vy} dont ’amplitude relative ne dépasse pas 10~ | Muni de cette obser-

vation, on arrive a la formulation finale du probleme :

dz

—d?l = w1+ e(zx—mz)xl ' (437&)
dz —x

Ez- = wg - e(zl 2)X2 , (4:37}))

avec les définitions :

z1(7) = alog Qn(r), ()= B(r), v =Ao—, va=Ao, (4.38)

Z0
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et ont les bruits x; et x» vérifient :
(xi(7)xs(")) =T Ay 8(r —7'). (4.39)

Pour fixer les idées, indiquons les valeurs trouvées pour les 3 coeflicients Aj;

dans le cas a = 2/3 :
An - 6.63, Alg = 251, Azz = 145 . (440)

Ainsi se terminent les développements formels de cette sous-section. On
voit qu’on est arrivé de nouveau a un probléme de marche au hasard dans un
espace de dimension 2, mais un probléme ou la largeur du bruit varie expo-
nentiellement avec la position. Comme dans le cas précédent, nous voulons
estimer la densité de probabilité d’avoir I'exposant de croissance effectif z =
z3(7)/n log Q aprés avoir parcouru une “longueur de cascade” z4(7) = nalog @,
sachant qu’a 'instant initial 7 = 0, z,(0) et z2(0) sont nuls. Cette densité de
probabilité se met encore sous la forme (4.23) utilisée pour résoudre le probléme
A, mais il importe d’ imposer des contraintes supplémentaires aux marches au
hasard susceptibles de contribuer & P,{z), si on veut obtenir des résultats
physiquement raisonnables. En I'absence de toute contrainte, P,{z) est en ef-
fet dominée par des trajectoires, ou le soliton passe une partie de son temps
dans la région virtuelle n{r) < 0, y encaisse une trés forte amplitude, puis
reprend le sens habituel de la cascade en suivant une évolution déterministe.

Pour éviter de telles pathologies, on exigera :

d:ﬂl
-&;- >0 V‘T, (441&)
() —z2{7) <0 V7. (4.41b)

La condition (4.41a) interdit au soliton de rebrousser chemin ; 'autre con-
dition (4.41b) est également naturelle, puisqu’elle revient & demander que le
rapport entre I'amplitude absolue du soliton et celle du milieu ambiant reste
toujours inférieure a sa valeur initiale 1. Dans I’Appendice II, on montre com-

ment une série de transformations élémentaires ramene les équations (4.37) &

i
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celles d’'une marche au hasard ordinaire sur un revétement du plan privé de
Porigine. Cela ne rend pas le probléme exactement soluble, mais nous permet
de donner I'estimation suivante pour le comportement dominant de P,(z) (un
peu simplifié ici, dans un souci de clarté) :

(@)

e IR V)

P.(z) ~exp —%(zo —a)

pour (zg — a@)@Q™*~%) < 1 avec, pour le coefficient numérique a, ’expression :

A1
zp A+ Agg — 201,

Pour (zo — a)@™*%} > 1, on attend que le comportement ci-dessus cade la

place & une chute encore plus rapide de P,(z) avec z :

Py(2) ~ exp [—%Qz“("“’} , (4.43)

sans étre toutefois capable d’estimer analytiquement la constante b.

Comme cela a été expliqué dans l'introduction de cette section, I’hypothése
la plus raisonnable sur 'exposant « consiste & le choisir égal &4 2/3. On a alors
Zzg —a ~ 0.05. La formule (4.42), prise au pied de la lettre, prédit, pour
un exposant z donné, un comportement de la probabilité P.(z) en e™(?) (ou
encore en loi de puissance dans le vecteur d’onde k2(*)/1°6@) dans un domaine

de valeurs de n limité & :

1 ) 1 1
n < @ min l: ] . (4:.44)

2zo ~ )z~ 2z
Les déviations par rapport a des lois invariantes d’échelle apparaitraient donc
au-dela d’une longueur de cascade indépendante de ’exposant z tant que z —
Zo < 2(z0 — @), puis d’autant plus courte que z — 2z, s’écarte de 2(z; — a).
Une telle prédiction, pas tres orthodoxe, n’est pas en désaccord flagrant avec
ce qu’on peut observer dans la vraie dynamique du modeéle GOY, comme la

section 4.4 le montrera.
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4.3.3 Instantons : Résolution numérique du probleme
non-linéaire.
Dérivation des équations.

Le point de départ en est le systeme dynamique :

db

> = N[b] + D%, (4.45)

ol b et 7 sont & présent complexes et

(mn(EMns(t")) = Dénrb(t — t').

Le produit scalaire des vecteurs complexes A et B est défini comme (A, B) =
>, A% B, ; on note cette fois-ci DY? V'opérateur diagonal de multiplication par
Q3=/2 et D le carré de D'/2. On décrit les propriétés statistiques de (4.45)
4 I'aide de la représentation fonctionnelle introduite dans I'’Appendice I. Soit
M [b] une fonctionnelle des solutions de (4.45) entre ¢ et ¢;. Sa valeur moyenne
sur ’ensemble des trajectoires ayant by comme condition initiale est donnée

par :

b, [M] = j DpDp*DbDb* exp —S Mb]. (4.46)

Dans cette expression p* est le champ conjugué de b ; b, b* ainsi que p, p*

sont des degrés de liberté indépendants. La fonctionnelle d’action § s’écrit |

s = % /t:df [(0,5) + (p,B) = H] , (4.47a)
avecH = (p,N)+(p,N)" +T(p, Dp). (L475)

Dans l'approximation des instantons, on va se concentrer sur les trajec-
toires extrémisant ’action. Le probléme aux limites est déterminé par la
quantité que nous voulons estimer. Par exemple pour décrire la probabilité

de transition de ’état by a t = #, vers I’état b(t,) = b 4 t = ¢, on prendra
P
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M|[b] = §(b(t1) — b) et les trajectoires classiques & considérer seront celles
interpolant entre ces deux configurations. Nous voyons que nous sommes face
a un probléme multidimensionnel trés compliqué. C’est pourquoi nous avons
présenté dans la sous-section précédente une approximation “adiabatique” ra-
menant ce probléme & une situation tractable analytiquement. Trouver une
solution satisfaisant les bonnes conditions aux limites est hors de portée. Ce
qui va nous intéresser néanmoins est de préciser le comportement générique
des trajectoires extrémisant ’action. Elles obéissent aux équations canoniques

de Hamilton :

b= g;‘f _ N[b]+TDp, (4.48a)
. aH t *
b=t = —Mp, (4.48b)

olt *M est la transposée de la matrice jacobienne du noyau non-linéaire M =

Op+N. Sion pose 8 =I'Dp il vient :

b = N[b]+8, (4.49a)
8 = —D'MD¢*, - (4.49D)

et pour la quantité conservée H 'expression :

H = %{(e,p-lN) +(8,D'N) + (6, D"0)}. (4.50)

Dans ces variables les équations du mouvement sont devenues invariantes
par translation suivant l’axe des couches. On peut gagner un peu d’intuition
sur ce systéme en remarquant qu’il décrit ’advection d’un champ scalaire actif.
En effet 6 est essentiellement advecté par le noyau D!M D! et en retour réagit
de fagon additive sur I’équation pour b. Si l'activité sur b est localisée, M
agira seulement au voisinage du pulse. L’opération de conjugaison par D va
déformer ‘M et ainsi décentrer ’activité sur @ par rapport & celle sur b. En
augmentant la valeur du parameétre «, présent dans D, on tend 3 faire agir le

bruit plus & l’avant du pulse.

1
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Notons que le signe — devant le second membre de (4.49b) inverse la sta-
bilité des équations pour b et 8. Cette difficulté est inhérente & tous les
problémes de calcul d’instantons. Dans la limite ol la largeur du bruit tend
vers zéro la solution du probléme stochastique converge vers les attracteurs du
systéme déterministe (sans dissipation), et les trajectoires exceptionnelles qui
s’en écartent exigent que le bruit prenne des valeurs trés grandes par rapport
3 ses excursions typiques. Dans notre cas le champ physique a lui méme ten-
dance, méme en ’absence de forgage extérieur, a développer une singularité
en un temps fini. On définit a nouveau une dynamique adaptative en posant

b = CexpB et & = £exp2B. Les équations auxquelles nous arrivons sont :

dC

L [N+, (1.512)
£~ _pMCID7E - 240008, (4.51b)
ffdg = A(r), (4.51c)
M
< = exp(-B(r)). (451¢)

Nous avons intégré ces équations en partant de conditions initiales lo-
calisées, non-nulles sur C et 8, réelles ou complexes. Gréice aux variables
singulieres que nous utilisons il est possible, pour calculer commodément les
différentes grandeurs que nous définissons dans la suite, de refermer le spectre
sur lui méme, en formant un anneau d’une centaine de sites.

Pour des valeurs de a < 2/3, le bruit ne parvient pas & se coupler ef-
ficacement au champ physique, si bien qu’aprés un transitoire on retrouve
systématiquement la solution autosimilaire déterministe.

Pour a dans l'intervalle [2/3, 1] les solutions exhibent un comportement

chaotique. Le champ auxiliaire reste toujours couplé au champ physique et

i
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les deux cascadent ainsi de conserve, en propageant l’activité vers les petites
échelles. L’état laissé par un tel front ne dessine plus une parfaite rampe
en loi de puissance, mais plutét un paysage au relief accidenté. On peut
caractériser celui-ci par les fluctuations de la pente locale. Considérons L

couches consécutives. Sur cette fenétre la pente du spectre sera donnée par :

zr = L‘—f%gg—jﬁ avec Q =2, (4.52)

ot AT est le temps mis par le front pour se propager sur ces L couches. On
étudie alors les fluctuations de cette grandeur en déplacant la fenétre le long
du spectre.

On vérifie que le comportement chaotique assure une décorrélation en
temps, et I'oubli des conditions initiales. On peut donc espérer que la statis-
tique des pentes obtenues en déplagant la fenétre sur le spectre, estime une
moyenne sur les conditions initiales pour une cascade de longueur L. Ce dernier
point n’est toutefois sans doute pas vraie pour les petites valeurs de L, car les
longueurs de corrélation sont grandes : de I’ordre d’une dizaine de pas de cas-
cade. Nous portons sur les figures 4.8, 4.9, 4.10 les histogrammes des exposants
z effectifs pour des longueurs de cascade L = 25, 50, et 100. Ces calculs ont
été effectués avec la valeur o = 2/3. Dans tout Vintervalle [2/3,1] la forme
asymptotique des histogrammes, gand L devient grand devant la longueur de
corrélation, est essentiellement inchangée. Tous ces histogrammes ont pour
valeur moyenne Zpmey & 0.7624210"%. Conformément au théoréme de la limite
centrale, les fluctuations d’ordre 1 de la variable normalisée (zr — zmoy)\/f
ont asymptotiquement une distribution normale, ici d’écart type & ~ 0.025,
comme le montre la figure 4.11. En augmentant o dans I'intervalle [2/3,1], on
tend a réduire la longueur de corrélation, ce qui réduit légérement &.

L’image qui se dégage est donc celle d’un processus & incrément indépendant
possédant une dérive, donnée par zp,.,. En fait pour @ > 1 le systeme adopte
curieusement un comportement plus simple avec ’émergence d"'une nouvelle so-

lution autosimilaire, faisant intervenir le champ auxiliaire, et dont ’exposant z
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Figure 4.11 :

Sur les trois figures 4.8, 4.9 et 4.10 sont portés les histogramimes des ex-

posants z effectifs, associés & une cascade de longueur L, dans la dynamique

4.51, pour la valeur a = 2/3. 2z, ~ 0.762 £ 21073,

On montre sur la figure 4.11, la distribution des variables normalisées X =

(2L — Zmoy)V'L. Une estimation de l’écart type donne & = 0.025.
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Figure 4.12 : Signature de la formation d’une solution autosimilaire, pour

la dynamique (4.49) quand @ > 1. Les conditions initiales sur C et ¢ sont

(10 + 620)/ V4.

est justement égal & 0.765 21073, Nous portons sur les figures 4.12 et 4.13 la
signature de cette solution, obtenue & partir d’'une condition initiale réelle. La
prise de conditions initiales complexes conduit au méme comportement. On
remarque sur la figure 4.13 que le champ auxiliaire se développe juste a I’avant
du front physique, comme on pouvait s’y attendre 4 partir de la remarque faite
plus haut concernant I'opérateur DM D1,

On constate les faits suivants :

¢ La nouvelle solution autosimilaire développe un exposant substantielle-

ment inférieur & la valeur de @ pour laquelle elle se stabilise (0.76 versus
1).

o Des calculs semblables pour ¢ = 0.75, valeur pour laquelle la solution dé-
terministe de base a un exposant z = (.88, réservent une autre surprise,
puisque dans ce cas la nouvelle solution obtenue lorsque o > 1 exhibe

un exposant inférieur au cas déterministe : z = 0.79 + 1072. Comme
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Figure 4.13 : Morphologie de la nouvelle solution autosimilaire. Noter la

position du bruit & 'avant du pulse.

dans le cas précédent un régime chaotique engendrant des fluctuations
de z effectifs centrées autour de cette valeur se met en place lorsque 'on

diminue o.

e Le régime chaotique s’apparente a une “diffusion” autour de la nouvelle
solution autosimilaire sous-jacente, ne devenant stable qu’au deld d’un

seuil.

e L’apparition de la queue exponentielle du cété des grandes valeurs de
z, particulierement visible sur la figure 4.8, est due a la distribution
des temps de propagation. On peut mettre ce point en relation avec
la distribution des temps de premier passage pour une diffusion & une

dimension.
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4.3.4 Intermede.

- Marquons une pause a ce niveau et faisons le bilan. Dans le résultat pour
le probleme A, nous avons constaté la tendance peu physique, qu’a cette
modélisation & développer une aile exponentielle du coté des grandes valeurs
de z. Ce travers a été retrouvé dans les résultats numériques des équations
non-linéaires de la sous section 4.3.3, et ne semble donc pas étre propre au
traitement linéaire. Toutefois, pour tous les problémes de la situation 2, le
terme d’action réintroduit une coupure, et donc évite cette difficulté. Pour
décrire une situation ot la phase désordonnée reste & hauteur de la structure
singuliere, il parait opportun de trouver une autre approche. De fait la section
4.2 sur les collisions suggére de revenir & un processus multiplicatif discret.

Considérons une situation ol le pulse trouve devant lui & chaque pas de
cascade, une perturbation §; = —(b, b)*/2a;, olt q; est tiré au hasard & chaque
étape, avec une méme loi de probabilité. On peut supposer pour a; une distri-
bution gaussienne :

1 a?

€Xp ——

Pla) = .
(a) 2w A 2A

On se limite de fait & des défauts positifs ou négatifs. Il ne serait pas difficile

néanmoins, de tenir compte des degrés de liberté de phase. Nous attirons
I'attention sur le fait que les défauts “négatifs” (6 = T dans les notations de
la section 4.2), corespondent ici aux valeurs positives de g !

Le passage du pulse du site 7 au site 7 + 1 va s’accompagner d’un facteur

maultiplicatif W;, défini par b4y = W;b; et dont le logarithme en base Q, sera :
logg Wi = 2z + C:’(a,-) )

La fonction G(a) est une fonction de réponse. Dans cette image toutes les
étapes sont équivalentes. D’aprés les résultats de la section 4.2 on attend que
@ soit positive du coté a positif, avec un maximum en un point, disons @mqes.
C’est bien en effet, ce que suggére la figure 4.6. Cependant une définition vrai-

ment opérationnelle de G(a) nous manque, en particulier nous ne savons pas
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comment définir proprement une saturation continue. Du c6té des a négatifs,
le comportement attendu pour G(a) est une plongée vers les valeurs négatives.
La fonction de réponse devrait donc étre convexe.

La densité de probabilité d’avoir sur un pas de cascade, le taux de croissance

Az =logg W — 2, est donnée a chaque étape par:

(G')-Yaz) (G- (az)]]
V2 A <P 2A ’

dans laquelle G~1(Az) est la fonction réciproque de G(a).

P(Az) =

La densité de probabilité d’avoir l'exposant z aprés n pas de cascade va se

comporter, guand n devient grand, comme :

[é—l(z — Zo)] ? .

P(n, ) ~ ezp(ns(z)) avec - s(z) = ——~

Les propriétés suggérées plus haut pour G(a) impliquent les comportements

suivants de P(n,z) :

e au voisinage de z = zo {a = 0) la réponse est linéaire, et la distribution

des exposants z reste donc gaussienne :

2
—s(z) = (—z—i—ggl—, avec K constante.

o pour z — zo € 0 (a < 0), et en prenant G(a) ~ —|a|* avec @ > 1, on

obtient une forme en exponentielle étirée :
—s(z) = K|z — z0|2f°‘.

¢ le maximum de G en ..z définit une coupure en z* = 2o+ G(@maz). Au

voisinage de cette valeur, la fonction de Cramér devient :

—s(z)=a2 + K(z =22+ O(z - 2x) .

maz
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Ces différents comportements répondent a toutes les exigences physiques ad-
mises généralement.

Nous avons déji mentionné & plusieurs reprises, le modeéle de Z.S.She et al
(1994). Il est naturel de se demander s'il serait possible de rattacher I'image
qu’ils proposent, aux éléments de dynamique élémentaire que nous avons mis en
évidence. Supposons donc ’existence d’un processus multiplicatif aléatoire, ot
maintenant log, W; obéirait & une statistique poissonienne. Plus précisément :

m

A
logo Wi =(2/3+7)+ —?——logq B, avec P(m) = gexp—,\

¢ Le nombre moyen de défauts, par pas de cascade, vaut dans ce cas A =

(37log @)/(1 — B), (cf ’Appendice 1.4)
e la valeur maximale de ’exposant z vaut zmee = 2/3 + 7.

o A partir de la structure la plus singuliére, chaque quantum abaisse I’am-

plitude d’un facteur dont le logarithme en base Q vaut § = (log, 8)/3.

Sil'on fait une application numérique avec les valeurs des parametres proposées

dans E.Lévéque et al (1995b) (voir aussi la section 2.3), on obtient :

o v=0.208 et B = 0.58.

o A~ 1.
® 2. = 0875
o &= —0.262.

Ces nombres appellent quelques commentaires :

¢ La modulation élémentaire § est relativement importante. Cependant,
tout ensemble avec A = 1, la situation n’est pas absurde au regard des
résultats de la section 4.2. D’un point de vue statistique, on peut ad-

mettre qu’il s’agisse la d’une approximation valable.
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e Malgré tout, au niveau de la dynamique, il est clair que la situation est
différente. En effet, ce qui est bien défini, c’est la valeur zp = 0.72 et
les fluctuations autour de cette valeur n'ont, & notre sens, aucune raison

d’étre quantifiées.

4.4 Formation des structures singuliéres dans
la vraie dynamique.

Il est grand temps d’examiner comment se forment les fluctuations les plus
intenses dans la vraie dynamique ! Nous allons vérifier qu’elles sont associées
A des pulses émis par les grandes échelles qui propagent dans une rampe dont
le scaling est proche de X41. Ces pulses sont cohérents en ce sens qu’ils ten-
dent a optimiser le flux d’énergie en ordonnant les phases sur leur passage.
On retrouve le désaccord de phases entre l'objet cohérent et les fluctuations
“nourrissiéres”, nécéssaire pour obtenir un gain d’amplitude positif. On vérifie
que le niveau de la rampe sur laquelle se développe la structure cohérente ne
lui est pas rigidement attachée. Ce point permet d’affirmer que ce ne sont pas
12 les manifestations du deuxiéme type de solutions autosimilaires autorisées
mathématiquemnent. En effet, de telles solutions imposent que le niveau de
1’état K41 A I’avant du front augmente a mesure que ce dernier avance.

Nous revenons au systéme d’équations (2.10) en présence de forcage et
de dissipation. Nous avons fait nos calculs pour deux valeurs du nombre de
Reynolds : Re = 10° et Re = 10° avec ¢ = 0.5 et @ = 2. Pour suivre
le déveloi)pement des pulses, on s’appuie sur le fait que leur passage sur la
couche d’indice n s’accompagne d’un maximum local dans le signal temporel
du taux de transfert d’énergie e,. Il ne reste plus alors qu’a suivre les dates
successives d’apparition de ces maxima en commengant sur la troisiéme couche
et en descendant la cascade & mesure que le pulse se propage. Il faut toutefois

s’assurer que }’on suit bien un seul événement cohérent. La faisabilité méme de
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cette procédure montre le caractére cohérent de la propagation. On controle
en outre la croissance de 'objet en exigeant qu’a chaque étape de la cascade
il croisse d'un facteur au moins égal & @Q*. On choisit différentes valeurs de
z et on sélectionne ainsi des événements plus ou moins singuliérs. A chaque
étape de la cascade, on stocke 1’état de I’ensemble des couches, si bien que pour
chaque “événement singulier” on dispose d’une suite de spectre {¢(t,)} dont
le nombre est fixé par la longueur de cascade sur laquelle le pulse est parvenu &
se propager en satisfaisant les contraintes de cohérence et de croissance qu’on
lui impose.

Commengons par vérifier I’existence de structures cohérentes beaucoup plus
singuliéres que les solutions idéales. Pour cela nous portons sur la figure (4.14)

des “instantanés” des taux de transfert d’énergie :

tn =R[(1 — €)pn20n_1¢n + Sn_19ndnt1] ,

calculés & partir d’une suite {¢(¢,)}, obtenue en suivant un événement parti-
culier dans la dynamique pour un Reynolds Re = 105. La couche forcée porte
I'indice n = 1. L’échelle dissipative de Kolmogorov est située entre les couches
d’indice n = 12 et n = 13. L’histoire commence par l'encadré en haut 4 gauche
et se poursuit en descendant cette colonne, puis celle de droite. L’échelle sur
les ordonnées est logarithmique, tandis que les abscisses portent I'indice de la
couche sur laquelle on calcule £,,. Afin de guider les yeux nous avons également
porté sur chaque figure 'enveloppe corespondant a une croissance d’exposant
z = 0.85. Plus précisément £,(z) = 23™*~2/3)g,. Sur le deuxiéme et le dernier
encadré apparait ’évolution que donnerait la solution idéale avec ’exposant
2o = 0.72 telle qu’on ’a obtenue au chapitre trois pour ces valeurs de () et ¢
(cf Tableau 3.2).

Afin de mieux apprécier 'état & ’avant du pulse, nous portons, pour le
méme événement, sur la figure (4.15), le module des variables b, : les plus
importantes pour la dynamique non-linéaire. L’enchainement des encadrés

est le méme que pour la figure précédente. Nous avons également porté sur
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chaque icone les lois de puissance pour le scaling K41 z = 2/3 et pour la valeur
z = 0.85. Nous rappelons que 1’état associé & une structure autosimilaire dans
ces variables donne b, = bp2"*. Attention & I’échelle logarithmique, il y a un
facteur 4 entre ’amplitude atteinte par le front en fin de propagation et le

comportement K41 (derniere icéne) !

Dans 1’état initial on observe une rampe dont le scaling est proche de K41.
Noter cependant que 'activité va bien au-deld de 1'échelle dissipative de Kol-
mogorov, il s’agit en fait de la trainée, laissée par le pulse précédent, qui
relaxe vers le comportement moyen. C’est ce que l'on constate sur les “in-
stantanés” suivants ol I'on assiste & une contraction du spectre du coté ultra-
violet, tandis que le pulse émis a 'autre bord poursuit son avancée avec une
tres forte croissance en s’appuyant sur I’activité qu’il trouve devant lui. Ce pre-
mier échantillon a été obtenu en exigeant a chaque étape un gain d’amplitude
supérieur & 2°8. Nous constatons que dans les premiers instants la croissance
est au moins égale & 2°8%. Le pulse parvient & remplir le spectre avant d’étre
finalement stoppé par la dissipation. Afin de nous convaincre que la croissance
extraordinaire de ce front n'est maintenue que par la présence des perturba-
tions causées par les fluctuations en aval, nous avons pris comme condition
initiale pour la dynamique non-linéaire dans le vide l’ensemble des b, de la
derniére icéne. On retrouve alors aussitot la solution de base. On s’apergoit

déja sur cette série d'images que 'avancée du front ne s’accompagne pas d’une

remontée de [’état “K41” qui le précede.

Pour confirmer cette conclusion et également tenter de voir un effet de
taille a ce niveau de dynamique élémentaire, nous avons augmenté la longueur
de cascade en prenant un Reynolds Re = 10°. La couche dissipative de Kol-
mogorov porte & présent I'indice n = 15. On trouve sur la colonne de gauche
de la figure 4.16 une série de spectres de b, obtenue en imposant une croissance
a chaque pas supérieure a 2°%. Cette série d’images s’arréte lorsque le pulse,

alors situé sur la couche n = 11 — 12, ne parvient plus a croitre suffisamment.

'
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Nous avons la rampe K41 a I'avant mais cette fois le pulse n’est pas parvenu
jusqu’a la couche dissipative. Nous avons encore porté les deux scaling pour
z = 2/3 et 2 = 0.85. En regard, sur la colonne de gauche, nous donnons une
indication de 1’état des phases le long de la cascade, pendant la propagation.
Chaque étage corespond aux mémes instants. La quantité que nous avons cal-
culée est la phase des produits II,, = b,_2b,_1 b, qui interviennent dans le taux
de transfert d’énergie. Ce dernier est maximum lorsque cette phase est proche
de zéro. Nous constatons que la propagation du pulse s’accompagne d’une
certaine mise en ordre dans les phases visant & optimiser le taux de transfert
d’énergie. On note également que I’on peut suivre la progression du pulse par
la présence systématique d’un défaut de phase, juste & 'avant, écartant l'une
(au moins) des composantes du produit de sa valeur dans 1’état cohérent. On
retrouve donc les mémes régles que pour les collisions élémentaires présentées
dans la section 4.2. Ici encore on constate que le niveau des couches en aval
du pulse n’évolue pas avec ce dernier comme le supposerait la présence sous-
jacente d’une solution autosimilaire du deuxiéme type formellement permise
par le noyau non-linéaire. On peut donc exclure leur réle éventuel. Enfin sur
la figure 4.17 nous avons reporté ’évolution du taux de transfert d’énergie,
corespondant a I’événement singulier de la figure 4.16, avec cette fois encore
les phases des II, aux mémes instants. Nous indiquons aussi la croissance
suivie, avec un exposant z entre 0, 85 et 0.9, ainsi que la pente “nue” z = 0.72.

Sur la figure 4.18 nous donnons quelques chiffres de statistique, en mon-
trant comment varie le nombre des événements, dont nous avons pu suivre
la propagation, en fonction de I'indice de couche qu'ils visitent, et ceci pour

différentes valeurs d’exposants z. On peut noter les points suivants :

e Dans une description multifractale, on attend que ce nombre décroisse en
exp —nD(z). D(z) mesure comment se raréfient les singularités d’expo-
sant z lorsqu’on diminue I’échelle, elle est reliée & la fonction de Cramér

du processus multiplicatif (déja utilisée dans la section 4.3.2 et définie
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dans le chapitre 1) par I{z) = —s(z). Sur la figure corespondant &
Re = 10° on apergoit assez nettement une coupure se manifestant pour
les exposants z = 0.88 — 0.85 deés la couche d’indice n = 8 — 9, tandis
qu'un comportement exponentiel semble persister pour z = 0.8 jusqu’a

la couche n = 11.

o Ce comportement se laisse déja deviner pour une cascade plus courte.
En particulier pour z = 0.88, 1l semble que ’on retrouve la chute rapide

sur la couche n = 8.

e La proximité de la couche dissipative modifie la physique quelques trois
ou quatres couches avant ’échelle de Kolmogorov. On peut le voir sur les
4 derniers encadrés de la figure 4.15, ou le pulse ne trouve plus devant
lui la rampe K41. En fait, cet effet se manifeste également dans les
calculs de statistique plus standard oti I’on observe un accident dans les
moments du taux de transfert d’énergie, quelques couches avant 1’échelle

dissipative.

Il est sir qu’une augmentation de la statistique serait souhaitable. Nous

n’avons pas eu le temps d’optimiser notre procédure de recherche, qui reste
s . . " e

assez élémentaire et doit pouvoir étre améliorée. En revanche, nous ne pourrons

pas éviter le coiit en temps de calcul qu’'impose d'une part 'augmentation du

nombre de Reynolds, et d’autre part la statistique sur ces événements, rares

par nature.
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Figure 4.18 : Sur ces figures sont portés en ordonnée les nombres d’objets que
nous avons pu repérer et qui se sont propagés jusqu’a la couche d’indice figurant
en abscisse, pour différentes valeurs de z. La statistique pour le nombre de
Reynolds Re = 10° porte sur 10* temps de retournement grande échelle, contre
510° pour Re = 10%, On commence & suivre les objets & partir de la couche
d’indice n = 3. Pour Re = 10% on apergoit assez nettement une coupure
“épluchant” les exposants z = 0.88 — 0.85 dés la couche n = 8. Cet effet est
déja perceptible pour Re = 10° mais il est rendu moins net par la proximité

de la couche dissipative.



4.5. APPENDICE L 115

4.5 Appendice L.

Dans cet appendice nous introduisons de maniere heuristique la repésentation
fonctionnelle conduisant au formalisme des instantons. Nous nous appuyons
sur la définition de Ito de l'intégrale stochastique. Nous donnons également la
relation existant entre cette description et celle de Stratanovitch dans le cadre

des équations différentielles stochastiques (E.D.S).

4.5.1 Représentation fonctionnelle et instantons.

Considérons une équation de Langevin :

2 _ N(&)+ Blom. (4.53)

Par mesure de simplicité nous ne considérons qu’une seule variable réelle. N
et B sont des fonctions (locales) de ¢(t). Le terme 5(t) est un bruit blanc

gaussien, ses corrélations sont donc de la forme :

(n(t)n(t")) =Tt —t). | (4.54)

Les solutions de (4.53) prenant la valeur ¢ & t = to sont définies par "équation
intégrale :

B0)= ot [ ar NGO + [ Bl (@59)
Le dernier terme est une intégrale stochastique. Elle s’obtient au sens de Tto,

comme la limite (en moyenne quadratique) de la somme de Riemann :

Jim, 3 B4(r)AW, = [ B(4(r)n(r)er, (4.56)

ol 7o =19 < T < - <7y =t, est une subdivision de l'intervalle [to, ] de pas

AT = (t—to)/N et les quantités AW, = W(7nt1) —W(7), sont les incréments
d'un processus de difffusion caractérisé par :

(AW,) = 0 Vn, (4.57a)

(AW AW,.) = TAtépm Vn,m. (4.57b)
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Dans la somme (4.56), c’est systématiquement la valeur prise par B(¢(7)) &
’entrée de chaque intervalle [7,, 7,41] qui est sélectionnée. L’équation (4.53)

intégrée sur un tel intervalle avec A7 — 0 devient donc :

b1 = n + N($n)AT + B(¢n)(Wapr — Wa), (4.58)

avec les notations évidentes ¢(7,.) = ¢, et W(r.) = W,. Définissons encore
Ad, = ¢ni1 — &y de sorte que ¢, — dg = 151 Ag;. Les incréments Ag;

vérifient le systeme “triangulaire” d’équations :
Agi = N ({Ad;}ici do) AT + B ({A¢j}ici, do)} AW;. (4.59)

On en déduit, d’'une part que A¢; est indépendant de Ag; pour 5 > 4, donc
du futur (c’est une expression de la causalité), et aussi pour j < i, donc du
passé, grace a l'indépendance des incréments AW;, (4.57b) (c’est la propriété
de Markov).

Etant donnée une condition initiale ¢, un théoréme assure Vexistence et
I'unicité de solution pour toutes réalisations du bruit. On peut donc définir
une application Fy, de ’ensemble des trajectoires {Wy, W(t)} sur ’ensemble

des solutions de (4.53) satisfaisant la condition initiale g, :
Foo + {Wo, W(t)} — {0, $(2)} -

Réciproquement, a toute solution homogene { o, #(t)}, on associe une réalisation

unique du bruit.
G : {go, §(8)} — {Wo, W(2)}.

On introduit ensuite une mesure de probabilité W, sur les trajectoires du mou-
vement brownien {Wo, W(t)}, appelée mesure de Wiener. Avec les notations

introduites plus haut, il s’agit de la limite quand N tend vers I'infini de :

-1 N-1 (Wi-i-l _ m)z

N dW;
—_— — E 4.60
iE[l Vv 27TFAT P 2P 1=0 AT ( )
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Soit ¥ une fonctionnelle des trajectoires brownienne, on lui associe sa valeur

moyenne sur ’ensemble des réalisations grace & l'intégrale fonctionnelle :

wie] = h}‘iﬁ,ﬂlf = \/m:]
expﬁ;-z—‘z_r—— (Wi, Wn),

= [oWew (5 [ drrin) ewe -

(4.61)

Wol .

Dans cette derniére expression on a réintroduit 7 = lima,_o AW/A7. Tout

est prét pour définir une probabilité sur ’espace des trajectoires ¢(t), solutions

de ’équation de Langevin.

Soit M |¢| une fonctionnelle de ¢, on pose :
F‘d’o[M] = W[M Of'#o] :
On peut expliciter :

paol M) = [ disg,[9IMI4], et

[ aulglmis) = ,&_ir;,,fl [f: e

27D B%(¢,)AT
x exp(-S{g]) M[¢].

La fonctionnelle d’action S[¢] s’écrit :

1N_1A,'—N FTAY K

i=0 Bz(¢i)AT ’
_ 1 ((r) — N(¢))
§ = o5 d B

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

Le changement de variable amenant & ’expression (4.63) fait intervenir le

jacobien de la transformation F qui se calcule & partir de (4.59). Noter que

pgs[1] = 1, de sorte qu'on a formellement une vraie mesure de probabilité.
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1} sufht, si nécessaire, de rajouter une distribution associée aux conditions
initiales.
Nous allons présenter une autre dérivation possible, faisant intervenir un

champ auxiliaire. On part de la définition (4.62) dans laquelle on écrit
MIFo W1 = [ DIgI6(d - FoWIMIg]. (4.66)

Pour donner du sens a cette expression on revient encore au cas discret :

M[Fy[W]] = Jim H [f+ d: 6(¢: — Fia[W])] x
M(¢1- - ¢n). (4.67)

Cette expression fait apparaitre F;_; = ¢;_1 + N($i—1) — B{¢i—1)AW;, qui
est le second membre de la forme diseréte {4.58) de I’équation de Langevin.
On a bien pour tout i : [72 dé; 6(¢: — Fi1[W]) = 1, car Fi_y[W] ne dépend
pas explicitement de ¢;. On introduit alors la représentation de Fourier de la

fonction § :

o 27

MIFa W] = Jim ﬁ[/ a [ dp‘] v

expi Z pi( i — Fiea[W]) x

1=0

M(d1-- ¢dn). (4.68)

Aprés avoir pris la limite et reporté cette expression dans la définition (4.62)

il vient :
fg[M] = f D¢DpDn expI(p, ¢,1] M[4] (4.69)
T = i [ drp(r) (9(r) - N(9) - B(on)
1 arvi(r). (4.70)

aT
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La fonction p{7) apparait comme un champ auxiliaire, simplement introduit
pour faire respecter 1’équation du mouvement. En effectuant la somme gaussi-

enne sur 7 et en remplagant p par p, il vient :

Eao[M] = fD¢Dp exp —S M(¢], et pour action (4.71)

S5l = [ drp(r) (30) - N9) - 3 BX@P(). (472

En toute rigueur l'intégrale (4.71) n’est pas définie pour Rp # 0, cependant
les trajectoires extrémales vont précisément etre des solutions hors de l'axe
physique, telles que, dans ces nouvelles variables, p soit réel. Les équations
(4.71) et (4.72) sont & rapprocher de (4.63) et (4.65). 5 n’est autre que I’action
exprimée dans les variables “position-impulsion”, p(7) = 0L/ d4 est le moment
conjugué de ¢ dans la transformation de Legendre faisant passer du “Lagrang-

ten” £ au “Hamiltonien™ H avec :

_ () - NG
L = OB (4.73)
H = CBHPH(r) +prIN(9). (474)

Pour décrire la probabilité de transition de 1'état ¢p a ¢ = £y vers l’état
$(t1) = ¢ a t = ty, il suffit en principe de prendre M[$] = §(¢(t1) — ¢) et
d’effectuer la sommation sur toutes les trajectoires se terminant en #;. La
tache est évidemment irréalisable dans la plupart des cas. C’est pourquoi on
se tourne vers une approximation “semi-classique” dans laquelle on ne con-
sidére que les trajectoires extrémisant ’action. Remarquons que la substitu-
tion p' = I'p fait apparaitre devant 'action un terme 1/T', qui dans la limite o
I' tend vers zéro va effectivement (par un argument de point col) sélectionner
les trajectoires ot l’action est minimale. Ces considérations regoivent des jus-
tifications mathématiques (cf Freidlin et Ventsel (1984)). Par ailleurs, dans les
cas simples ot H est quadratique, une approximation WKB (solution classique

plus fluctuations quadratiques autour) donne le résultat exact. C’est ce qui
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se passe en particulier pour une équation de Langevin linéaire. En général
cette approximation donne le terme dominant dans l’exponentielle lorsque I'on
cherche des configurations de ¢ nécessitant des réalisations exceptionnelles du
bruit.

Les solutions extrémales sont données par les équations canoniques de

Hamilton :
. OH
¢ = o N(¢)+TB*(4)p, (4.75a)
= _g_: = —0,Np-TBoBp*, (4.75b)

auxquelles on adjoint les conditions aux limites fixées par les valeurs de ¢

aux deux extrémités de l'intervalle de temps.

4.5.2 Tto et Stratanovitch.

La définition de Ito de l'intégrale stochastique s’est avérée trés utile dans les
manipulations présentées plus haut. En dernier lieu dans (4.67) ol la prise en
compte de 1’équation du mouvement dans la fonction & est trés simple car F;_;
est indépendant de ¢;. Il existe une autre définition de !'intégrale stochastique
Jdr B(¢)n (et donc de 'E.D.S (4.53)) due & Stratanovitch, qui fait inter-
venir dans la somme de Riemann non pas ¢(7;) mais ¢((7i41 — 7)/2). Cette
différence entraine des difficultés, en particulier I'apparition d’un jacobien non
trivial & cause de la dépendance dans ¢; qu'acquiert F;_;. Par ailleurs il est
possible de montrer qu’en prenant la limite de bruit blanc dans une équation
différentielle comportant un terme aléatoire aux corrélations finies, les solu-
tions sont justement celles d’une équation de Stratanovitch. Toutefois il existe
une correspondance entre les deux représentations qui est la suivante : si ¢(7)
est solution de ’équation de Stratanovitch :

dp

= a(d) + b,



4.6. APPENDICE IL 121

alors elle est aussi solution de Ito de ’équation :

%_’f = (a+1/2b0,5) + b(g)n .

On voit donc qu’en toute rigueur lorsque l'on étudie la limite de bruit blanc
dans la convention de Ito (et c’est bien celle que nous voulons garder & cause de
sa maniabilité), on est obligé de rajouter un terme de dérive supplémentaire
par rapport au noyau déterministe. Nous avons systématiquement omis la
contribution de ce $erme dans toute les considérations présentées dans le corps

de ce manuscrit.

4.6 Appendice II.

En introduisant le couple de variables :

Xl('T) = LI, (4:763.)
.Xz(T) = A:Bz -+ KT, . (476b)
avec :
Ay~ A -
3= 1n 12 _ A22 AIZ (477)

2 ) [.L - 2 )
A]_lAgg - A12 VAIIAZZ - AIZ

on transforme les équations (4.37) et (4.39) en :

dX
=L = p4eNiy(r), (4.78a)
dr
dX.
d—: = 4+ C_X1X2(‘T) ) (478b)

et :
(X{(T)XJ'(T’)) = A&:E(T - TI), avec A = F(AII -+ Azg e 2A12) ) (479)
ol se sont introduites les deux nouvelles vifesses :

v=uy—v, w=Avy+ pvy. (4.80)
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On aura en téte, dans la suite, le cas d’un exposant «a égal & 2/3. Les trois

constantes A, p et A valent alors :

A=226, u=-058 A =23.05T.

et les vitesses :

v = volog@{z—a), (4.81a)
w = vglogQ(Azg + pa), (4.81b)

sont toutes deux positives.
En posant Z; = X; —vr, Z; = X; — wr, et en introduisant la nouvelle
variable indépendante u = 5= (1 — e72°7), telle que du = e~**"d7, on passe de

(4.78) et (4.79) & :

% — e iy (u), (4.82a)
% = e ip,(u), (4.82b)

et :
Ami(u)n;(u)) = Aié(u —u'). (4.83)

Appelons p la variable e?!; ’équation stochastique obéie par p s’écrit :

dg 1A
%12, an

ou on s’est placé dans la convention de Ito et on a pris en compte le terme
supplémentaire linéaire en A, provenant du changement de variable. Dans
P’équation (4.84) combinée & celle pour # = Z; qui se réécrit :

dé 1

o= ;le(u) , (4.85)

on reconnait les équations d’un mouvement brownien bidimensionnel, exprimé
en coordonnées polaires {cf C.W.Gardiner ). Il faut cependant prendre garde

au fait que la variable § n'est pas icl un véritable angle (on n’atteint pas le
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méme point dans ’espace de départ, suivant le nombre de tours qu’on effectue

autour de lorigine).

Dans cette nouvelle représentation, interviennent dans la construction de
la densité de probabilité P,(z)} toutes les trajectoires browniennes reliant en
un temps T a priori arbitraire le point de coordonnées polaires p; = 1, 6; = 0,
au point désormais mobile :

pi(r) = Qe (4.86a)
6;(7) = nlogQ (Az + pa) — wr. (4.86b)

En inversant les relations (4.76a), on trouve :

1
:E]_(T) =wnT -*}' “p [—AZI —|— Zg] '

A+
de sorte que les contraintes formulées en (4.41) deviennent :
dz, e~ 1dp df
— >0 = — -2+ 5 4.87
ar = v1+-/\+p[ pdu+du]>0’ (4.87a)
1 —2;>0 = plr)>e™ . (4.87b)

Dans un esprit semi-classique, on se focalise sur les trajectoires extrémisant

Paction S définie dans ’équation (4.65) de Pappendice I. Elle se réduit ici & :

1 2,0 .
ol R est le vecteur de coordonnés cartésiennes R, = pcosf, R, = psin@, et
R = %%—. Les extrémales de S sont des droites parcourues a vitesse constante.

Si on se restreint & ce type de trajectoires, alors le point d’arrivée doit étre
dans le méme feuillet de Riemann que le point de départ. La condition —m <

84(7) < 7, conduit & la fourchette de temps :
T 7
T,—— <7<+ —, (4.89)
w w

ol 7, est le temps pour lequel §; = 0, soit :

A
_nrtpx _ne (4.90)

Tz = —
Vo AZU -+ Ho Up
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On vérifie que compte tenu des contraintes (4.87), le systéme ne réussira pas
a abaisser son action en allant explorer d’autres feuillets de Riemann. Par
ailleurs, le gain éventuel obtenu en faisant varier 7 dans la fourchette définie
par (4.89), reste trés faible dans le cas o le rapport de vitesse L est petit
devant 1. En premiere approximation, on peut se concentrer sur la trajectoire
de durée 7, qui ne quitte pas le demi-axe positif des R,. Elle est telle que :

3(_)‘_:'__&2 (4.91)

pi(r) = QTN avee 5=l

et son action S vaut, lorsqu’elle est parcourue a vitesse constante :

2
go Ll =1 v (@C=r-1) (4.92)
28 wur) A 1-—Q-nln-a) '

Cette estimation conduit au résultat annoncé dans le corps de la sous-section
4.3.2 ( équation (4.42), les coefficients -y et § omis dans cette derniére équation,

restant toujours proches de 1, de part leur définition).

Finalement, voyons a quelle condition la trajectoire proposée satisfait la

contrainte (4.87a) (la seconde, (4.87b}, étant automatiquement remplie). C’est

. « agw P FRY . d z - 1
a l'instant initial que le critére est le plus sévére puisque L Qjﬁ—)—) est
du u(T,)

constant et — = 0. Il vient donc :
du

(Qree=arr — 1) "1_(2 a ) (A+u) ‘ (4.93)

1 — Q—Zn(zn—a)6 < 9 0 — O p)

Lorsque I'exposant z désiré devient trop grand pour que cette inégalité soit sat-
isfaite, le marcheur brownien doit ralentir le long de cette trajectoire. L’action
S ne peut plus atteindre son minimum et on attend sur la base d’arguments

dimensionnels simples, qu’elle devienne d’ordre Q2n*—=),



Conclusion.

Nous avons orienté notre travail autour des structures singuliéres dans les
modeles en couches, en proposant (aprés les autres anteurs déja cités) qu’elles
constituent les briques élémentaires de 'intermittence. Dans le cas du modele
GOY, pris au point de fonctionnement pour lequel un trés bon accord avec
la vraie turbulence est observé, nous avons montré que les fluctuations les
plus singuliéres résultent de l’interaction des objets autosimilaires nus avec
un fond turbulent plus désordonné. C’est ici sans doute un point important
pour expliquer le succés de ce modele. En effet, les solutions autosimilaires
n’ont telles quelles pas forcément d’équivalent dans les équations d’Euler en
dimension 3, ot le probléme de la formation de singularité en un temps fini
reste ouvert. Cependant des mécanismes existent, conduisant a la formation de
structures filamentaires trés intenses aux petites échelles de I’écoulement (voir
a ce sujet le livre de U.Frisch (1995b)). La hiérarchie d’intensités résultant des
différents degrés d’aboutissement de ces mécanismes, pourrait étre justement
bien décrite par la nature des structures singuliéres dans le modéle GOY. Le
succes du modeéle hiéra,rchiqxze de Z.S.She et al (1994) est trop remarquable
pour étre seulement le fruit du hasard. Néanmoins le caractere quantifié du
processus log-poissonien qu'ils proposent n’apparait pas clairement au niveau
de la dynamique, que nous avons étudiée. En particulier, il nous est difficile

de donner un sens dynamique au parameétre 3.

D’un point de vue statistique, la situation que nous décrivons dépend tres

fortement de la nature de la composante désordonnée. Sil’on s’en tient au cas
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126 CHAPITRE 4 : STRUCTURES SINGULIERES ET DESORDRE.

ol ces fluctuations ont un scaling de type K41, on prédit une forte dépendance
des effets d’intermittence envers la longueur de la cascade, et donc d’une cer-
taine maniére, envers le nombre de Reynolds. En particulier, les lois d’échelle
et le comportement multifractal devraient disparaitre lorsque 'on augmente
suffisamment la longueur de la cascade. Asymptotiquement (pour des échelles
de longueur suffisament petites), le comportement monofractal, proche de K41,
associé a la solution de base est restauré. Ces conclusions méritent, clairement
de plus amples investigations. Il sera nécessaire en particulier d’améliorer la
statistique sur ces événements rares. La prudence s'impose aussi, car nous
ne pouvons pas exclure complétement que le systéme parvienne a restaurer la
multifractalité, en procédant par “mini-cascades” successives. Cela signifierait
que les objets cohérents qui ont fait la trame de tout ce travail disparaissent
tout & fait ou a tout le moins, que ceux qui parviennent a survivre n’aient

qu’une faible influence dans la statistique aux grands ordres !!
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Abstract

The multiscaling properties of the mixed Obukhov-Novikov {(ON) shell model
of turbulence are investigated numerically and compared with those of the
complex Gledzer-Okhitani-Yamada (GOY) model, mostly studied in recent
years. Two types of generic singular fluctuations are identified : first, self-
similar solutions propagating from large to small scales and building up in-
termittency, second, complex time singularities which are argued to encode
“blockings” in the cascade. A robust dynamic rescaling method is devel-
oped to characterize these objects. It is shown that the scaling exponent of
self-similar solutions selected by the dynamics is compatibie with large-order
statistics, only when it departs enough from the Kolmogorov value. Complex
time singularities on the other hand suffer a “depinning” transition which, in
a remarkable way, is found to occur in the phase diagrams of both the ON
and GOY models at a place such that the scaling exponent of corresponding

self-similar solutions take the same value = 0.855.
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I. INTRODUCTION

Shell models of turbulence have recently attracted a lot of interest as a useful tool for
mimicking the Navier-Stokes dynamics. In the simplest scalar models, one places velocity
variables on a one-dimensional array of wavevectors of the form k,, = k,Q™, where the integer
n labels the shells from 0 to, ideally, 400 and @ is a scale parameter larger than 1, fixing the
step of the cascade. The time evolution of shell-velocities is governed by ordinary differential
equations with quadratic non-linearities, whose strength grows like k,, deterministic forcing
at large scales and viscoﬁs dissipation at small ones. The couplings between shells are usually
local and chosen in such a way that the total kinetic energy is conserved in the absence of
forcing and viscous effects. These hydrodynamic systems display strong departure from the
naive scaling expected on the basis of Kolmogorov-like dimensional analysis, which shows
up in particular in the higher order moments of velocity. Following the seminal work of
Okhitani and Yamada [1,2], Jensen, Paladin and Vulpiani [3] found in a particular shell
model, nowadays referred to as the Gledzer-Okhitani-Yamada (GOY) model, multiscaling
properties very close to those of real turbulent flow. Most subsequent studies in this field
have therefore concentrated on the GOY mode] and important progress was made towards
a deeper understanding of its behaviour in recent publications; see, e.g. Refs. [4-6] (we shall
return to some of these results in the bulk of the paper).

The GOY model uses complex velocity variables and interactions among all triads made
up of three different neighbouring shells. One may wonder whether these two features are
necessary to produce “good” chaotic properties. In order to clarify this question, we report
in this paper a mostly numerical investigation of the scaling properties of a simpler class
of shell models, which results from the linear superposition of two chains introduced in
the early 70's by Obukhov {7] and Novikov [8] (for historical insight into the field and a
comprehensive review of the huge russian litterature concerned with cascade-like systems
under various disguises, see for instance [9]). In the Obukhov-Novikov (ON) model, the

velocity variables are real and interacting triads invelve only two neighbouring shells. The



structure of non-linearities depends, as in the GOY model, on a single parameter (together
with the scale parameter 0}, which fixes in that case the relative proportion of the two basic
chains. Both models exhibit qualitatively the same phenomenology. When the proportion
of Novikov-like interactions (favouring the transfer of energy towards small scales) is high
enough, the system relaxes to a time-independent state with Kolmogorov scaling properties.
As Obukhov-like interactions (favouring on the contrary the backflow of energy towards
large scales) take over, the system transits through a Ruelle-Takens scenario into a chaotic
state with stochastic fluctuations. There is clearly multifractality close to the transition,
even if it looks less pronounced than the one observed in the GOY model for usual values
of parameters.

We switch to more deterministic concerns in the second part of this paper, which aims at
characterizing singular fluctuations able to form in the ON model or, more generally, in
any one-dimensional shell model. We shall argue that self-similar or soliton-like solutions
of the equations of motion in the inertial range are the building blocks of intermittency,
while complex time singularities divide into two families : on the one hand, poles with non-
algebraic subdominant corrections, leading to a complex-time blow-up which is localized in
k-space and, on the other hand, essential singularities forming at the ultraviolet end of the
spectrum, as the result of the propagation in finite time of quasi self-similar solutions of the
type found on the real time axis. We are not aware of any previous study of the structure
of complex-time singularities in shell models. We also believe that shell models may, in this
respect, serve as an instructive playground for future investigations of related topics in the
context of the Navier-Stokes equations. The non-local nature of these equations, due to the
pressure term, has until now impeded any real progress on these matters (to the best of
our knowledge). We just note that, once formulated in k-space, they acquire an algebraic
structure which 1s indeed quite close to that of shell models, except naturally for a much
larger' number of degrees of freedom and therefore different strengths of couplings. To come
back now to the more intuitive field of self-similar solutions in the physical time domain,

we should state that they were already considered within the context of the ON model by




Siggia [10] and later on in more details by Nakano [11]. They are curiously absent of more
recent works, appearing only in an unpublished preprint of G. Parisi [12], who envisioned the
turbulent medium forming in the continuum limit of the GOY model (obtained by letting
@ come close to 1}, as resulting from the interaction between such excitations. We propose
here an efficient dynamic rescaling method for identifying such solutions without any a
priort assumption on their shape. We find that the set of dynarﬁically accessible self-similar
solutions is in fact limited to one single object (as Nakano’s results suggested it). This proves
that multiscaling properties should not be ascribed to the existence of a large manifold of
singular behaviours. The exponent z controlling the multiplicative growth of these particular
solutions, accounts in a satisfactory way for the asymptotic scaling properties of high-order
velocity or energy transfer moments (this confrontation between statistics and properties of
ideal objects was never attempted before, as far as we can see). It is easy to extend this
analysis to the GOY model, where basically the same conclusions concerning the uniqueness
of solutions can be drawn. However self-similar solutions in that case are very mild and do
not seem to play a major role in the statistics at high orders.

The paper is organized as follows : in Section 2 we specify the conventions used in our
computations for normalizing variables aﬁd parameters and describe some general properties
of the ON model. Section 3 presents statistical results obtained from numerics. The emphasis
is put on scaling exponents of the moments of energy transfer and their evolution with the
relafive proportion of Obukhov and Novikov interactions. Qur goal here is to provide the
reader with data and facts, disentangled from any theoretical interpretation. An attempt of
comparison with the GOY model is made. Section 4 is devoted to the hunt for self-similar
solutions and a confrontation of their scaling properties with the statistics of the model
at large orders. Complex-time singularities are introduced and studied in Section 5, while

perspectives and conclusions are briefly outlined in Section 6.



1I. GENERAL PRCPERTIES OF THE MODEL
A . Definitions and basic considerations

As already said in the Introduction, scalar shell models define a velocity variable u,, real
or complex, on a one-dimensional array of wave-vectors k, = koQ™ where the integer n runs
from 0 to N. In most of the paper we shall restrict ourselves to the case of real variables.
It simplifies notations to consider that the u,’s form a (N + 1)-dimensional vector 4. The

equation of motion then takes the following form

i=N[@+F-D, (1)

S e

where the three vectors N, F . D embody respectively the non-linearities, the external forcing
and the dissipation. We only considered a deterministic forcing acting on the zero'* shell

and usual, Laplacian-type, viscous dissipation, which means
F,= f6no , Dn=vklu,, (2)

where v 1s the kinematic viscosity. The nonlinear kernel N is quadratic in the u,, with a
coupling constant growing like &, in order to reproduce the hierafchy of characteristic times
of the Navier-Stokes dynamics. It must also conserve the total kinetic energy F = % i ul.
If interactions between shells (which are always supposed to be local) do not extend ge_;ond

nearest neighbours, the most general expression for the n** component of N is
- 2 :
Nn[u] = a@)s [knun—lun - kn+1“121+1] + ﬁ[knui—l - kn+1unun+i] (3)

(this formula remains valid on the two boundaries n = 0 and n = N, provided u_; = uy41 =
0 is assumed).

The model appears like the linear superposition of the Obukhov-Gledzer (OG) and Novikov-
Desniansky (ND) chains, with respective weights aQ?/® and 8. We shall assume a, 3 > 0

and, without loss of generality, a + 8 = 1. Since, on the average, the u,’s decrease like k1/3




according to Kolmogorov-scaling, it is convenient to introduce a new set of variables ¢ by

the relation
Un = Q7T . | (4)

The equation for ggreads

SF= k@ NA + F - D, (%)

where the expression of the n'* component of N is now

=+ n

Nn[¢] = QT[(a‘énulgﬁn + /ngf;—l) - (a¢i+1 + ﬁqansn-ﬂ)] . (6)

We still have the freedom to set to unity the forcing amplitude and the coefficient in front
of N by non-dimensionalizing in the proper way time and velocities. The final form of the

equations (as they were used in the numerical investigations reported in Section 3) is

d g 1 2n
- Egsn - NR[QSJ + 511.0 - EQ '?Sn- (7)
- L fQs .
The Reynolds number R has been defined as R = = 3 Equations (6) and (7) make
v 0

energy conservation quite obvious. Indeed, in the limit R = 400 and for n > 1, the energy

'lL2

E, = —é’l = %éiQ_zTn carried by the n'® shell obeys the equation
d
EEn =€ — €nq1, (8)
where
€n = gﬁn—lqsn(a‘;én + ﬁ¢n~1) (9)

is the energy flux from the (n — 1)* to the nt* shell. Kolmogorov scaling corresponds to

» = C* or more fundamentally to €, = €% throughout the cascade.
g

The physics of the model, as defined by equation (7), depends on three parameters,

namely : the step of the cascade Q, the proportion of Novikov interactions 8, and the

6



Reynolds number R. The number of shells will not matter, provided the truncation is done
far beyond the Kolmogorov dissipative scale, where viscous effects become of the same order

as inertial ones. When Kolmogorov 1941 scaling is assumed, ¢, = O{1); the index Ny of
2N,

2N
the dissipative shell is then given by the condition ~ Q‘Td One should, however,
pay attention to the fact that the stronger the fluctuation,; the smaller the scale at which it
will be effectively dissipated. Since ¢, can grow at most like Q3 (this corresponds to the

extreme case of a fluctuation carrying a constant energy through the cascade), we conclude

4
that N should be an integer between ny and gnd, where we have defined ny as

3 LogR
N ELogQ ' (10)

g

In our numerical study of the statistical properties of the model, we took @ =2, R = 10°
and let vary 3 between 0 and 1. The choice of 18 shells (N = 17) turned out to ensure the

absence of any spurious boundary effect.

Since we shall allude sometimes to the complex GOY model, we close this section by
writing down the version of it we used 1n our computations. With complex variables ¢,

rescaled in the way described just before, the equations read :

d a

—%0=(2—€)[1 - $i¢;] - % (1a)
d et Iy * 1% Qz 11b
E‘Jﬁl - Q [¢0¢2 - 9’52@53] - f‘»ﬁl ( )
%Qﬁn = QzTn[(l - E)¢‘:1~1¢5*—2 + E&;—1¢;+1 - ¢;+1¢’:1+2} - %d’n 2<n<N (HC)
¢N+1 = ¢’N+z =0 (Md)

Here again the structure of non-linearities is fixed by a single parameter ¢, varying as
B between 0 and 1. We put for simplicity the forcing on the zerot* shell, as first tried in
Ref. [5]. The factor —i, which is usually kept in front of the non-linear terms, as a remnant
of the Navier-Stokes equation, has been absorbed in an innocuous redefinition of variables

(%n = 1u,). The forcing also can be assumed to be real (here F,, = (2 — €)8,, ), without loss




of generality, thanks to the invariance of equations under the following phase transformation

(see for instance Ref. [4])

Pan — €0 Pan ‘ (12a)
Pans1 — eh Pant1 (12b)
Pangz — e BHg o (12c)

where g and §, are arbitrary angles. There are obvious differences between the real ON
model and the complex GOY model, which make their comparison interesting in its own
right. The phase space which may be explored by the GOY model is a priori larger, at
least for initial conditions not purely real. Also the range of non-linear interactions is wider
than in the first model. Lastly, the GOY model admits a second quadratic invariant besides
kinetic energy, which is thought to play a prominent role in fixing its statistical properties

[6,13]. Such an extra invariant is definitely absent in the ON model.

B. Fixed points and qualitative description of the phase diagram

First of all, let us say a few words about the existence and the nature of the fixed points
of the model, which lead to Kolmogorov scaling. In the absence of dissipation and for an
infinite number of shells, ¢, = 1 is an obvious solution for any value of 5. However, once
viscous dissipation is introduced, it is easy to see that static solutions making physical sense

can exist only for 8 3 0. Indeed for @ = 1 (OG chain), one has to solve for every n > 0

(¢n—1¢5n - i-{—l) = %gﬁn (13)

2n
3

Q

In order to balance the leading order terms of this equation for n — +00, ¢, must behave
an
3
Like ~ which is not acceptable. This absence of any fixed point in the presence of dissi-
pation for the pure Obukhov chain is consistent with the dynamical behaviour one observes

in this case. A solitary wave of negative amplitude appears invariably at the end of the



cascade, which carries back energy towards large scales. In the final state, energy oscillates

back and forth between the first two shells, the other ones being inactive.

Things are different, as soon as a finite amount of Novikov interactions is introduced.
This is because the term ¢2_, in equation (6) favours energy transfer to small scales. At a
static level, assuming a rapid decay of the spectrum on the ultraviolet side (i.e. ¢,y >>

¢ >> ¢ny1), one has now to achieve the balance

4

QT

Bdrr ~ ¥n- (14)
4(n42
This yields the following general solution ¢, = ————exp(—52") with b > 0 otherwise

BR

arbitrary. More physically, we may rewrite ¢, in the dissipative range as

Hn—ny+2)
3

B

with ng given by (10). These considerations suggest the following procedure for computing

IS exp(—a 2(“_”‘*)) forn > ng, (15)

the fixed point ¢2 in the presence of dissipation. The condition of equilibrium for the nt
shell being quadratic in ¢,_1, it can be used to express ¢,,_y in terms of ¢, and ¢ny1. Going
from the last shell with ¢y parameterized as in (15) to the first one, and keeping at each
step the positive root, one ends up with N + 1 numbers ¢n(a),..., ¢1(a), po{e). The last

equation on the zero® shell yields then a solvability condition for the parameter a

F(a)=1-(agi{a) + Béo(a)1(a)) = 0. (16)

Figures 1 and 2 show how things work for @ = 2, R = 10° and 8 = 0.348. At least in
the range of Reynolds numbers investigated here, there exists only one solution and the
resulting fixed point is drawn on Fig. 3. The emergence of osciilations of period 2 and
growing amplitude on the infrared side of the spectrum, is a generic feature of the ON
model, Similar phenomena involving period 3 are known to plague the GOY model. Here
the explanation is the following : in the inertial range (i.e. 1 € n < ng), the recursive

equation to be solved reduces to




. (14 Cq; ") = gria(gnin +C) =0, (17

where one has introduced the ratio ¢, = ¢‘f: and ¢ = g Equation (17) defines a map
9n = §(gnt1), whose fixed point g, = 1 is easily seen to be unstable for ¢! € 1. Only for
discrete values of the Reynolds number (such that one of the crossing points in Fig. 1 has
ordinate 1), can one hope to get 1id of these oscillations. We should say that this odd-even
disymmetry, though a pathology of the ON model, is less visible in the chaotic state to be

described below. Furthermore, i, does not affect other physical quantities like the energy

transfer €, defined in (9).

We turn now to a qualitative discussion of the phase diagram of the model, which is
observed as § varies (for the particular values Q = 2 and R = 10%). Although the static
solution exists for every strictly positive 3, it becomes unstable for 0 <0.355 £ 1072 and
evolves towards a periodic limit cycle through a first Hopf bifurcation. A scenario 3 la Ruelle
Takens, similar to the one already discovered in the GOY model [5], leads then to chaos for
B < B8*=0.349410"% We did not try to get very precise estimates of these two thresholds,
whose position is expected to vary slowly with B (with 8*(R) reaching most presumably the
asymptotic value .0.5 m the limit of infinite Reynolds number). In the quasiperiodic regime,
the shells oscillate in a coherent way around the static fixed point discussed above. Their
oscillations remain of méderate amplitude even close to the transition, and one has with a
very good accuracy, for all integers n and p, {¢2(¢)) ~ (¢5 )7 {where {...) denotes a temporal
average).

The behaviour in the chaotic phase is rather simple to understand, far from the transition.
For values of 3 not greater than say 0.28, the dynamics consists in well isolated pulses emit-
ted from the forced shell, after it has reached a significant level. The pulse propagates down
the scales, through almost inactive shells, leaving behind a finite amount of energy. After
being stopped by dissipation, it gives rise to a rather well characterized pulse of negative

amplitude, which carries back to the large scales most of the energy that dissipation failed

10



to absorb. This is quite close to what is observed in the Obukhov limit, although here things
repeat themselves in a slightly disordered manner. The picture gets more complicated as 8
gets closer to 8* (typically for 0.30 < 8 < 0.349). Shells in the inertial range remain almost
always active and they formm a noisy background out of which only the biggest fluctuations
develop like singular pulses. Negative excursions of variables, triggering backflow of energy,
occur very rarely. Splitting of pulses as well as partial reflection of some of them may be
observed all the way along the cascade. The next Section wiii help to quantify a bit these

statements.

III. MULTISCALING PROPERTIES OF THE CHAOTIC PHASE

Morments of the variables ¢,, defined as S,, = (¢2), are good tools for characterizing
the intermittency of shell models. According to (4), exponential growth of any of the S5, ,’s
with n in the inertial range is the sign of deviations from K4l-scaling. However we shall
rather concentrate on moments of the energy flux €, defined in (9), namely on quantities
Tnp = (l€a|¥). The reason for this choice has already been discussed in Ref. [6] within the
context of the GOY model. The point is that for moderate p, the oscillations we found in
the static solution still contaminate S, ;. Although they are much smalier, they prevent us
from an accurate determination of the scaling exponents. As far as scaling properties are
concerned, the ¥,, ,’s provide a valuable alternative, because they are free from any spurious
oscillations. On the other hand, the presence of an absolute value introduces a bias in the
lowest moments, especially far away from the transition where the mean energy transfer is
very small.

We have calculated Znp for p up to 12. For each run we integrated the equations over 1000
turn-over or unit times and sampled the signal with a step much smaller than the character-
istic time-scales of the more intense structures (in practice we took At = 107*). The length

of each run was enough to ensure the stationarity of the statistics, at least for moments of
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order p smaller than 7 — 8. As shown on Fig. 4 for 8 = .33, these quantities obey nice
power laws on a rather wide range of shell numbers. We may thus define exponents o, such
that in the inertial range ¥, , ~ k.7 (the relation between o, and the usual exponent ¢,

associated to the velocity field is 1 (; = £ — a,).

To extract values of the scaling exponents o, from our data, we again followed the pro-
cedure outlined in Ref. [6] (though not with the same refinement!). The inertial range was
determined as the interval of values of n, for which a least square fit of the data to a straight
line, give o3 closest to zero. A fitting range 5 < n < 10 proved to be best for all values
of 8 we looked at, with o3 as small as 0.01 for # ~ 0.33. In order to get a rough estimate
of statistical errors due to the finite length of our temporal signal, we repeated the same
operations several times (typically 5), taking as new initial conditions the state obtained at
the end of the preceding run. Error bars drawn in the next figures take into account only
this source of uncertainty. Our results for the scaling exponents ap are summarized in Fig.
5 for three typical values of 8 : 0.28, 0.33, and 0.343.

As concerns the scatter of data, we see that it remains small for p < 8, except when we
get very close to the transition, a not too surprising fact. The overall shape of the gp-curve
illustrates the distinction made at the end of Section 2 between two chaotic regimes. For
B = 0.28, i.e. rather far from the transition, one crosses over rapidly (p > 5) towards a lin-
ear growth of exponents with p. The exponents take rather large negative values for p < 3,
presumably because of the important role played by energy backflows in this case. For the
two other values of 8 we investigated, the cross-over region is significantly wider. There
is clearly curvature and hence multifractality, although for p > 7 ~ 8 an asymptotic linear
regime ultimately sets in. Figure 6 offers a magnified view on the cross-over region., The
fact that exponents still vary strongly between 8 = 0.33 and 8 = 0.343 proves the influence
of the proximity of the transition on the physics probed by the moments of corresponding
order. On the other hand, it can be noted that the asymptotic slope remains almost the

same. This feature will be explained in the next Section in terms of self-similar solutions

)
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parameterizing the biggest fluctuations of our hydrodynamic system.

As a way of checking our numerics, and also in order to get some insight into the differ-
ences between the two models, we have performed stricﬂy analogous computations on the
complex GOY model for two different values of € (with @ =2, & = 10° and N = 17). The
first one, € = 0.75, lies far from the transition, which was found in Ref. [5] to occur at
€' = 0.395.. for a Reynolds number roughly half of ours. The second one is the standard
¢ = 0.5, known to lead to scaling properties in good agreement with experiment [3]. Figure
7 shows on the same graph the scaling exponents for the ON model with 8 = 0.28 and
the GOY one for € = 0.75. The resemblance is striking, apart from from slightly different
asymptotic slopes of the two curves and a cross-over region a bit wider for the GOY model.
In Fig. 8, the same comparison is made between the two models, this time for § = 0.33 and
e = 0.5. Now differences show up, especially at large orders. While a linear monofractal
behaviour has definitely set in for p > 7 in the case of the ON model, the local slope of the
op's does not stop increasing in the GOY model, even though this is hardly perceptible to
the eye. Also significant is the lack of convergence for p > 8. We note that the points mark-
ing the upper error bars, which were obtained from one particular run among six of equal
temporal length, are surprisingly well fitted by the formula proposed by She and Lévéque

[14] for real Navier-Stokes turbulence

_2p 2;33
Up—g—z[l—(g) I (18)

up to the highest values of p investigated here. A physical reason for this good agreement
observed by many others is missing. We did not try to tighten our error bars by increasing
the length of numerical integration since this was beyond the scope of this work. The results
of the next Section will somehow confirm the peculiar nature of intermittency in the GOY

mode] for such values of parameters as € = 0.5 and () = 2.
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IV. STUDY OF SELF-SIMILAR SOLUTIONS

Let us take for granted from the results of the preceding Section that the scaling expo-
nents o, grow asymptotically like yp at large p, with  a positive number depending on the
parameter & only. This means that the amplitude of fluctuations carrying the system away
from the K41 fixed point cannot grow from shell to shell more rapidly than Q™. On the
other hand, the fact that - takes a finite value even close to the transition suggest that such
fluctuations are efficient as soon as the instability threshold is crossed. It is the purpose of
this Section to identify the set of singular fluctuations that the ON model can admit.
Since we are now interested in nonlinear instabilities occuring in the inertial range, we may
forget about forcing and dissipation, and think of the shell number n as running from -—co
to +oo. Let us rewrite the equation of motion in terms of new variables b, = Qru, = Qzan’)n
(b is nothing dimensionally but the gradient of the velocity field). We get from (6) and (7),

after absorbing the factor Q¥ into a rescaling of time :

d - B 2 1
Ebn = Nﬂ[b] - (bn—lbn. + ;Qa bi—l) - ag'(b121+1 +

B

[#]

Q%bnbrvkl) . (19)

Since ﬁ[i‘?] does not depend explicitely on n and is quadratic in b, the set of equations (19),

for —oo < n < 400, support formally self-similar solutions of the type :

bn(t) = FR™(" —1)) =Qmg(@™(t" —1)). (20)

tr—1t
In the equation above, t* is the critical time at which, in the absence of dissipation, the
fluctuation reaches the end of the cascade. The scaling exponent z is a priori arbitrary.
However z = % gives back Kolmogorov scaling, while z = 1 corresponds to the extreme
situation of a fluctuation carrying a constant energy. One expects therefore % <z<lon
physical grounds.

Self-similar solutions, if they exist, are obviously good candidates for describing the growth
of singular fluctuations. The question then arises whether many values of z are dynamically

accessible, which would be a natural source of multifractality, or whether on the contrary
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a single z is selected. In that case, one should check that v = (2 — ), since moments %, ,
are dominated by extreme fluctuations for high values of p. Self-similar solutions together
with their exponent z have already been determined by Nakano for the ON model [11]. He
used a rather cumbersome iterative method to find thern and we were not convinced he had
exhausted the whole set of possibilities in his work. This 1s why we reexamined this prob-
lem and were led to developing a procedure to be described below, which i1s quite efficient
and easily extended to any shell model. It should however be said from the beginning that

our results about the ON model are in complete agreement with the conclusions reached in

Ref. [11].

By plugging the Ansatz (20) into (19) and introducing the logarithmic variable { =
n + ﬁb-log(t* — t), one arrives at the following equation for f (f is actually divided by

zlog @ to make the result a bit simpler) :

g

o

g

(24

QEF(E)f(E +1)).
(21)

L1+

Q¥ F(E—1)%) - >

~f'(&) + zlog QF(£) = (F(§ — 1)f () +

If square integrability of f is required, Eq. (21) is nothing but a non-linear eigenvalue problem
for the unknown z, which is very difficult to solve directly, either analytically or numerically.
To make progress, we can try to approach f dynamically. Rather than returning to the
original equations of the model, let us introduce a fictitious dynamics leaving the norm of

the (N + 1)-dimensional vector b invariant .

—_

< N[b},b >

dy o VIB, b > -
—b= N - ——=—0b. 22
dr b <bb> (22)

In the equation above, ﬁ[g] is the vector of components Nn[g], whose expression was given in

(19) and (/E, E) = SN A.B, is the usual euclidean scalar product. The projection factor
involved in the r.h.s. of (22),

< N, ) >
A= e s (3)
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is intended to keep bon a spkere and will be of central importance in the following.

Characteristic time scales on shell n are in first approximation proportional o b,,, but now b,
cannot exceed the initial value of v/ < g, b >. It follows that within the “projected dynamics”
defined by (22), the cascade towards small scales is not acéompanied by an acceleration of
the dynamics, as in the original equations. It thus becomes feasible to take a very large
number of shells since the required time resolution does not anymore grow exponentially
with N. By integrating numerically {22), we observed that any initial condition of finite
support (i.e. b,(0) # 0 for 0 < n < ng, with ng < N) gives birth at large times 7 to a
solitary wave moving with a constant velocity towards small scales. In other words, a period
T may be defined such that asymptotically, for 7 — o0, (a more precise condition reads

1 « 7 « NT, because some reflection will ultimately occur on the ultraviolet boundary),

bnga (T +T) = ba(7) (24)

il
o
-]
P
-‘
~—
[
o=
——
3
!
[
R

A more precise condition reads | < 7 <€ NT, because some reflection will ultimately occur
at the ultraviolet boundary. Note that (24) implies A(7 +T) = A(7). The shape of the final

solitary wave is found to be always the same, up to the scaling symmetry

T

b(n — %) — Ab(n — )\—T-), (25)

and it is remarkably stable, as demonstrated by Figs. 9 and 10.
Let us now make the connection between this finding for the fictitious projected dynamicsand
self-similar solutions in shell models. This is easily done by writing any solution g(T) of (22)

in the form

w—

B(r) = exp(— fo "A(r)dr!) dr) = B(r)d(r). (26)

Since the non-linear kernel is quadratic, one gets for elr)

d -
EE: B(T)NI[Z]
.. : d., o : . .
The original dynamics : 5¢= NI[Z] is recovered, after defining the physical time ¢ as
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t(r)= fDTB('r")dT' : (27)

-

These straightforward manipulations prove that every solution b(7) of (22) can be mapped

onto a solution &(t) of the real physical problem in the inertial range, according to the

transformation law :

&) = exp [ /0 T(t}A(T')dT'} B(r(4)), (28)

where 7(#) is obtained from the inversion of (27). It can now be seen that a travelling wave in
the projected dynamics, of period T and average value in time {A(7)) > 0, is the signature
of a self-similar solution in the true dynamics. Indeed, according to (28), each time the
component of b of maximal amplitude moves from one shell to the next, &is multiplied by

exp((A)T). From a comparison with the initial Ansatz (20), one gets :
Q* = exp({A)T),

or

A
Clog @

(29)

This formula allows one to obtain accurate estimates for z, since both quantities (A} and T’

are easily measurable (and their product is left invariant as it should by the scaling symme-

try (25)).

The method was first used to compute 2z for various values of 8 in the ON model. Results
are summarized in table I, where a comparison between z — % and the asymptotic slope v of
the o,-curve is also made. We find a reasonable agreement between these last two quantities,
in view of the comparatively large errors in the estimate for «y. It 1s important to realize that
the mere existence of self-similar solutions has nothing to do with the presence of chaos. In
the ON model, the exponent z decreases regularly from 1 to %, as (8 varies between 0.145..

and 1 (as already noticed in Refs. [10,11], one has z = 1 for 8 < 0.145..). The analytic
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structure of the solitary wave remains the same. The scaling function f of (21) presents an
essential singularity f(¢) ~ 2¢exp(—a2f) for ¢ — +oo (up to subdominant multiplicative
corrections), and an exponential tail f(£) ~ @* for { — —o0. In the case where z = 1, the
exponential tail is replaced by a second essential singularity. F(€) ~ 2 ¢ exp(—b27¢). Table I
shows that z ~ 0.88 at the transition between the regular and chaotic regimes, located near
f = 0.349. This high value explains why the ON model (at least for Q = 2) is bound to
exhibit rather strong intermittency in the chaotic part of its phase diagram.

We were curious to find if this analysis extends to the complex GOY model. 1% is a simple
matter to generalize (22) to the case of a complex vector. Details will not be given here.
The conclusion of our (partial) investigations is that the GOY model also possesses only
one ideal self-similar solution for a given value of . Furthermore, this self-similar solution is
purely real and positive, up to the phase symmetry (12) of the model. This means that the
complex amplitudes b,(7) take the asymptotic form b,(7) = €™ b{n — %), where the phase
8(n), subject to the constraint 8(n) + 8(n + 1) + {n + 2) = 0, is the only footprint of the
initial condition and the amplitude b presents a shape quite similar to the one obtained for
the ON model. Quantitative results are presented in the table II. The comparison between
large-order statistics and scaling properties of self-similar solutions was done only for two
values of € : € = 0.75 and € = 0.5. While in the former case the same agreement is ob-
tained as for the ON model, we find in the latter a discrepancy by a factor 2 between v and
z— % The discrepancy is even bigger if one extrapolates from the She-Lévéque formula (18)
v = 2/9 = 0.222. We think that the failure of self-similar solutions to explain intermittency
at high orders in this case, lies in the closeness to the Kolmogorov value £ of their scaling
exponent z. After all, with z — % as small as 0.052 and a Reynolds number R = 10° as
in our computations, the amplitude of singular fluctuations grows, upon propagating from
the integral scale to the dissipative one, by a factor Q(*—5)ns = R%(‘”§), which does not
exceed 1.5 | This gives very little chance for such a fluctuation to survive collisions with
the turbulent background and to govern statistics at large orders. We find it plausible that

the mildness of singular fluctuations and the finite length of the cascade combine to pro-
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duce a new kind of intermittency with a more pronounced mulfifractal character. It is an
interesting issue, left for further investigation, to understand how the system is then able to

develop an asymptotic growth of the o,’s with p steeper than the one expected on the basis

of self-similar solutions.

V.STUDY OF COMPLEX TIME-SINGULARITIES

From a formal point of view, self-similar solutions studied in the previous Section describe
the approach of the system towards blow-up, which, in the absence of dissipation, happens
in finite real time. It is also of interest in the context of nonlinear ODE’s to consider movable
singularities taking place at complex times. The local structure of such objects is intimately
linked to the non-linearity, while their distribution in the complex t-plane may help to un-
derstand such physical properties as high-frequency intermittency [15]. Besides, according
to Painlevé’s criterion, nonalgebraic singularities indicate usually lack of integrability. This
yields a very economical way to analytically get a hint that chaos may be present in any
given dynamical system (see for instance Ref. [16] and the references therein related to this
topic). We shall show below, that a close variant of the dynamic rescaling method intro-
duced in the previous Section allows one to fully elucidate the structure of complex time
singularities in scalar shell models. A large part of this Section is devoted to the exposition
of technical details. The uninterested reader may jump directly to the last three paragraphs,
where conclusions of the study and possible physical inferences of the results obtained so

far, are stated.

We shall work with the vector b defined in Section 4. Assume t* to be a complex

critical time, where ggets singular. Due to the quadratic degree of non-linearities, the local

—y

behaviour of b(t) in the vicinity of ¢* may quite generally be cast in the form :

B(t) ~ (t—-t*) " @(~log(t—t")) for t =t and 0<n<N, (30)
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where exponential growth of any component of the vector @(7) with 7 = —log(t — t*) is
forbidden. To begin, let us consider the possibility that @(7) possesses a well-defined limit
for infinite 7, to be denoted in the following simply @. The component a., is then the residue

of b, at t*. After substituting (30) into (22), @ is seen to obey the condition :
—& = N[g]. (31)

The problem now is to solve (31). This is a much more difficult task than computing fixed
peints as in Section 2. First, d is necessarily complex (it is easy to check that (31) implies
YN ;a2Q? = 0). Second, we expect on physical grounds the vector @ to be localized in
shell space. This means that we are looking for solutions of (31) which would be square-
summable (3% |a,|? < +o0), were the range of shell numbers extended to the whole set
of relative integers. Any “shooting” method of the type outlined in Section 2, which would
start from one endpoint and try to join the other one with the appropriate asymptotic
behaviour, is in fact dbomed to failure because of strong numerical mnstabilities.

As in the preceding Section, the idea will be to approach dynamically the desired solutions to
(31). Before doing so, we must say a few words about the notion of “genericity” of movable
singularities. Consider a singularity at time ¢* and assume & is known. Equation (30) gives
only the leading order term in the expansion of b near i*, which may be continued to higher

—

. . . .. 7 a
orders using just local analysis. Writing b as ;

" + 51_;, where the correction 65 is small

compared to the zero' order term, one gets to linear order in §b

L= 1 sz B Pldl

. 2
dt AR t—t* (82)

In the equation above, M = {%%ﬂ is the Jacobian matrix of the nonlinear kernel N [E]
evaluated at point d. Forcing and dissipation were kept for completeness in the right hand
side of (32) but only the homogeneous part of the equation really matters in what follows.
It has (N+1) independent solutions of the form (¢ — t*)*b;, where i 1s the i** eigenvalue
of M and b; the corresponding eigenvector. Provided Rey; > —1, a correction of the type

Xi(t — £*)#8; with ); an arbitrary complex number, is free to appear in the expansion of
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b around #* since it is indeed smaller than the zero™ term. Actually, N being quadratic,
N{d@ = —d implies M@ = —2&. Therefore, one of the p; (say to) equals by construction
-2. The eigenvalue -2 and the corresponding eigendirection 4 are associated to the arbitrary
position of t* and as such must be excluded from the éxpansion of b. It follows that the

most general expression of b around a singularity reads :

— N, .
+ > Mt -t )b+ hot., (33)

=1

t— 1
where N, is the number of eigenvalues of M, whose real part is larger than -1. It is not
difficult to check that, once the N, complex numbers A; are given, there is no arbitrariness
left in the rest of the expansion (denoted as h.o.t. in (33)). What we have in our hands
is a local expression of our solution which depends on {N, + 1) parameters (£*, A1,... An,),
whereas (N + 1) initial conditions are necessary to specify entirely the evolution of the dy-
mamical system. Therefore a singularity will be generic (i.e. it will not result from a set of
initial conditions of zero measure), if and only if N, = N. In other words, we are interested
only in solutions to {31) with N eigenvalues p; of real part bigger than -1, besides the trivial

one pg = —2.

The previous considerations suggest the introduction of the following dynamics :
%&f = —]VT[E] + (Re —<E<’§a[§]> + 26 Im -"wa:(’&,,; })) a. (34)

Here, (;1‘,‘5_") = YN A*B,, since we are dealing now with complex-valued vectors. The
second term in the r.h.s. of (34) keeps the norm of @ constant. The last one affects only 1ts
phase and one is, in principle, free to choose any value for the parameter §. It may be shown
that there ié a one-to-one correspondence between fixed points of the dynamics (34) with
a basin of attraction of finite measure, and generic solutions (in the sense of the previous
paragraph) to the initial problem. A proof of this almost intuitive statement is given in
the Appendix. It has nice consequences : in order to determine the possible arrangements

of residues a,, it suffices to integrate (34) for initial conditions which are not purely real
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(otherwise they remain so forever). If after a long enough iime, a stationary state dys is

reached, then :

d = —a,—an i) | (35)

contains the desired information. Note that the computational cost of the method increases
only linearly with the number of shelis N + 1. It is therefore easy to get rid of finite size
effects if necessary. Finally, we would like to mention that for initial conditions of the form
a= ?:3{} where bg is arbitrary but real, stepping forward the fictitious dynamics (34) is in

: . dx . e
fact equivalent to integrating the original dynamics Eb = N[b] {from the initial condition

go) along a trajectory in time space parameterized as :

i

t= —1 fOTexp(/oT A(rdr"ydr!, (36)

where A(7) reads :

) = R SBOLNE(T) o ((r), N{@](r))
AN =R TGy T e G

This property ensures that the objects we are going to find are singularities associated to

true physical signals.

We have applied this technique to the ON model and made the following observations.
As anticipated on the basis of the preceding considerations, the vector @ evolves systemati-
cally towards a fixed point provided the condition & > 1 is met (actually, the marginal case
6 = 1 still works but requires longer times of integration). After performing the rescaling
(35), the final state of & (giving access to the residues a,) was found to be always the same,
up to complex conjugation (which is an obvious symmetry of (31)) and translation along
the shell number axis. Figure 11 shows for instance the modulus and the real part of a, for
B = 0.39. They were deduced from a numerical integration of (34) with N = 29, § = 2 and
the initial condition a,, = 18,0. The imaginary part of a,, has not been represented in order

not to burden the figure. A change in the initial conditions or in the value of § would just
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lead to a displacement of the peak of the final structure along the horizontal axis. However,
such a satisfactory solution is not found anymore for 8 > 8. = 0.3981 + 10~*. What hap-
pens is the following thing : upon increasing 8, the real part of one of the eigenvalues p,
of the Jacobian matrix M crosses the value -1, so that t‘he fixed point of {34) is disrupted
into a limit cycle, which is eventually destroyed via a series of Hopf bifurcations {which we
did not study with great care) at § = f.. Strictly speaking, poles are already lost in the
intermediate region just below S, since the vector @(7), as defined by (30), contains now
imaginary exponentials of 7. But the structure is spatially fixed, while the emergence of
chaos in dynamics (34) entails at once the depinning of the singularity along the n-axis.
In some sense, the transition appears like the dual one of the transition between regular
and chaotic dynamics which can be understood as the depinning of self- similar solutions
with respect to the K41 fixed point. Here however, neither forcing, nor dissipation play the

slightest role; we are dealing with an intrinsic property of the non-linearities.

For 8 > f3., the leading order behaviour of @(7) takes the form :
an(‘T) ~ a‘(f =n-= UT:T)) ) (38)

where the second argument enters only through quasiperiodic terms and the velocity v in the
absence of dissipation is close to the velocity found on the real time axis i.e. v ~ 1/zlog @}
(we work here in a representation where 7 = —log(t — ¢*), so that the projection factor A
defined in the last Section is normalized to 1). Note that such solutions, hereafter called
type II singularities, as opposed to poles which will be our type I, do exist for every value
of B but are more difficult to detect than type I singularities for 8 < . in their domain
of coexistence. Type Il singularities have a self-similar structure which is quite close to
(though usually less perfect than) the one unravelled in Section 5. An interesting question
concerns the fate of type II singularities in the presence of viscosity, because the relative
growth rate of non-linearities with respect to the viscous term when they move fron one

shell to the next one (i.e. Q¥~?)is a priors smaller than 1. It would seem that, however
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small the viscosity, dissipation will always win in the end. But we know that viscosity by
itself cannot lead to finite time blow-up (even in the complex time domain). The answer to
this paradox is sirhple and beautiful : as soon as viscosity gets relevant, the velocity v slows
down towards the value 1/2log Q. This makes the scaling exponent z become equal to 2,
in such a way that non-linearities and viscous terms scale ultimately in the same way all
along the cascade. We note that such a behaviour may already be observed in the-real time

domain, by integrating the equations of motion backwards in time (which just amounts to

changing » into —v).

This closes our sketchy discussion of type II singularities. We would like now to return
to the possible physical meaning (if any) of the transition just found. This might look as
an ambitious goal. Indeed, for all the Reynolds numbers we were able to investigate in
our numerics on the ON model, the chaotic phase stops at 8*(R), which is always lower
than (.. This means that we are always working in a region where type I singularities
exist. Once again, some decisive insight may be gained from the comparison with the GOY
model. A completely similar transition is found to occur there around €. = 0.715 £ 0.005,
whereby poles cease to exist for € below €., We are therefore just in the opposite situation :
most computations performed on the GOY model are in fact dealing with a part of the
phase diagram from which type I singularities are absent. We therefore conclude that the
existence of these objects is not a signature of chaos. Nevertheless, a surprising feature of
the transition appears, when comparing the scaling exponents z of self-similar solutions in
both models at the transition : z(f8.) and z(e.) turn out to be quite close to each other (we
cannot say there is an exact equality, due to the small uncertainty on . and e.) and equal to
z = 0.855 + 0.005, a value lying almost halfways between the two physical bounds 2/3 and
1. It would be interesting to see whether this coincidence of numbers persists for different
values c;f the scale parameter @ and is also found when considering other shell models, If
50, we could have in our hands a clear-cut criterion for separating two regimes in the chaotic

phase of scalar shell models, exhibiting respectively “strong” and “soft” intermittency. In
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the first case, type I singularities, when sufficiently close to the real time axis, would encode
“blockings” in the energy cascade leading to spatially disorganized energy backflows. This
would kill to a large extent multifractality, while a milder and, altogether, more interesting

picture would result in the other case.

VI. CONCLUSION

Starting from a numerical investigation of the ONV model, we were led to identifying ele-
mentary bricks in its dynamics, which are present, more generally, in any scalar shell model.
Interestingly enough, they appear to have rather constrained structures. Naturally the con-
struction of a statistical theory from these deterministic objects remains a hard task. But
we believe that a precise knowledge of their properties may help to formulate new questions.
For instance the discrepancy found in the case of the GOY model for ¢ = 0.5 between the
asymptotic growth of scaling exponents of statistical moments and the strength of extreme
fluctuations is a puzzling fact, which clearly deserves further investigation. Another isssue
concerns the selection mechanism of the scaling exponent z of self-similar solutions whose
present understanding is still poor. One must remember that the method developed in the
paper is in essence dynamical. We cannot therefore exclude the existence of a larger mani-
fold of solutions, out of which only the element with the smallest z would be systematically
observed. Clearly more mathematically oriented work would be welcome to elucidate this
technical point, which may be of some physical relevance. Finally, it would certainly be in-
teresting to explore numerically the 5 > 3, side of the ON model, by increasing sufficiently
the Reynolds number and possibly including phase degrees of freedom. This would help
to understand whether the transition affecting complex-time singularities has the physical

influence conjectured at the end of Section 5.
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APPENDIX

In this Appendix we establish the equivalence between stable fixed points of the dynami-
cal system (34) introduced in the Section 5 and generic movable singularities in shell models.

First, we observe that static solutions of (34), if they exist, are such that ﬁ[&}] = Ads where
(Ef: N[Et:f])

the coeflicient of proportionality A = ~—2—=-L gbeys :
(@y,dy)
A= Re(A) 4 16Im () (A1)

It § # 1, A is bound to be real. The case A = 0 corresponds to ds being an inertial fixed
point (]\7{&}] = 6) We discard this possibility (whose occurence would be easily identified in
practice) and concentrate on the more interesting case of a finite value of A\. Then @ = ~%
verifies as it should ﬁ[&f} = ~d.

Now we must ask about stability properties of dys. By linearizing the system of differential
equations (34) around their fixed point, one finds the following evolution of small perturba-

tions éa

d
263 = MM +1)8a + .. (A2)

where the terms hidden behind the dots are all directed in the direction of @ and have been
omitted for simplicity. As in Eq. (32) of Section 5, M is £he Jacobian matrix of first order
derivatives of the non-linear kernel N evaluated at point @ defined above. It appears that
the space “transverse” to d; belongs as a whole to the stable manifold of @y, if and only if

all the eigenvalues u; of M for 1 <1 < N have a real part larger (resp. smaller) than -1 with
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X negative (resp. positive). The second possibility would lead to a divergence of the trace
of M in the limit N — +oo, which contradicts the assumption of a finite norm for @. We
are thus left with A < 0 and by the same token N eigenvqlues u; of real part larger than -1,
which is nothing but the criterion for genericity established in Section 5.

Finally, let us consider perturbations along the direction of & or d. Since the dynamics (34)
preserves the norm of @(7), they reduce to phase fluctuations which may be parameterized

as @(7) = ¢%7)d;. The phase 8(7) is found to obey the equation of motion :

d :
E_H = A6 —1)sind (A3)

T

Therefore complete stability of @ requires § > 1 (since A < 0), as announced in the main

text of Section 5.
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FIG. 1. The amplitudes of the first two shells as functions of the parameter a describing the

dissipative range.
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FIG. 2. Plot of the quantity F(a) defined in the text for @ = 2, R = 10° and 8 = 0.348.
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FIG. 3. K4l-like static solution for the same value of parameters as Fig. 2.
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FIG. 4. Scaling properties of %, , for various p and 8 = 0.33.
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FIG. 5. Scaling exponents o, = § — {, versus p for 8 = 0.28, § = 0.33, and § = 0.343. For
the lowest value of # and p > 3, the o,’s fall on a single straight line. There is more curvature for

the other two values of 3, indicating multifractality. Nevertheless a linear growth is recovered for

pz=8

31




| | T | | T
1k -
G =0.28 re—
=0.33 o
0.8 - = (0.343 re— -
0.6 - 2 _
Op .
0.4 -
@ . ¥
0.2 | . i
@
-
03¢ - - -
b=}
® @
-0.2 i L ! I 1 ]
1 2 3 4 5 6 7
F

FIG. 6. A zoom on the evolution of the cross-over region with 4. A peculiarity of the ON
model compared to the GOY model is that it must get very close to the transition before showing

a clear curvature of the o,’s. As a consequence, op is very small for p < 3.
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regular and chaotic dynamics.
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FIG. 8. Comparison of the statistics of the ON and GOY models in a regime where multifrac-

tality is well established.
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FIG. 9. Amplitudes bs(7), b12(7), b1o(7) within the ”projected” dynamics for § =0.335 and the

initial condition b,(0) = n0. The emergence of a travelling wave is clearly demonstrated.
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FIG. 10. Time evolution of the quantity A(7) defined in Eq. (23) of the text, for the same values
of parameters as in Fig. 9. The small oscillations of A around its mean value in the asymptotic

regime are due to the discreteness of the lattice.
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FIG. 11. Modulus and real part of residues for § = 0.39, as obtained from an integration of

the fictitious dynamics (34) with § = 2 and the initial condition an, = i, (N=29).




TABLES

I} z z - % Y error
0.15 0.996 0.329
0.28 0.921 0.245 0.24 +1072
0.33 0.889 0.223 0.213 +107?
0.343 0.881 0.214 0.20 +2 x 1072
0.348 0.878 0.212
0.7 0.721 0.054 regular dynamics
0.8 0.692 0.025

TABLE . Exponents z of self-similar solutions in the ON model for various values of . The left

columns present estimates obtained from Eq. {29) after numerical integration of Eq. (22). The last

digit is given with an 1 accuracy. The last two columns present data extracted from statistical

analysis. The comparison between columns 3 and 4 show that scaling properties of self-similar

solutions account in a satisfactory way for large-order statistics in the chaotic part of the phase

diagram, even close to the transition where 2 remains rather large.

2

€ 2 z-3 ¥ error
0.398 0.684 0.018 regular dynamics
0.5 0.719 0.052 0.12 +3 x 1072
0.75 0.888 0.222 0.23 +1072
0.8 0.946 0.279

TABLE II. Same quantities as in Table I but for the GOY model. One observes that z takes

rather small values everywhere in the chaotic part of the phase diagram (e > 0.398). The disagree-

ment between columns 3 and 4 for € = 0.5 is too large to originate from insufficient statistics.
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