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INTRODUCTION

Les propriétés physiques d'un sollde peuvent se représenter
quantitativement par des constantes qui expriment la relation entre la grandeur

d'une excitation et la grandeur de la réponse correspondante.

!
excitation %A Solide _X réponse
-~ ,.;\/’"}f - ___“__"_“m_.__l q\‘g\.,»-—‘\q,. s
= - >
T rigmart ™=
propriété

L'étude des propriétés du sollide peut se falre dans deux
directions principales :

a) Prévoir les conditlions d'existence de telle ou telle
propriété physique et dénombrer les constantes décrivant la propriété
du solide,

B) Relier les constantes physliques macroscopliques aux pro-
priétés microscopiques du solide.

Nous nous |Imitons & |'approche a), ce qul donne a cette étude
unh caractére purement phénoménologique.



L'effet de la symétrie d'dn cristal sur ses propriétés physi-
ques peut &tre étudié en acceptant comme postulat fondamental de la physique

cristalline le principe de Neuman (ou de Curie) qul s'énonce ainst :

"Les éléments de symétrie de toute propriété physique d'un
eristal doivent inclure les éléments de symétrie de la classe de symétrie

dlorientation du cristal’.

C'est dire que les éléments de symétrie des propriétés physiques
dolvent contenir ceux de la classe de symétrie d'orientation (les propriétés
physiques possédent souvent plus de symétrie que la classe, ex. isofropie

optlque des cristaux cublques).

Dans le contexte de ce travall, 1l faut aussi étendre la notlon
de classe de symétrie d'orientation, qul ne se limite plus aux 32 classes
cristallographiques. En effet, une propriété physique felle que le plézo-
magnétisme n'exlisterait pas si |'on ne considérait que les 32 classes usuelles.
Le terme ‘elasse d'orientation de symétrie"” signiflera donc la classe de

symétrie appropriée & la nature de la propriété physique, soit une des

32 classes usuelles, soit une des 90 classes magnétiques.

Solt A une exclitation d'un cristal de symétrie G, B la réponse :
les grandeurs physliques A et B sont représentées par des tenseurs d'ordres
respectifs p et q, leur couplage s'exprime par une relation tensorielle de

la forme :

Tjk* " 1jk™ " Imn.. “lmn

imn. .



Le tenseur a, d'ordre p + q, est caractéristique du cristal

(11 peut aussl posséder une symétrie Intrinsédue).

11 s'agit d'étudler les restrictions que lul impose la symétrie G.

La théorle des groupes nous offre un outil pulssant pour cela.

Le premier chapitre consistera en un rappel de la symétrie

axé sur la théorie des groupes.

Dans le chapitre II, nous rappellerons quelques propriétés
tensorielles d'un point de vue mathématlique et physique.

Dans le chapitre III, nous exposerons les méthodes de réduction
des tenseurs, en expllicitant particuli&rement une méthode dérivée des travaux
de Jahn.

Tous tes théorémes nécessalres & la compréhension du texte
seront donnés sans démonstration, notre ambition étant de donner un outt|
de travall aux cristallographes désireux de savolr rapidement et alsément
st tel effet physique est possible ou non dans un cristal de symétrie donné,
et désireux de connaltre le nombre des constantes decrivant la propriété

du sollde.



LES CLASSES DE SYMETRIE D'ORIENTATION ET LES CLASSES MAGNETIQUES

A - LES CLASSES DE SYMETRIE D'ORIENTATION

I - OPERATION DE SYMETRIE ET LA NOTION DE GROUPE DE SYMETRIE

R R N ST L T T N NN LR Y S T T N N N S T R T S N T e e ST ST o=

La symétrie d'un corps est déterminée par |'ensemble des déplacements
qui aménent ce corps & coinclder avec lui-méme.

On appelle ces déplacements des transformations de symétrie ; on dis-
tingue trois types essentiels de transformations :

1) la rotation,
2) la réflexion (ou symétrie plane),
3) ta translaftion

Ces éléments de symétrie ne peuvent se grouper que selon des régles
géométrigues bien définies.

En dénombrant de fagon compléte les possibilités de combinalscn des deux
premiers types de symétrie, on arrive & 32 groupements, que I'on appelle les
32 classes de symétrie d'orientation des cristaux ou groupes ponctuels.
L'ensemble de tous les opérateurs de symétric appartenant & une classe forme

un groupe fini au sens des mathématiques.

IT - LES GROUPES PONCTUELS

By e Y T Y Ty P

Dans ce paragraphe, nous énumérons les différents groupes ponctuels



(sans ies construlre) et nous expliclifons les opérateurs de symétrie.

A) Les groupes propres

gt SpRie e Jpnpuuing @iy iighng

a) _groupes Cn (groupes cycliques)

Le groupe Cn est le groupe des rotatlons autour d'un axe
de symétrie n-alre ; 1l est cyclique.
@l_g@gg@gé_@n lgroupes diédriques)

-

On associe & un axe de syméirlie n-alre un axe blnalre

orthogonal .

Le systéme d'axes de ce groupe est le systéme d'axes de

symétrie du tétraédre.

d) _ghoupes O (groupes de |'octaddre)

— en e e e o T e e

Le systéme d'axes de ce groupe est celui des axes de symé-

+rie du cube.

Tous ces groupes ne possédent que des axes de symétrie ; ce sont des

groupes propres.

B) A partir des 11 groupes précédents qul sont des groupes propres,
on peut construire 11 autres groupes, en formant le produit direct d'un
de ces groupes propres avec le groupe 1 qul consiste en deux éléments E et |

(E : é&lément identité ; 1 : centre d'inversion).



TABLEAU |

sEoSE===s=

Symbole

N® r > \

international Schoénfllies Eléments de symétrie
1 1 C1 E
2 2 02 E C2
3 3 C3 E 203
4 4 C4 E ZC4 C2
5 6 C6 E 2C6 ZC3 02
6 222 D2 E C2 C'2 C"2
7 32 D3 E ZC3 302
8 422 D4 E 204 C2 20'2 ZC"Z
9 622 D6 E 206 263 C2 30'2 30"2
10 23 T E 803 302
" 432 0 E 863 302 602 6C4




Cy Cop C34 Can Cen P2n P3¢ P4 Pgn Th O

Nota :

On peut montrer que tous les éléments de symétrie peuvent se ramener a
2 types, solt des simples rotations, soit des rotation-réflexions, qui se
notent Sn' Notant la réflexion dans un plan perpendiculaire & |‘'axe donné

par o, on peut écrire par définition :

C) Les 11 groupes propres peuvent &tre considérés comme des sous-groupes
des groupes centro-symétriques. En plus, 11 y a 10 groupes qul ne contiennent

pas | explicitement ; ce sont :

s ot 7 o

DYautres méthodes de construction des groupes cristallographiques sont
également possibles. Pour la compréhension des symboles de SCHOENFLIES,

nous Indiquons briévement comment on peut les dériver géométriquement.

a) Groupes € ,

Ces groupes s'obtiennent en associant & un axe de symétfrie
3]

n-aire un plan de symétrie perpendiculaire -



Le groupe le plus simple; Clh’ contient en tout deux étéments E et oy, 3
on le note C_.

Si n est palr, le groupe contient un centre de symétrie.

Ces graupes s'obtiennent en assoclant & un axe de syméfrle

n - aire un plan de syméfiie o, contenant cet axe.

Ces groupes s'cbtiennent en ajoutant au systéme dlaxes du

groupe Dn’ un plan de syméirie horizontal s contenant les n axes binalres.

Remarquons que D_, = Dn x C. ; sin est pair, =D, x Ci'

nh DZp,h 2p

Ces groupes s'obtiennent en ajoutant au systéme d'axes
9 p

du groupe Djy les plans verticaux bissecteurs des axes horizontaux binaires.
]

Remarquons que D e Ci°

2p+1,d - D2pei

e] Groupe T,

Ce groupe contient toutes les transformations de syméirie

du Tétraddre.

[} se déduit de T en ajoutant un centre de symétrie

Th = T x Ci

g) Grouve Oh

Cl'est le groupe de foutes les transformations de symétrie

du cube ; 0, = O X Ci'

h

Dans le tableau IT sont fabulés les 32 groupes avec leurs éléments de

symétrie.



TABLEAU 11

Symbole
Systéme No. ( A \
International Schénflles
Triniclinique 1 1 Cy
2 1 Ci
Monocl inTque 3 m Cs
4 2 Co
5 2/m Czh
Orthorhombique 6 2mm Cov
7 222 Dy
8 mmm Don
Quadratique 9 4 Cy
10 4 Sy
11 4/m Cgh
12 4mm Cuvy
13 42m Dog
14 422 Dy
15 4 /mmm Dyh
Rhombohedrique 16 3 Cs
17 3 Cai
18 3m Cav
19 32 D3
20 3m Ds3d
Hexagonal 21 6 Csh
22 6 Ce
23 §/m Csh
24 6m2 D3p
25 6mm Cev
26 622 Dg
27 6/mmm Dgh
Cubique 28 23 T
29 m3 Th
30 43m Taq
31 432 0
32 m3m On




TABLEAU 11 (suite)

No. Element de symétrie
1 E
2 E;
3 Eop
4 EC,
5 E CZ i Uh
6 E Cz O", Os,
7 ECy, C} CH
8 ECy CJ CE 1 op og oy
9 E 2Cy C»
10 E 254 Ty
11 E ZCq CZ i 254 Op
12 E 2Cy Cy 20y 2oy
13 E Cy C) CY oy 25, oy
14 E 2Cy Cp 2C3 2CY
15 E 2C, C, 2C§ 2CH i 254 oy 20% 20
16 E 2Cg
17 E 2C3 1 254
18 E 2C3 3oy,
19 E 2C5 3C,
20 E 2C3 3C2 i 286 BOV
21 E 2C3 op 2S3
22 E 2C¢ 2C3 Cp
23 E 2Cg 2C3 Cy 1 2S3 2Sg o
24 E 2C3 3Cy oy 2S3 3oy,
25 E 2C¢ 2C3 Cy, 3oy 30’{;
26 E 2Cg 2C3 C, 3C3 3CY
27 E 2C¢ 2C3 Cp 3C3 3CY 1 2S3 2S¢ oy 3oy 30y
28 E 8C3 3C,
29 E 8C3 3C, 1 8Sg 30
30 E 8C3 3C, 60 65,
31 E 8C3 3Cy 6Cy 6Cy
32 E 8C3 3C, 6Cz 6C, 1 85S¢ 30 60 6Sy,

10
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111 - REPRESENTATIONS DES GROUPES

=============.‘-‘========’===:"==::

a) Solt wi, une fonction dans | fespace de configuration du systéme
physique donné ; lors de la transformation des coordonnées correspondant a
I'é1ément G d'un groupe de symétrie (g = ordre du groupe) et en appliquant
successivement les g transformations du groupe, on obtient & partir de ¢I’
dans le cas général, f fonctiors | néairement Indépendantes ¥, ¥o, .-- ¢f
(f < g, certalnes fonctions peuvent &tre |inéairement dépendantes). Chacune
des fonctlons P (i = 1...) s'exprime dans la transformatfion G par une

combinalson linéaire de la forme

O~

Cri Vi

k=1

les le &tant des constantes dépendant de la transformation G. L'ensemble
de ces constantes Gik forme la matrice de transformatlon qui opére sur un
espace Ef 3 f dimensions. Il est commode de considérer les é&léments G du

groupe comme des opérateurs agissant sur les wt.
Gv; = E Gt Yk

Les fonctions W: peuvent &tre considérées comme les composantes d'un vecteur

dans un espace & f dimenslons.
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Au produit de 2 éléments G et H du groupe correspond la matrice produit

des matrices G et H

Nous avons écrlt

Gy, = EGM Yy

et non Gy, =y G, ¥
" ik "k

Les matrices de transformation des fonctions de base entre elles sont les
transposées des matrices de la représentation. Cette écriture est essentlelle si

t'on veut conserver

I'(GH)

i

r(G) « T(H)
H étant la fransformation effectuée en premier.

L'ensemble des matrices de tous les é&léments du groupe forme une représenta-
tion du groupe.
L'ensemble des fonctions wi (1 = 1...f) constitue la base de la représentation.

Le nombre f de ces fonctions est la dimension de la représentation.



St la base de représentation du groupe est réalisée a I'alde de fonctions
orthonormées, ce qui est toujours possible, on montre que les opérateurs
G sont unitalires.
" 1
G =6
b) Soumettons les fonctions yj... wf, 2 une transformation [inéalre

unitaire, on obtient un nouvel ensemble de fonction w'i 5

vhyo= Sy

L'ensemble des fonctlions w’i constitue une base de la représentation équi-
valente & !'ensemble wi‘ ,

Les matrices de représentations équivalentes sont |1ées entre elles par

la relation

6' = s gs

La somme des éléments diagonaux (frace) x(G) est un invariant et on a

toujours y{(E) = f,.

c) Soit une certaine représentation de dimension ¥, 11 se peut qu's
la suite d'une transformation linéaire, les fonctions de la base se par-
tagent en jeux de fl’ f2... fonctions (f1 + f2 +... = f) de telle sorte
que, lors de |'action des é&léments du groupe, les fonctlons de chaque jeu
se ftransforment exclusivement entre elles.

La représentation donnée est dite réductible.
Si le nombre des fonctions de la base se transformant entre elles, ne peut
&tre réduit par aucune transformation linéaire, la représentation réallsée

avec ces fonctlions est dite irréductible.
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Toute représentation réductible peut &tre décomposée en représentations
irréductibles.

St différents jeux de fonctions se transforment suivant une seule e+ méme
représentaticn irréductible, on 41t alors que la représentation Ilrréductibie
est contenue dans la représentation réductible autant de fols qu'ltl v a

de tels jeux.

d) On rappelle les principales propriétés des représentations irré-
ductlibles :

1/ Le nombre des représentations irréductibles est égal au

nombre r de ses classes,

2/ Les éléments matriciels de représentations lrréductibles

vérifient un certain nombre de relations d'orthogonal i+é

(@) (8)° g

o _9a

gGTk Sim =7 Sap 11 Skm (N

G?i) ¢ élément de la matrice de la représentation irréductible o
9 : ordre du groupe

fu : dimension de la représentation a

8 : symbole de Kronecker
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En particuller :

5 6 x B @ = gs 2)
G B

et sl o = B
7k )2 - g (3)
g

3/ La relation (2) permet trés simplement la décomposition de repré-
sentations réductibles en représentations Irréductibles, connalssant les
caractéres des unes et des autres.

Soit x(G) les caractéres d'une représentation réductible de dimenslon f,
et solent a eeeap fes multiplicités des rebrésenfaf}ons }rréduc*ibles

1
qufelle contient :

En multipliant par ¥ (G)* et en sommant sur G, on obtlent :



Ly v ¥ @F ‘ (4)
96

a =

o
St I'on conslidére la représentation Irréductible triviale I'y (une seule
fonctlon de base tnvariante dans toutes les transformations du groupe),

alors, tous les caractéres sont égaux & |'unité dans cette représentation
et :

} x(6) (5)
G

[Ca R B

4/ St 1'on considére la représentation réallsée par f = g fonctions,
telle que les g fonctions gy sont |inéairement Indépendantes, on dit que
I'on a affaire & la représentation réguliére. Les matrices de cette re-
présentation ne contiennent pas d!'é!éments diagonaux sauf la matrlice cor-

respondant a |'élément unlité.

x (G)

C pour G # E

x (E)

1
(s}

On en déduit alsément :

a = f
o o
f? + f; + ., + fi =g

16
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Pour les groupes abéliens f1 = f2 = ... fr= 1

5/ a) Soient deux différents jeux de fonctlons wl(u)...w;m) et
a

wl(s)... ¢;B) servant de base a 2 représentations Irréductibles du groupe.

B
En formant les prodults wr(a)wk(s), on obtlent un jeu de fufB fonctions

pouvant servir de base & une nouvelle représentation de dimension fufs' On

I'appelle produit direct des deux premiéres. On a :

(o) ( (a)
Gw- ¢ =;G”a)d)1 o

( )
Gl’)k B) _ z Gm;((B \I»’m(B)
m

{a) (B) (o)
ov, "9 =1 6%

Im I

(8) (a) (B)

Gmk U1 wm (6)

On en dédul+t pour les caractéres

B e - e - e 7

b) Les deux représentations irréductibles peuvent coinclder. On a

alors deux différents jeux de fonctions : yj... wf et ¢1a,.¢f réalisant une seule



et méme base de représentation et le prodult direct de la représentation

est réal1sé par f2 fonctions Yy 0

On a :
(x = x) (6) = (x(6))2

Cette représentation peut &tre décomposée en deux représentations de di-
mension moindre (qul peuvent &tre auss! réductibles). L'une d'elles est
réallsée par f(f£1) fonctlons ¢I¢k + wk¢!’ et {'autre par f(f;1)

fonctions wi¢k - wk¢i' La premiére est dite prodult symétrique de la re-

présentation par elle-méme et la seconde produit antisymétrique.
On notera par [xz)(G) le caractére du prodult symétrique, et par {x2}(G)

le caractére du prodult antisymétrigue.

De (6), on déduira les frés Importantes formules :

{(x?} &)

il

N~

(G2 + % ¥ (G2) (8)

{x2}(G)

[t}

N —

x(G)2 - = 7(62) (9)

Nt —

De la méme fagon, on peut calculer les prodults symétrique ot antisy-

métrique de puissance plus élevée.

18
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1 1
(x3) @) x(G3) + 5 X(G2) x(G) + g x3(G)

{x3}(G)

N —

¥ (G3) - % K (G%) %(G) + % 3(6)

c) Les représentations envisagées icl sont réelles. S1 la représentation

réductible contient P(a) complexe (de dimension 1) et non équivalente &

sa conjuguée f(a), elle contlent f(u) donc la somme réelle E = Fu + fd
physiquement irréductibles.

F(a), F(S) étant deux représentations irréductibles

(a) (B) _ Y (vy)
r T -ggasr

D'aprés (2) et (5)

=0 sila#B oua-=8 et P(u) comp | exe

[
i

si a = B, F(a) réelle.

—
i
—

Par conséquent :

o) La décomposition du prodult direct de deux différentes
représentations irréductibles en parties irréductibles ne contient jamais

la représentation unité T;.
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B) E? contient deux fols TIy.

Y) Le prodult direct d'une représentation irréductible réelle

de dimension 1 par elle-méme contient une fols I'ys
€) Soit T une représentation réductible :
N (a)
F—Zpal‘
o
On veut décomposer (r2), (I} respectivement carré et cube symétrique de

la représentation en représentations irréductibles. Pour cela, on peut
utiliser les formules de LYUBARSKI et LOMONT :

[}

(r?)

2
I (r2) « QEB r.Ty (10)

r3} = r3) + ¥ r (r2) + I T T
SRR R RN R A

d) (x2)©) =

N —

x,(6)2 + %xa<62>

Or, d'aprés le théoréme de FROBENIUS et SCHUR,

. 2y = . .

g X,(6%) =g st T estréelle.

J x (G%) =0 si T est complexe.
o o

R



Dol

(Pi} conflent une fois Iy st T est réelle,
&

e) (€2) = | (r -« fa)z) = (Fé} + (fé} + Fafa
(E2) contient une fols ry.

) (r?) contient donc Ty, un nombre de fois égal au nombre de ses
composantes physiquement irréductible alors que T'2 contient T'i, un nombre

de fols égal au nombre de ces composantes irréductibies réelles ou non.

IV - REPRESENTATION TIRREDUCTIBLE DES GROUPES PONCTUELS

Les consldérations précédentes sur les représentations des groupes
permettent aisément la construction du tableau des caractéres des représen=

tatlons irréductibles des groupes ponctuels.,

1/ Les représentations & une dimension se notent A et B, celles a
2 dimensions E (ne pas confondre avec |'é&lément identité), celles a
3 dimensions F;
Les fonctions de base de représentation A sont symétriques et celles des
représentations B sont antisymétriques vis & vis des rotations autour

d'un axe n-alre.



L2
2h * m

Ci ;1 E
C2 3 2 E

Cs H E

Ag Asz Alsx,y |1

. - LA
Ax,y,2 Bix,y, A';z

0o 0

A

c

B ;x,y,

[

C2 Oh I

E C2 Ov g

=D E C% Cy ¢
222 2 2 3

1 1 I I

B3;x 1 -1 -y I

)z 1 1 -1 -

23Y I -1 I -1

TABLEAU 111




N

W

2 5 . 3
C6 6 E C6 C3 C2 C3 C6 C4 s 4 C C C4
) 3
Az 1 1 i I 1 1 S4 : 4 S C S4
B 1 -1 H -1 1 =i
E 1wl -w I w? - 32 1 1 1
: 1 -w w? I ~w w? B Bz -1 -l
. 1w w? =1 =y =2 E;xtiy E;x*iy 1 -1 -
Epsxtly 9 -i -1 d
1 ~w? - -1 w? w
° 1
C4V 3 4mm E C, 2c4 20, 20 .
o ¥
D4 s 422 ) C2 2C4 2U2 20 9
DZd ; 42m | B C2 ZS4 2U2 20d
Al;z Al A] 1 1 1 1 1
AZ Azgz A2 1 1 1 -1 -1
B, B, B, 1 1 -1 1 -1
B, B, B,s2 1 I =1 -1 1
E;x,y Ex,y Esx,y 2 =2 0 0 0
TABLEAU 111
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s !
D6 ; 622 E C2 2C3 ZC6 3U2 3U
1
C6v 6mm _ E C2 2C3 2C6 30 30 v
D a n v ]
3h ° 6m2 | E S 2C3 ZS3 3U2 30
o / ] }
A] Al,z A 1 1 1 1 i 1
Azgz AZ A'z 1 1 1 I -1 -1
= Ve - — —
Bl BZ A 1 1 1 i i 1 1
1 5 S — - -
Bz BI A 292 1 1 1 1 1 1
E, E, E';x,y 2 2 -1 -1
El;x,y El;x,y E" 2 -2 -1 1
2
0 432 ) E 8C3 3C2 602 6C4 T : 23 E 3C 4C3 4C3
T, ; 43m | E 8C, 3C 6o 6S
d 3 2 d 4 A 1 1 i 1
A 2
Al Al 1 1 1 1 1 P I 1 €2 €
A2 A2 1 1 1 -1 =1 i i £ £
E E 2 -1 2 0 0 Fix,y,2 3 ~1 0 0
F2 Fzgx,y,z 3 -1 1 -1
Flgx,y,z Fl 3 -1 ~1 1
TABLEAU 111 (suite)



Les indices g et u indiquent la symétrie dans !'inversion. Les fonctions

de symétrie différentes vis & vis de la réflexion o_ sont spécifiées par

h
le nombre d'accent (un ou deux).

2/ On a indiqué la représentation suivant laquelle se transforment les

coordonnées el les-mémes.

3/ Les caractéres des représentations des groupes isomorphes ont été

tabulés ensemble :

i) e = RT3 L mi/e = 4

5/ Les caractéres des groupes centrosymétriques se déduisent aisément

comme produit direct des groupes tabulés avec le groupe 1. (En plus

CBh = C3 X CS).
: % RTINS R e
. 7 E T
D3d ; 3m E : ACB ; 5U2 ; Lo 286 ; 30d
. T
A19 1 ; 1 g 1 % 1 i % 1
A R -1 L -
29 : i i P
3 2 0 -1 1 0 1 21 -1 1 o0
’ : ; 1 ; 1 ! 1 ? 1
P\ 1 ] ? - - : -
v 3 | P
e 2 7 -1 ! o ! =21 1 1 o
A 1 g i 1
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B - LES CLASSES MAGNETTQUES

1 - L'OPERATION RENVERSEMENT DU TEMPS R

Les opérations conventionnelles de symétrie (rotations et rotations
réflexions) permettent la construction des 32 groupes ponctuels.
Cependant, 1l est apparu nécessaire d'élargir ce concept de la symétrie
pour expliquer certaines propriétés magnétiques des cristaux.

En plus de |'arrangement spatial des atomes dans un groupe ponctuel,
H'orientation des moments magnétiques est de grande Importance.

Considérons la figure sulvante :

»’/ ", \\ x?&; X J B ",

7 R A 2.7 SN
/ W T
/! Y | f S
| 1 S
| N

Pl / i
iy ~
\ bt 5 ; /
\ F . ‘.\ /[. :/
\.\ R #/ A, f,;l' ':‘
S e - \‘«q..__.,:_’f -

ST les fléches indiquant les spins sont Ignorées, X2X3 est un plan
de symétfrie et X3 est un axe dlordre 2.

Si on tlent compte des spins, X3 est foujours un axe d'ordre 2 mals
XZXS ntest plus un plan de réflexion.

Pour amener en cofncidence la structure dans le pleln sens du terme,
11 est nécessaire de falre suivre la réflexion par une nouvelle opération
de symétrie, appelée renversement des splins ou renversement du Femps R.

On appellera anti-opérateur ou anti-&lément, |'opération combinée
consistant en une opération de symétrie conventionnelle sulvie par R, et

elle sera primée pour la distinguér ou soulignée.
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Solt RI un élément de symétrie conventionnel, |‘anti-opérateur sera
définl par

R! = RR, = R,R ;

—

Ces nouveaux éléments de symétrie augmentent consldérablement le
nombre des groupes possibles ; les 32 classes cristallines donnent ainsl

nalssance & 90 classes magnétiques.

IT - SOIT UNE CLASSE CRISTALLINE ET SOIT E, RL SES ELEMENTS DE SYMETRIE

St R.R, = R,, alors RIR,-= R! = R R!
i 2 3

IRt =
{Rp== Rz = RyRy et iR, = R

2 3

I'l faut qu'en remplagant certalnes opérations de symétrie par des
anti-opérateurs, on obtlienne encore un ensemble d'éléments qul forme un
groupe.

Le nouveau groupe obtenu s‘appelle une variante du groupe ponctuel.

A partir d'un groupe ponctuel, 1l est possible d'obtenir plus d'une
variante par le jeu des remplacements des opérateurs conventionnels par
des antli-opérateurs. Une méthode particuliérement simple permet d'établir
la liste compléte des groupes magnétiques par |'inspection de leurs repré-
sentations irréductibles. En effet, soit G un groupe cristallographique,
r, une représentation réelle irréductible de dimension 1 de G. Le noyau
de Ta est un sous-groupe invarlant Ha d'indice 2 de G ; on peut donc
assocler a Fa un groupe magnétique Gd, obtenu en remplacant les copérateurs
de G—Ha par les anti-opérataurs correspondants (& la représentation triviale T
est assoclé le groupe trivial G).

Le tableau suivant donne les 90 classes magnétiques.



TABLEAU 1V

Symbole Elements de symétrie
1 E
1 E.
N i
1 * -
m Ech
n A
2 E C2
2 . -
2/m E CZ i 9
g/m + = =
Z/rl] R e
2/m v

| -
Zmm E C2 o, O
2
2_’.”_”_1 L

¥ Mnu
222 E C2 C2 C2
_2_2_2 + = = 4

ol 1] L -
mmm E 02 € C2 i Oh o] v
mmm L I
mmm oAb b b e e e =
mmm B e
4 E 204 C2
f_L + - 4
f E 254 C2
_ZL + -+

E2C, C, i 2S

E-NN
>~
I3 =
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4/m
4/m
4mm
Amm
4mm
4.2m
42m
iz
iz
422
122
422
4 /mmm
4/tmmm
4 /mmm
4 /rmmm
4 /mmm

4 /mmm

PNE W W

3m
3m
32
32
3m

+ 44 4+ M

m
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TABLEAU 1V (sulte)

-+ + - &

{ 1
204 C2 ZOV ZOV
+ b - -
S N

T oA 1 1
CZ CZ C% o, ZS4 oy

+ o+ = -

+

- -4 -

v+

+ - - = g

~ Ot 1
2C4 62 ZLZ ZCZ
+ o+

T N M.

~ § o
2C LZ 2C2 262 i 284 c

- = = 4 e

20! 2g"
v Ty

o~

h

2€5 3C, 1 28, 30



a1
=3

it
3

I O 10V 0nlu«
3

6/m

6/m
6/m
6m2
Bn2
6m2
6m2
6mm
6mm
&mm
622
622
622

6 /mmm
6 /mmm
&/mmm
6/mmm__
6/mmm
6/mmm
23
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TABLEAU 1V (suite)

-t 4 -
P
I
ZC3 oy ZS3
E SN
2C6 ZC3 C2

2C 203 C2 i 28

N

3 256 %,

- F = = 4 = 4

- 4 e e e

~ Tozen s o i
2L6 ZC3 C2 3C2 jCZ i 452 256 oy 3 v 30V

I I e
R R A e T T S
-t =t =t = o = e
8C, 3C

3772



m3

43m
43m
432
432
mam
m3m
m3m

m3m

TABLEAU 1V (sulfe)

8

C

3C2 i 85, 30

3 6

+ o - -

- 8C, 3C, 60 6S

3 772 4

+ 4+ - -

8

~

U

3 3C2 662 604

+ A - -

8C, 3C, 6C, 6C

o+

3 20, 6C, 6C, i 886 3¢ 6o 65

4 b e m wm wm owm e
T T SRR
+ - - - = = + o+

4
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CHAPITRE 11

ROTIONS SUR LES TENSEURS

A - NOTIONS GENERALES SUR LES TENSEURS EN REPERES ORTHOMORMES

L'espace, dans lequel nous définirons les tenseurs, sera un
espace physique. Ce sera donc un espace vectoriel réel, strictement euclidien,
dans lequel nous choisirons une base orthonormée. Dans ces conditions, on

pourra ne pas distinguer les coordonnées covariantes et contravariantes.

I - DEFINITION :

a) Un tenseur dfordre n dans un espace & 3 dimensions est un

n . . sy
ensemble de 3 coordonnées (composantes) + dépendant de n indices

L
varlant de 1 & 3 et se fransformant dans un changement de base par une
Transformation de la forme

o, v (XY) = @ (x)

il ajm %kn +Imn...

ol x'. = a,. x. (a,, = élément de la matrice de changement de base).
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et T (x) sont les composantes du tenseur dans le repére consldéré.

Imn..

Nota :

Nous employons la conventlon de |'indice muet.

- Un scalaire (ou tenseur d'ordre zérc est un &tre 3 une composante Invariante
dans un changement de base aij'
- Un vecteur (ou tenseur d'ordre 1) est un &tre a 3 composantes x, se trans-

i
formant dans un changement de base sulvant la lol

= Un tenseur de rang 2 est &fre & 32 composantes se transformant suivant la

lol

1 =
Ty T % 3 T

1T - ALGEBRE DES TENSEURS :

Dans un changement de base aij
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-
i
>
=<
i
o
>
—
o
<

¥ = =
+ K| a . a ., X, X, a , a
TTJ est la représentative d'un tenseur T = X x ¥ prodult
tensorliel de 2 vecteurs X et Y.
On peut donc dire qu'un tenseur d'ordre n se transforme dans un changement
de base comme le produit tensoriel de n vecteurs, c'est-a-dire comme ["&tre
de composantes Xy yj Zy e

exemple : tenseur d'ordre 3. C'est un &tre & 27 composantes TUk tel que :

! =
T 317 2mj Tnk Tk

Produit tensoriel ? X ? X f T, =X, Y., Z
1jk 1 J 7k

b) la somme ou la différence de 2 tenseurs de méme rang est

un tenseur de méme rang.

¢) Produit tensoriel de 2 tenseurs :

Soit un tenseur A d'ordre p et un tenseur B d'ordre Q. Consldérons f'étre

On vérifie Immédiatement que ces composantes sont celles d'un

tenseur C d'ordre p+q d1+ produit tensoriel ou extérleur des tenseurs A et B

C=Ax B.



ITT - TENSEURS CRISTALLOGRAPHIQUES (OU DT GROUPE)

Les matrices des opérations de symétrie d'un cristal forment

une représentation du groupe ponctue! du cristal.
Les matrices de transformation des composantes d'un tenseur forment aussi
une représentation matricielle du méme groupe. Les composantes du tenseur
peuvent étre considérées comme les composantes d'un vecteur dans un espace
a n dimensions.

Soit un étre A & n composantes ¢n d'un espace vectoriel En a
n dimensions, dont les vecteurs se transforment |1ndalrement dans les

opérations G d'un groupe ponctuel.

L'&re A est dit "tenseur du groupe".

La représentation d'ordre n est réductible, c'est-a-dire qu'ad la suite d'une
transformation linéaire, les fonctions ¢n se partagent en différents jeux

de n1, Moo (n]+n2+... = n) fonctlions de tellie sorte que, lors de |taction
des &léments du groupe, les fonctions de chaque jeu se fransforment exclusi-
vement entre elles. Différents jeux de fonctlons peuvent se transformer
suilvant une seule et méme représentation Trréductible ; la représentation
Irréductible est dite alors &tre contenue dans !a représentation réductible

autant de fols qu'll y a de tels jeux.

'l s'agit des rotations de |'espace réel & trois dimensions lalssant I forigine

Invariante. |l s'agit d'un groupe infini. On montre que les représentations



Irréductibles DJ d'un tel groupe sont caractérisées par des opérateurs

agissant dans un espace & 2j+1 dimenslons.

Ainsl, dans le groupe des rotatlons, un scalalre se transforme sulvant la DO’

un vecteur sulvant la D1.
On peut de méme définir une algébre des représentations irréductibles du

groupe des rotations, par exemple :

et, plus généralement :

. -'
D, D, = 'Y b
J=1-j'l
b) Les tenseurs d'ordre n ont été définls par
rapport & un changement de base, ol, ce qul revient au méme, par rapport
a une opératlon de rotation. On peut donc définir un tenseur d'ordre n

- ~ n -
comme un etre a8 3 composantes qul se transforme, soit sulvant le produit

tensoriel de n vecteurs, solt sulvant la représentation (D1)n du groupe
des rotations.

La représentatlion (Dl)n définle sur un espace de 3" dimensions est
réductible suivant les représentations Irréductibles DJ'

S1 l'on a affaire & un tenseur de groupe, !l faudra encore réduire les Dj

sulvant les représentations irréductibles du groupe ponctuel.
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IV - TENSEURS AXTAUX

g e
TESxsTTzsazsoomszszzz

e o s S e St O S S

Le prodult mixte de trols vecteurs est un pseudo-scalalre ; son signe

dépend de |'orientation de |'espace.

b) Vecteurs axlaux

- — - -

Consldérons le prodult vectorlel 3 A a de 2 vecteurs E et a de composantes

Pp et 4
f17 P29 7 9Pz 5 T 7 P39y 7 Py3 3 T3 = Py 7 P9

I'l est facile de voir que les ry ne se transforment pas dans un changement

de base comme les composantes d'un vecteur, mals sulvant la lol r; = & aij rj ;
le slgne + correspondant & une transformation qul conserve le sens des axes
(lafjl = 1, c'ést-3-dire des rotations), le signe - correspondant 3 des
rotations réflexions (Ia‘Jl = -1).

Nous donnons quelques exemples de transformations de vecteurs axiaux.

o

Rotation d'ordre 2 Inversion Reflexion

‘; i : *-x 7
oife X S
£y | D -

~

A\

D
-

-
o s

s .,

\
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c)_Tenseurs_axlaux
. n
On appellera composantes d'un fenseur axial d'ordre n, un ensemble de 3

composantes t se transformant dans un changement de base selon :

Tikl. ..

+1 (x') = + 3 (x)

k. . i %m 2kn Timn...

le slgne + correspondant & une rotation, le signe - & une rotation-réflexion.

Les fTenseurs qul ne sont pas axlaux seront dits polalres.

B - REPRESENTATION TENSORIELLE DES GRANDEURS PHYSTQUES

I - TENSEUR REPRESENTATIF D'UNE PROPRIETE PHYSIQUE

=============:======================="====-="—'=====

a) Un vecteur est un &tre qui, par rapport & un systéme d'axes Xy

posséde 3 composantes P qui se transforment selon la lotl

~

Solt tes 3 nombres pJ associés a un certain repére.

St 1'on précise que ces 3 nombres sont les composantes d'une grandeur physique,
la lol ci-dessus nous permet de déterminer ces nombres dans n'importe quel
repére dédult du précédent par une opération de symétrie : 1l faut souligner
que les composantes d'un vecteur sont les composantes d'une grandeur physi-

que qui reste Identique lors de ftout changement de base.
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b) De méme, la représentative d'une grandeur physique peut &fre
un tenseur. La régle de transformation des composantes d'un tenseur permet
de frouver les composantes dans n'limporte quelle base. Quand on change de

base, la grandeur physlque ne bouge pas ; seule sa représentation est mod1flée.

c) Une propriété physlque reliant deux grandeurs physlques A et B
définles comme tenseurs, sera également représentée par un tenseur.
Si A est d'ordre p et B d'ordre q, la propriété physique a sera représentée
par un tenseur d'ordre p+q. En effet, 1l est facile de montrer que les

composantes a se transforment comme les composantes d'un

Tjkeoulmn...
tenseur d'un rang p+q, lors d'un changement de base.

d) Les grandeurs physiques A ou B peuvent &tre de nature dif-
férente: Par exemple, B peut &tre un champ magnétique. La propriété
physique a sera représentée par un tenseur dit magnétique.

Dans les équatlons de transformation d'un tel tenseur, lors d'un change-
ment de base, 1| faudra aussi falre Intervenir |'opération renversement

du temps, c'est-a-dire les antli-opérateurs de symétrie. Par exemple, consi-
dérons le cas d'un vecteur axial tel que ﬁ, champ magnétique.

Lors d'un changement de base, la transformatlion des composantes Hi est la

suivante :

Falsons maintenant intervenir |'opération renversement du temps R. Pour
comprendre |'effet de R sur ﬁ, on peut considérer comment aglt R sur un systéme
physiqueéquivalent au champ magnétique.

Le champ magnétique peut &étre considéré comme di & un courant électrique,

et un renversement du sens du courant renverse le sens du vecteur magnétique.
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. -
Par conséquent, la fransformation des composantes de H sous |'actlon d'un

anti-opérateur peut s'écrire:

On peut généraliser cette notion & un tenseur magnétique d'ordre n.

Dkevo ~ 211%0%kt. .. Dimn...

Tenseur axial p? P

[ Tenseur polaire P! =
{ koo~ 2 210%50%0. .. Plon. ..

Hkeo o 21920t Pimn. ..

Tenseur axtal magnétique P! ==(ta,

Lik... i1%mk1 ... Plan. .

{ Tenseur polaire magnétique P!
)

IT - SYMETRIE INTRINSEQUE DES PROPRIETES PHYSIQUES

Des considérations thermodynamiques permettent souvent d'attribuer

aux tenseurs représentatifs des grandeurs physiques une symétrle Intrinséque.

Ainsi, par exemple, le tenseur de susceptiblll+é magnétique x
est symétrique : Xij = XJI' lcl, les composantes du tenseur peuvent &tre
considérées comme les composantes d'un vecteur dans un espace & 6 dimen-
sfons, alors que, pour un tenseur d'ordre 2, le plus général, ses compo-
sanfes sont les composantes d'un vecteur dans un espace 3 9 dimenslons.

Ces notions se généralisent facilement & des tenseurs d'ordre n, et la
connalssance de la symétrie intrinséque du tenseur est absolument nécessal-

re pour la réduction de ce tenseur dans le groupe cristal lographique.



CHAPITRE 1II

METHODES DE REDUCTIONS DES TENSEURS

I - INTRODUCTION

Comme 11 a été vu, les composantes d'un tenseur décrlvent une
propriété physique du cristal. Elles dolvent rester Invariantes dans toutes
les opérations de symétrie du cristal.

D'autre part, on peut aussi considérer que les composantes d'un tenseur
forment une représentation du groupe ponctuel du cristal.

Alnsi, seules les combinalsons linéalres des composantes du tenseur qul
demeurent invariantes dans les opérations de symétrie du cristal, peuvent

avolr des valeurs numériques non nulles.

= S1 une composante du tenseur ou une combinalson linéaire de
ces composantes est Invariante dans toutes les symétries du groupe, cela
signifie que la représentative tensorielle du groupe contient la repré-
sentation Identité I'y. Plus généralement, le nombre de coefficlents in-
dépendants du tenseur est égal au nombre d'interventions a; de Iy dans

la réduction de la représentation tensoriel le.
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Solt la relatlon tensorielle :

B ke T ke tmn. . P, L

Si FA et FB sont les représentations suivant lesquelles se transforment
les tenseurs A et B, le tenseur a se transforme sulvant la représentation
Iy =Ty = Tgou (FA . PB) selon qu'il présente cu non une symétrie Intrin-
séque supérieure a celle de A et de B.

Le probléme fondamental qui Intervient dans la réduction des tenseurs est
donc le calcul de s nombre de fols que la représentatlion Ildentité est

contenue dans la représentatlion tensorielle du groupe.

1T ~ METHODES CLASSTQUES DU CALCUL DE a

Les deux déflinitions que nous avons données pour la définition
des tenseurs cristallographiques conduisent & deux méthodes différentes
de calcul pour a;.

Les composantes du tenseur sont considérées comme les composantes
d'un vecteur dans un espace & n dlmensions (ou de dimentlions inférieures
selon la symétrie intrinséque du tenseur). On calcule les caractéres xa(R)

de la représentation r

é xa(R)

Ot
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Cette méthode est absolument générale et est aussi valable pour les tenseurs
magnétiques, mals nécessite chaque fols un calcul fastidleux des caractéres

des représentations fensorielles.

b) Méthode de Jahn :

e e W ot Tt e T i S o S

On a vu que les tfenseurs d'ordre n se transforment suivant la

représentation (D1)n du groupe des rotations.
Pour calculer a], Il faut donc rédulre la représentation
Pa = (Dj)n suivant les représentations Dj du groupe des rotatlicns et

réduire les DJ suivant les représentations Fa de chaque groupe ponctuel.

r = a. D

p. T

j J
Z a

o J o
La méthode que Jahn a développée est difficile, et n'englobe

pas le cas des tenseurs magnétiques.

ITT - SIMPLIFICATION ET GENERALISATION DE LA METHODE DE JAHN

R A O e T o e 0 S W W U e s 2 L e e WAL s+ G 2 . v s e v s s b o ste e 0 s

Solt V, la représentation vectorielle polaire du groupe des
rotations ; un tenseur polalre quelconque se transformera suivant la
. : n ,
représentation V .
Les caractéristiques tensorielles de quelques phénoménes physiques sont

résumées dans le tableau suivant :



TABLEAU |
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Effet FA FB Fa
Pyroélectricité v
Susceptibilité électrique, magnétique v v (v3)
Conduction thermique, électrique
Piézoélectriclté (v2) v (v2)

Etasticité

Photoélasticité
Electrostriction, magnétostriction

Pouvoir rotatoire

Actlvité optique

(v2)
(v2)

Fyromagnétlsme
Effet magnétoélectrique

Piézomagnétisme

<

V(v2)
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On simpiifie la méthode de Jahn de la manlére sulvante :

Au lleu d'envisager le groupe des rotations et de rédulre ensulte
la symétrie dans le groupe ponctuel, 11 est plus simple de rédulre directement v,
puls Fa dans le groupe ponctuel G, mals sans utiliser directement la théorie

des caractéres.

Tous les théorémes nécessaires pour la |inéarisation des prodults

de représentations Irréductibies ont é&té donnés dans le chapitre I.

a) ST a ne présente pas une symétrie Intrinséque
a celle de A et B, Pa = FA Ry Il faut donc linéariser un produit dans
['algébre des représentations T, du groupe G (cette algébre est la méme
pour les groupes Isomorphes, mais V, donc Fa’ dépend du groupe).

Les produits s'effectuent comme en algébre ordinaire.

B) Si la symétrie Intrinséque de a est supérieur

a celles de A et B, et si T, = Igs» on peut utiliser les formules (10).

Exemple : Effet plézoélectrique dans le groupe 32 (DS)(quarTZ). Cet effet

est caractérisé par V(V2)

V. = Ay +E
(v2) = (A3) + (E2) + AgE
= 2A) + 2E
Voo (VZ) = 2A; + 4A, + 6E

L'effet piézoélectrique est donc possible dans la symétrie 32 et de deux

maniéres différentes (A; = TI'y).
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L'algébre des représentations du groupe est résumée dans
le tableau ci-dessous. La construction d'un tel tableau est immédlate
torsque 1'on connalt les caractéres des différentes représentations

Irréductibles,

Ay Ay £
Ay Ay A, 3
Ay Ay Ay E
E E E Al + Az + E

b) Cas_des Tenseurs axiaux :

La méthode de Jahn simplifiée permet aussi d'étudlier les effets
caractérisés par des tenseurs axiaux.
Soit e, la représentation axiale de G :

- 57 G est propre, ¢ = T3

- 51 G est Impropre, e est la représentation réelle de dimension 1
dont le noyau (ensemble des opérateurs de caractére +1) est le sous groupe
Invartant des éléments propres. '

- sl G est cenfrosymétrique, e = Ty,

Nota : (l'énumération des classes cristallines dans le chapitre I est la

méme que cl=-dessus afin de facillter la recherche des représentations).



Exemple : Activité optique dans le groupe 3m -« (CSV)' Cet effet est

caractérisé par e(V2).

V. =A; +E
(v2) = 2A; + 2E

e = Ay
e(V2) = 2A, + 2E, donc I'effet est Interdit

\

(on remarquera que les groupes C v et D, sont des groupes isomorphes

3 3
donc |'algébre des représentations est la méme).

La méthode s'applique auss! aux tenseurs magnétiques dans le
domaine paramagnétique. La symétrie magnétique est alors G x R, R désignant
I'opération renversement du temps. Un vecteur magnétique B se Transforme

suivant la représentation vectorielle V. onaV=eV={v2} (carré antisymé-
(trique de V)

On remarque que la représentation V d'un groupe impropre est
.IdenTIque a la représentation V du groupe propre correspondant.
L’énergie du cristal dans |'état paramagnétique ne peut contenlr de termes
impalirs en H. Pour étudier les termes pairs, on peut Ignorer le renversement
du temps (R2 = 1) et la notion de tenseurs magnétiques et n'utiiiser que la
symétrie cristallographique G. Ainsi, par exemple, les tenseurs de suscep-
Tibifi*é magnétique et électrique ont la méme forme quel que soit le

groupe G.

Dans le tableau sutvant, on a résumé les résuyltats essentiels
de I'algébre des groupes ponctuels. On se limite aux groupes propres ; les

groupes impropres leur sont isomorphes et admettent donc les mémes représentations.



Les groupes centrosymétriques en sont les prodults directs par
le groupe (1,1) et leurs représentations palres ou impalres se dédulsent
Immédiatement de celles des groupes propres.

Dans le tableau II a , on a tabulé T2, (r2), {r2: (r3) ;r
[o o o o [6

étant de dimension supérieure a 1.

r et

Dans le tableau IT b, on a tabuilé les prodults Fa x FB, o

FB étant de dimension supérieure 3 1.

Dans le tableau III, on a tabulé la !Ilnéarisation de quelques

phénoménes physiques pour les groupes mmm, gm, omm et %mm.

Remarques : Tous ces tableaux ont &té constuits facllement, & {'alde des
théorémes fondamentaux de la théorle des groupes et de la connalssance des
représentations Irréductibles des groupes ponctuels et de la nature de

la propriété physlique.

Exemple_défalllé de calcul : Soit un effet, supposé physique, caractérisé par

Vo [V3) dans le groupe mmm ; (DZh) J D2h est le groupe centrosymétrique qutl
correspond au groupe propre DZ'

Dans le groupe D2 1 222
Vv
V = B1 + BZ + 83

Dans le groupe D2 T ommm

h
Tu ¥ B2u + B

V=28
¥ 3u
= B_l 9 + 829 + 839
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Tarreau II.
Algébre des Hmﬁwmmmagzc.:m des groupes propres.

Tableau 1] a. ik

Carrés et cubes svmétriques et antisymétriques des représentations de dimension supéricure a

=

Iy i {15 - B s
2A + E A+ E A 2A + 3E 2A + E
A+ 2 A + 2B A - aE 2]8
2A + E” A+ E” A 2B 4 3E’ 2B+ E’
2A + 7 A A 24  3E” 2A 4 E”
Ay 34 E A Ay +A,+3E
Ay A, + T A, + By + B, 4
Ay 4+ E, Als B, + B, + 3E,
Ay 4 18, Y Ay + A, + 3E,
2A 4k A+ E A 2A + 3K 2A +E
A4 E 4 2T A+E+T T 2A + 2E + 4T 3+ AT A
M+HA+E A4 E A, A+ A, + 3E : &4 A,+ E
A+ E+T, +T, A+ E o T, i1 Ay + Ay + 2E + 4T, + 3T, Ay + 2l LT, A,
At T A+ E4T, T; R R L A+ T, + 27T, A,




TABLEAU I1b

G PuXFB
6 E'E" = 2B + E'
622 E\E, = B, + B, + E,
23 ET = 2T
432 ET, =T, + T,
ET, =T, + T,

T T, =A, +E+T, +T
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Symeétrie de quelques phénoménes physiques dans les groupes mnit, 3m, OGmm et —mmn.
m
= 5 - |
= | |
=3 : TN 2 m G
= 8 m |
2.1 w _
T i e I P FaLe
50 ‘ww_: T r~.N: I _rwu: W ,/m: a “: i
3 By, =t Byyob By, w Ay, + B, ‘,
G S SR - ) O LA A Bt By, 4 E, |
9 ; A N:w~: =2 _ww: = ~w::v ” 2 .)E L.T ./ma Az Tw—u i MWN: & _mn |
O 3- i _w:: - T“E | 2 A/: 7 Hw_: t www: T TU:
18 A p | L:V ;V—: T 3 Nay i NHWW.: S mm: F Nuw_: =
13 3N I 10 T _wf‘ == c:av i .‘/_a 3N ol Nw_a =+ nAmme .5 TH.:
10 .‘/. 1 1T Ts: iy _Wueu i 2 n/n: gl WE 7 —.wmn 4 3 _w:
ol 1w T hwm: el xu:v | 6 w/: T

Aoyt 381 + 3Bs -4, |




On a :
3) = B3 B, (82 ) .
(v ) 121,2,3 ig ¥ % jz1 Ig( jg’ ng 29 839
3 = 3 2 3
= 819 + BZg + 839
2 = 2 : 2 2
b L Big (B = 8ig(35g) + Big(BSg) + By (E7)
2 2
* 829(839) 839( 19) B3 %g)
= : 2 2
Brglhg) * Big(Ad) + By (A
2 2 2
' BZQ(AQ) B3Q(A9 ' B3Q(A9)
B, (B2 ) = 2) =
% JZ: 1g(Bg) =2 Big * 28y * 2 By [(Ag) Ag}
Blg Bag B3g = B39 7 A
D'ol

~
<
@
—
1]

Ag + 3(819 + BZg + 839)

Ve(Vv3) = (Ag +3(B, +B, +B

19 29 39)) Tu 2u 3u

=9 Au + 7(B1u + BZu + BBu)
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Le tableau V se constrult aisément & |'alde du tableau IV des caractéres

des représentations irréductibles.

Donc cet effet est Impossible dans la classe mmm. ,
On peut vérifler les calculs par comparaison des dimensions de V(V ) et

de 9 Au + 7(B1u + B2u + BBu) qui dolvent lcl étre égales & 3 x 10 = 30.

e o e 2 et o o i st . o e o o S e P Tt i e St e . . i W o e . et A e S PO e o o S i i T D s o s A U M, e S T S e T o o

Certains effets (piezomagnétlsme, effet magnétoélectrique par
exemple) sont interdits dans les cristaux paramegnétiques. Ces effets
deviennent possibles et sont effectlivement observés dans certains cristaux
ordonnés magnétiquement.

Une généralisation de la méthode de Jahn permet d'étudier les "effets
interdits". Cette méthode est basée sur la construction des groupes
magnétiques énoncé dans le chapitre I : & chaque groupe magnétique, on

peut falire correspondre Une représentation Irréductible réelle d'ordre 1.

o) soit alors T un tenseur axial ou polalre,
non magnétique, se transformant suivant la représentation PT J FT est

Insensible & un éventuel ordre magnétique.

B) ST T est magnétique, et si Ty contlent V

une pulssance palre, FT est, comme nous |'avons vu, auss! Insenslible

Qs

Q2

un éventuel ordre magnétique.

ny
v) Au contraire, si I'. contient V & une puissance

T
2n + 1, T décrit un effet interdit dans |'état paramagnétique. Si le
cristal s'ordonne dans le groupe Gu, T se transforme suivant la représen-

tation



@]
N X

TABLEAU 1V

39

g

29

—

3u

Tu

2u




TABLEAU V

Ag BSg Blg B29 Au BBu B1u BZu
Ag Ag B g B1g B29 Au B3U B!u B2u
839 BSg Ag BZg 819 BBu Au BZu B?u
B9 | Big P2g Ag B | Biu By A Bsy
BZg 829 819 839 Ag BZu B]u BSu Au
Au Au BSu B]u BZu Ag BSg B1g B29
BSu BSu Au BZU B1u BSg A9 BZg Blg
Blu B1u BZu Au BBu B19 BZg Ag BSQ
BZu BZu B1u BBU Au B29 B1g 839 Ag
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r§”+1rT =T T, (ri” = 1)
pulsqufun vecteur magnétique se transforme suivant Fav dans le groupe Gu.
Lteffet devient donc possible si ;T contient Ty clest-a-dire si It
contient T,
On étudie donc simultanément toutes les classes magnétigues dérivant d'une
méme classe crlstalline. L'effet décrit par T et interdlt éventuel lement
dans |'état paramagnétique est possible dans les classes Ga Telle que
Fa solt contenue dans FT.
Cette méthode est particuliérement simple, puisqu'aprés avoir introduit
la représentatlion Fa associée au groupe magnétique Gu, on utlillise scgule-

ment les opératlons de syméirie cristallographlque.

P e ™

1) Pyroélectricité et pyromagnétisme.

ST V conflent Ty, G est pyroélectrique ;
Si Vv " ' G est pyromagnétlque.

2) Effet piézomagnétiqgue dans la classe % :

Lteffet piézomagnétique est caractérisé par VFQ[VZJ H

V=A +208
U 3]
V=pa +28
g "% %
ny
V{v2) = 8 A 0B
(v2) g * 198
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L'effet est donc possible dans les classes % (8 invariants)
oL '
et 2T~(1O invariants), interdit dans les classes 2‘ et ZT.
m m m

IV - CONCLUSION

Les quelques exemples physiques choisis mettent en évidence
la simplicité de la méthode pour la réduction des tenseurs cristallographiques.
Cefte méthode permet en outre de traiter simultanément une propriété
physique attachée & |'ensemble des groupes magnétiques dérivant d'un
méme groupe cristallographique.

En plus, si I'on considére des effets non Iinéaires, par exemple :

J, = 0o,. E. +

P75 Tk By Bt 9k

Ej Ek E[ o,

la réductlon des différents tenseurs se falt pas & pas. Les résultats ob-
tenus dans la réduction du tenseur d'ordre n-1 ou n-2 sont utilisés pour la

réduction du tenseur d'ordre n.
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