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DE L’EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT
DES SUPRACONDUCTEURS

Par N. FELICI

INTRODUCTION

Dans cette étude, nous ne nous proposons pas d’ajouter
une nouvelle théorie & celles déja nombreuses’qui voudraient
rendre compte de la supraconductibilité. Nous prenons
comme base le principe suggéré par l'expérience que le
champ magnétique est nul dans le domaine oceupé par un
supraconducteur. Meissner et Ochsenfeld qui ont les premiers
observé le refoulement du champ magnétique par le métal
supraconducleur s'expriment en effet de la maniére sui-
vante : ] 7

« Das Kraftlinienbild in der Umgebung von massiven, rei-
nen Supraleitern ist nach Eintritt der Supra leitfahigkeit so,

- wie es fur den Wert Null der permeabilitit des Supraleiters

nach der Muxwellschen Theorie zu erwarten ist. »
Ce fait peut s'interpréter en disant simplement que la per-
méabilité . du supraconducteur est nulle. Mais London dans

'sa Thése -a montré que cette explication ne peut rendre
‘compte des propriétés des supraconducteurs multiplement

connexes, qui peuvent contenir ‘des flux différents de zéro
M h)

- quand ils sont éloignés de tout aimant. 1l est manifeste que

l’hypoﬂlése u. = o estinsuffisante pour rendre compte de ces
phenomenes Nous prendrons donc comme pl*lnc1pe fonda-

: mental le prmcxpe suivant :
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A l'intérieur du métal supraconducteur le champ magnéti-
que, produit par les causes extérieures et par les courants
électriques circulant dans le métal, est nul. Ce principe est
identique & celui adopté par London, & ceci prés que nous
négligeons complétement 'épaisseur de la couche superfi-
cielle de courant. .

Dans notre travail, nous nous proposons simplement de
démontrer que ce principe a une conséquence admirable et
fondamentale qui est que toutes les propriétés des supracon-
ducteurs en équilibre sont corrélatives de celles des conduc-
teurs électrisés ordinaires telles qu’on les énonce en électro-
statique. Cet énoncé & lui seul résume entiérement nos
résultats car, & chaque proposition de I'électrostatique, nous
ferons correspondre suivant une loi évidente une proposition
sur les supraconducteurs. Il ne saurait s’agir de coincidences
car les deux ordres de conséquences restent liés de fagon
invariable si loin qu'on pousse les déductions. Avant d’ex-
pliguer plus endétail cette corrélation, résumons rapidement
les résultats de 'électrostatique, la partie la plus simple de
I'électricité qui nous sert de modéle dans toute notre exposi-
tion.

Dans celte théorie on déduit toutes les propriétés des

conducteurs électrisés en équilibré du seul principe que le-

champ électrique est nul dans le métal. On montre l'unicité
de I'équilibre quand les charges ou les potentiels des conduc-
teurs sont donnés. Si les conducleurs subissent des mouve-
ments réversibles, il est possible, par le principe supplémen-
taire de la copservation de la charge, de prévoir les
transformations d’énergie auxquelles donnent lien ces mou-
vements et de calculer les forces subles par les conducteurs.
Ceci condnit aux machines électréstatiques, transformant
réversiblement le travail mécanique en énergie polentielle
électrique, et inversement. La simplicité de tous ces phéno-
meénes tient & ce qu’il n’y a aucune énergie dans la matiére
el-qu’on n’'étudie que des élals d’équilibre et des transforma-
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tions réversibles. Enfin, si les conducteurs électrisés, au lieu

‘étre dans le vide, sont plongés dans un diélectrique parfait
infini, 1'effet de la polarisation de ce diélectrique est particu-
liérement simple, un facteur caractéristique du diélectrique
s'introduisant simplement dans certaines relations. Cela tient
encore au fait que les conducteurs sont en équilibre. Bien
que le champ magnétique présentat avec le champ électrique
de grandes analogies, ¢’était une opinion répandue qu’il n'y
avait pas dans le magnétisme de phénomeénes analogues a
ceux qu'étudie électrostatique. En effet on étudiait surtout
les aimants qui ne présentent aucun caractére d’équilibre ; et
il est méme impossible de concevoirdes phénoménes magné-
tiques corrélatifs de ceux de I'électrostatique si on prend
comme notion fondamentale celle de masse magnétique. En
réalité, la notion fondamentale est celle de circuit électrique
fermé. Néanmoins, dans 1'étude des courants ordinaires, il
n’y arien qui puisse rappeler ’électrostatique, car quand un
courant circule il dissipe de 1'énergie sous forme de chaleur,
il ne peut &tre comparé 4 des masses électriques en repos qui

-persistent indéfiniment dans cet état sans nécessiter aucune

énergie. Mais si 'on considére des supraconducteurs, on sait
que des courants y circulent sans dépense d’énergie a I'état
permanent et notré principe fondamental est l'absence de
champ magnétique dans le métal, corrélatif du principe fon-
damental de I’électrostatique. Dans la corrélation qui en
résulte, ce qui remplace la charge électrique est le flux
magnétique ; et ce flux se conserve quand on. déplace ou
déforme réversiblement les conducteurs, ce n'est la que la loi
de 'induction. L'équilibre d’un systéme de conducteurs est
déterminé de fagon unique quand les flux et les courants
relatifs aux différents trous du métal sont donnés. De méme
quelon crée des charges électriques et qu'on transforme le
travail en énergie électrique par les machines électrostati-
ques, de méme la théorie que nous développons permet de
concevoir des machines magnétostatiques, corrélatives des
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machines électrostatiques, transformant réversiblement le
travail mécanique en énergie potentielle magnétique, et
inversement. Par de telles machines, on pourrait établir des
champs magnétiques en ne dépensant que le travail corres-

pondant & I'énergie localisée dans le c’hampfffg_f d, ¢est-

a-dire une énergie infime parrapport a celle que nécessitent
les électro-aimaants ordinaires, excités par des circuits non
supraconducteurs. Enfin si les supraconducteurs sont plon-
gés dans un milieu magnétique parfait et infini, comme ils
sont en équilibre effet du milieu se manifeste trés simple-
ment par I'introduction de I'inverse de la perméabilité dans
certains résultats. Rien de tel ne peut étre obtenu si on consi-
dére des aimants comme les anciens auteurs, car ils ne sont
pas en équilibre.

Notre travail atteint donc deux résultats. Le premier,
kpurement théorique, est de montrer qu’il existe une catégorie
de phénoménes magnétiques corrélatifs des phénomeénes
électrostatiques moyennant les hypoth‘eses‘faites.

Le second consiste en ce que le principe que nous avons
adopté fait apparaitre I'état supraconducteuf comme un état
particuli¢rement simple ou les propriétés du métal n’influent
plus sur le mouvemeunt des électrons (I'épaisseur de la couche
superficielle de courant négligée) ot tous les états sont
d’équilibre et les transformations réversibles, ce qui est un
éminent caractére de simplicité. '

St l'expérience confirmait ces conséquences, il convien-
drait donc de considérer D'état “suprdconducteur comme
infiniment plus simple que I’état ordinaire des métaux, et
par suite au lieu de ranger la supraconductibilité parmi les
phénoménes éitranges ou aberrants, de chercher dans une
théorie électro'niq ue & l'expliquer -avant les phénoménes
usuels des métaux. Cetle maniére.de voir est étayée par le

ffait que certains phénoménes comme l'effet Hall, dont l'expli-

‘cation electromque parait fort difficile, dlqparalssent dans
les &upraconducteurs. ‘
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La corrélation que nous avens annoncée est d’ordre pure-
ment 'mathématique, elle se poursuit entre deux suites de’
déductions tirées de principes corrélatifs. Mais on verra que
cela va plus loin. En effet dans diverses expériences idéales
déduites de notre théorie, nous verrons que la suppression
de la supraconductibilité par le champ magnétique se trouve
corrélative de la déperdition de charge par excés de champ

électrique. Dans les expériences réelles d’électrostatique, en

effet, la réversibilité ne subsiste pas indéfiniment, si le
champ augmente trop, des pertes irréversibles d’énergie se
produisent dues au fait simple qui explique toute l'électro-
statique que le champ électrique est le moteur des charges
mobiles. Si 'on veut concevoir des expériences corrélatives
sur les supraconducteurs on trouve due la aussi une perle
irréversible d’énergie finit par se produire due & la suppres-
sion de la supraconductibilité par excés de champ magné-
tique. Cecl montre que la corrélation se poursuit au dela de
conséquences mathématiques, que cette action du champ
magnétique ‘sur 'état supraconducteur se trouve comme a

~point nommé, pour poursuivre plus profondément 'analogie

avec l’électrostatique.

Le champ magnétique a donc avec le supracourant une
relation aussi fondamentale que le champ électrique avec
les charges, relation qui doit intervenir en premiere ligne
dans toute explication moléculaire. )

Dans une seconde partie de notre travail nous généralise-
rons notre théorie aux supraconducteurs en mouvement par
le point de vue de la relativité. Alors toutes les propriétés

des supraconductenrs en mouvement apparaissent corréla-

tives de celles trouvées: dans le cas statique. On obtient

ainsila théorie la plus générale des supraconducteurs, qu'i
renferme comme cas particuliers I'électrostatique et la théo-
rie mégnétostatique déja envisagée. La décomposition de la
theorle generale en deux théories particuliéres quand il n’y
apas de mouvements rapides correspond & la séparation qui
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se produit alors pratiquement entre l'espace et le temps.

Nous adopterons dans notre exposition un point de vue
purement théorique, sans se préoccuper de la difficulté de
réaliser tel phénoméne préva. Nous signalerons les diffé-
rents phénoménes connus (effet Meisser, unicité de I'équili-
bre d’une sphére, production de flux par influence, absence
d’effet Hall), que notre théorie explique simplement, mais
nous nous attacherons avant tout 4 mettre en lumiére cette
remarquable corrélation avec I'électrostatique.

PREMIERE PARTIE

De l'équilibre des supraconducteurs.

Faisons d’abord une remarque sur le champ d’une couche
plane uniforme indéfinie de courant, de densité { Le champ
élémentaire est : )

dH = — (grad (1/r)) X ids;
n X dH==+ (n.grad (1/r))ids

car n.i= o, n normale unitaire au plan.

nx H=iffn.grad(x/r)dc:m

on en déduit : .
H=2ni X n,

résultat corrélatif de celui de 1’électrostatique E = 2non,
champ d’un plan couvert d'une couche uniforme d’électri-
cité. '

Evaluons le champ d’un cylindre circulaire infini recou-
vert d’une densité i uniforme. On voit aisément que le champ
n'a pas de covmposante radiale. Appliquons le théoréme
d’Ampeére fHdM = 4ni 4 un cercle de méme axe que le

cylindre. Si le rayon r du cercle est inférieur a celui du

cylindre { == o0, on a donc/Ha’M == 2nHr=—o0;H=o0.Sice

, . . a1
rayon est supérieur on a anHr=/n:; H= - Le champ estle

méme que si tout le courant était concentré selon I'axe. Ces
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résultats sont corrélatifs de ceux sur le champ d’une sphére
ou d’un cylindre circulaire recouverts uniformément d’élec-
tricité.

1. Premiéres propriétés des conducteurs en équilibre. —
1° Le courant est purement superficiel. En effet dans le
conducteur H = o, d’aprés le théoréme d’Ampére le courant
qui traverse une courbe fermée quelconque tracée dans le
métal est nul, ce qui entraine que la densité de courant
dans le métal soit nulle. Cette propriété est corrélative de
celle des conducteurs électrisés pour lesquels la charge est
purement superficielle. <

2° Si nous considérons diverses courbes tracées dans ou
sur le métal, réductibles les unes aux autres par déforma-
tion continue, le flux qui les traverse est le méme. Clest
évident puisque le flux magnétique est tout entier en dehors
du métal. Nous voyons apparaitre l'importance de la
connexion des conducteurs, si le conducteur est simplement
connexe, toutes les courbes sont traversées par un flux nul,
autrement il existe plusieurs classes de courbes irréductibles
les unes aux autres, qui sont traversées pardes flux différents.
Ezemple : tore. Cette propriété est corrélative de celle des
conducteurs électrisés-en équilibre : dans toute la masse du
conducteur le potentiel est constant. Ici ¢’est la circulation
du potentiel-vecteur qui est la méme le long de diverses
courbes tracées dans le conducteur.

3° Champ au voisinage d’'un conducteur. Considérons un
point M infiniment voisin de la surface du conducteur. Nous
pouvons diviser la surface du conducteur -en deux parties :

un élément E entourant M, qui peut &tre considéré comme

plan et d’intensité uniforme, et le reste de la-surface.

Il o’y a que I'élément E dont le champ soit discontinu
quand on traverse la surface, comme le champ d’un-cété de
la surface est nul, il est de I'autre coté égal 4 deux fois celui
de I'élément E, c'est-a-dire H = 4=i X m. On -peut donc
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dire : le champ en un point infiniment voisin d’un condue-
teur en équilibre e<t tangent & la -surface, normal aux
lignes de courant en ce point, et égal & 4mi. Cette proposi-
tion est corrélative du théoréme de Coulomb sur le champ
en un point infiniment voisin de la surface d’un conducteur
(n normale extérieure) chargé E = fnon.

4° Pression magnétostatique. Quand les courants sont en
équilibre sur le conducteur, chaque élément de courant est
soumis au champ de tous les'autres. Cherchons quelle est la
force exercée sur un élément E, ot la densité est 1. Tout le
reste des courants produit un champ H = 2=i X n, la force
qu’il exerce sur E est F —=ids X H = — ani®nds. La force
est'donc une pression dirigée vers I'intérieur du conducteur,
et égale & ani?. Cette pression est 'analogue de la pression
électrostatique 2ms?.

- 2. Equilibre ‘'d’'un systéme de conducteurs fixes. — 1Ii
convient de chercher, pour un systéme de conducteurs
donné, toutes les répartitions de courants qui produisent un
champ magnétique nul dans le métal. -

1° Nous allons montrer comment dans une infinité de cas
on peut trouver une solution, en appliquant un principe
corrélatif du principe des images électriques, qu'on peut
énoncer comme suit :

Si une surface fermée S 4 deux cotés peut étre considérée

-comme tube de force d’'un champ magnétique conservatif H,

tel que rot H = o, et si ayant choisi un ¢oté positif et un
coté négatif sur cette surface, on place sur elle des courants

de densité i:—é—t—(n X H) (1 normale positive), le champ

magnétique produit par ces courants est nul dans la région
négalive, identique au champ donné dans la région positive.
En général, on pourra considérer au lien d'un tube de

force unique, divers tubes de force formant des surfaces

distinctes, et on aura ainsi la solution du probléme de I'équi-
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libre pour des systtmes de conducteurs n’ayant pas de points
communs.

Pour établir ce principe, nous allons commencer par
démontrer upe formule qui joue ici un role analogue & celle
de Green en électrostatique :

Soit H un champ, tel que rot H = o, si on se place en un
point de I'espace, et appelle r la distance de ce point fixe a
I’élément de volume dv, on a : ‘

f/s‘—;(vXH)dc:/‘//;<grad =) X Hebo

S étant une surface fermée limitant le volume V dans lequel
le champ H est régulier, et v la normale extérieure & V.
On a en effet :

TOt(-I“ >=-:;—r0tH +<grad7[> X H:{grad 7’.)

><Het‘/fjv‘rot(lrH)dv:/‘ﬁ%(va)dc.

Cette formule étant établie, considérons un tube de force S
fermé d’un champ magnétique, et distribuons sur S les cou-

. Fig. 1.

rants de densité s = I/AWZZ X ﬁ; Nous allons d’abord mon-
trer que ces courants dérivent d’une fonction de courant,
c’est-a-dire que le courant sera bien conservatif, condition
essentielle pour un courant réel. Les lignes de courant sont
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les traces sur S des surfaces équipotentielles du champ
magnétique, par suite :

hruids=/4wi'ds'; ids='ds’ (fig. 1),

le courant est donc bien conservatif.

Appliquons alors notre formule au volume positif, situé
du c6té positif de'S en plagant le point fixe M dans la méme
région. Appelant v la normale extérieure &4 ce volume, il

vient :

J S ox Hydz= [ [ fi{grad 5 ) x Hao.

Considérons maintenant le potentiel-vecteur F créé, dans
le domaine qui nous occupe par les courants que nous avons
mis sur S. Cest :

o [ o e [ f (i) b

n normale positive & S, v normale extérieure &4 V; n==—y.
Par suite :

e [ )

Pour voir ce que signifie I'intégrale triple, il suffit de
remarquer qu’elle représente le champ en M d’un systéme
de courants en volume de densité cubique H/4im, et nous
avons le droit de considérer de tels courants car, dans le
domaine qui nous occupe, H est conservatif. Ceci montre de
suite d’aprés une propriété connue, que :

rot F:[;‘nH/lﬂt:H

Ce qui montre que du c6té positif de S, le champ créé par
les courants distribués sur S et de densité ;

i:—[;_-n:—(HXH)

est identique au champ dontS est tube de force.
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Considérons toujours comme volume d’intégration le
volume V positif, et plagons le point M du c6té négatif
de 8. Nous obtenons comme expression du potentiel-vecteur
en M:

F:—[‘%f‘f—:—(nxH)dc:—-ﬁ%{-[f(f(grad—})XHdv

ce potentiel-vecteur est encore le champ de courants H, mais ‘
comme M est en dehors de ces courants, on a :

rot F = o.

Le champ des courants répartis sur S est bien nul du coté
négatif. En appliquant au potentiel-vecteur I le théoréme
d’Ampére pour une courbe tracée dans le domaine négatif
de S, il vient :

fF.dM:zuc(ﬂux de H/4x) = flux de H.

Nous retrouvons que les différentes courbes tracées 4 I'in-
‘térieur du métal embrassent le méme flux.

Si0glaze
5 ¢

~

Fig. 2.

Faisons maintenant quelques applications. ’
Evaluons le courant total porté par un conducteur consi-

"déré comme tube de force d’un courant I, Le conducteur et

le courant I donnent le méme champ dans la région positive
—[:;- fH. dM le long d’une courbe C tracée sur le condue-

teur représente le courant total porté par le conducteur tra-

7
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versant la courbe. Si la courbe boucle le courant I, les deux
courants sont égaux. Si elle ne boucle pas I, le courant
total du conducteur est nul

Considérons par exemple le champ d'un courant circu-
laire (fig. 2). Nous pouvons considérer un tube de force en
forme de tore tel que le courant soit & I'intérieur. Si nous pre-
nons comme coté positif le c6té extérieur du tube nous obte-
nons I'équilibre de cette surface isolée portant un courant
total égal au courant circulaire. 8i nous prenons comme
coté positif l'autre c6té, nous obtenons I'équilibre d’une

2

Fig. 3. Fig. 4.

cavité doublement connexe contenant un courant circulaire.
Il est évident que les courants { dans ces deux cas sont égaux
et de sens contraires. Mais nous pouvons également consi-
dérer un tube en forme de tore tel que le courant soit a 'ex-

‘térieur. Si nous prenons comme c6té positif 'intérieur du

tube, nous obtenons l'équilibre d’une cavité doublement
connexe vide. Sur les parois de cette cavité circulent des
courants, quoiqu’elle soit vide. Nous voyons donc que sur
une surface multiplement connexe, il est possible de trouver
des courants produisant un champ nul d’un cété ou de
I'autre. Ceci montre qu’il n’est pas possible par des proprié-
1és particuliéres de distinguer 'intérieur et 'extérienr d’une
surface fermée, qui peuvent jouer exactement le méme role.

Toutes les propriétés que - nous venons d’énoncer sont
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corrélatives de ce qu’on sait sur les images électriques en
électrostatique. Il y a certaines différences dans les consé-
quences pratiques, ici par exemple on pourra avoir des cou-
ches de courant produisant un champ nul & 'extérieur, ce
qui n'existe pas en électrostatique. Cela tient & ce que la
connexion d’'une surface a une importance fondamentale, 4
cause du flux qui traverse les trous. Rien de tel en électro-
statique, car comme nous le verrons plus loin, I'homologue
du flux magnétique est la charge électrique et par suite les
trous d’une surface ne sauraient avoir l'importance quils
ont nécessairement ici.

Dans certains cas, il y a dans le champ des lignes de force
singuliéres qui présentent un point d’arrét sur le conducteur
(fig. 3). En ce point le champ et le courant sont nuls, et de
part et d’autre ils sont de sens contraires. Ces lignes peuvent
former une surface dont la trace sur le conducteur sépare
deux nappes de courants de sens inverses (voir figure équilibre
d’un tore influencé par un aimant), ou bien étre isolées. Ce
cas se rencontre dans les conducteurs simplement connexes.
Pour pouvoir trouver ces cas d’équilibre par la méthode des
images, il suffit de considérer des champs magnétiques ou H
s’annule en certains points de l'espace. On voit aisément
qu’en un tel point se croisent deux ou plusieurs lignes de
force singuliéres et que les autres le contournent (fig. 4). Si
le champ est cylindrique, les deux lignes singuliéres se cou-
pent & angle droit. C'est le genre de singularités qu’on
appelle un col. On prendra alors comme tube de force, pour
appliquer la méthode des images, un tube contenant diverses
lignes singuliéres. Donnons quelques exemples :

Exemple ‘1. Cylindre circulaire plongé dans un champ
uniforme :

Considérons deux fils paralléles rectilignes, de distance
infiniment petite ¢, portant deux courants égaux, de sens
inverses, et de valeur 7. L'angle solide sous lequel on voit ce
circuit d’un point M est 2dw (fig. 5), le plan de figure étant

.

T

s

e
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le plan mené par M perpendiculairement aux fils. Le poten-

. o . .ecos B Ucos .
tiel scalaire créé sera aidw =2 ———= — (2ie=1U).

U cos 6

—— , le champ perpendicu-

Le champ radial sera H,—

U sin

,.2

laire H, = (en valeur absolue, fig. 6). Plagons-nous

sur un cylindre ayant pour axe les fils et de rayon a, et
superposons au champ précédent un champ uniforme H, de

.U
direction Oz normale au plan des deux courants, Si z =H,,

v

dw

Fig. 5. Fig. 6.

on voit que le champ radial reste toujours nul, et que par
suite le cylindre envisagé est un tube de force. Appliquons le
principe des images, nous obtenons I'équilibre d'un cylindre
circulaire plongé dans un champ uniforme normal aux géné-
ratrices (fig. 7). Le courant total porté par le cylindre est nul.
Le long de deux génératrices opposées le courant est nul, ce

sont des points d’arrét de lignes de force. Le champ total sur

le cylindre est 2H, sin 6, la densité est donc i = 42 == E_‘; sin 0.
¥ 27

Le potentiel est V:—How—Ur—": :—H(,:c([ + —f—j—) Nous

" pouvons superposer au champ précédent celui d’un fil por-
tant un courant J, et coincidant avec 'axe du cylindre. Le
cylindre reste tube de force du nouveau champ. Nous avons
I'équilibre d’un cylindre circulaire plongé dans un champ
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uniforme, portant un courant total ;. La densité portée par le

. . H, - j , des
cylindre est ¢ =;% sin § 4+ - FElle s annuleiet on a

#

Fig. 8.

lignes & _points d’arrét si j <Hya, elle ne s’annule pas’ si
> HOa.‘vOn a alors une ligne de force faisant une boucle et
ayant un point double ou1 le champ s’annule (fig. 8).
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Exemple 2. Sphére plongée dans un champ uniforme:

La solution est analogue ; on considére le champ résultant
de la superposition de celui d’un doublet de moment I et
d’'un champ upiforme Hj parallele & 91U et de sens contraire.
On voit aussitét que <1 P'on considére une sphere de centre O

2010 . :
et de rayon a tel que —;— =TH, elle est tube de force. Nous
obtenons donc la solution de Péquilibre d’une sphére plon-
gée dans un champ uniforme. Les lignes de courant sont des

K]
I\ %
A
¢
“Qjﬁ A &
Fig. g

cercles coaxiaux dont 'axe est paralléle & H,. La denxité est

. . I sin 6 3H, . .
l:é[Ho sin B 4 ~—-——a; ]:-8—_0 sin 8. Le potentiel est

Mz g ad
V:——Hox— 3 :—HOJZ<I+F)
Le champ s’annule en deux points diamétralement opposés

qui sont les points d’arrét de la seule ligne de force rigou-

‘reusement rectiligne du champ. On voit qu’une courbe quel-

conque tracée sur la sphére est traversée par un courant nul,
car lacirculation du champ le long d’une telle courbe est nulle.
‘En effet la circulation du champ H est nulle, et celle du

—-champ du doublet aussi, celui-ci étant équivalent & une bou-

2
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cle de courant infiniment petite. Le champ résultant a donc
aussi une circulation nulle. Ce fait est caractéristique des
conducteurs simplement connexes. La force & laquelle la
sphére est soumise est nulle, elle ne tend A prendre aucun
mouvement.

Exemple 3. Sphére influencée par un petit aimant (fig. 9):

Considérons le champ produit par deux doublets A et A’
de moment JIU et 1L’ paralléles & AA' et de sens opposés. En
deux points « et 8 de la droite AA’ conjugués harmoniques
par rapport & A et A’ le champ est nul. Plagons-nous sur la
sphére de diamétre «f et centre O. Posons OA =a, OA=12/,
OM=R, on aa.a’'=R=2. Prenons dans un plan passant par
AA’ deux axes Ozy, Ox coincidant avec AA’. On trouve pour
le champ :

391 ’[(a)——a’v l_ (z — a)ﬁ]

]‘/2 r2

—H,= 73
3oy —a z—a
H=230 220 22 ] xH, + yH,=o.

Le champ est tangent & la sphére qui est donc un tube de-

force. Nous avons donc résolu le probléme de 1'équilibre de
cette sphere influencée par le petit aimant A. Les lignes de
courant sont des cercles d’axe AA’. Le champ tangent & la
sphére est :

3 yla® — RY) {e? +¥R? — 2ax)
- Rr .

H

On peut déduire de cela I’équilibre d’une spheére plongée dans

un champ uniforme. 1l suffit d’éloigner A indéfiniment

a1

. ED) [V .
en maintenant —— = H constant. On a sensiblement :
a?—R*=qa?=r? a* 4+ R? — 2qxc =r2.

Dod: H= %—% ce qui est le résultat obtenu.

Par ailleurs on peut calculer la force F avec laquelle 'ai-

*y
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mant repousse fa sphére. Cette force est égale & celle avec
laquelle les deux doublets A et A'se repoussent. S1 H est le
chamyp créé par un des aimants, soit A, la force avec laquelle

: ’ s 28 . On a done : F == 8ILINT
il repousse la‘lutre est O 5 @ —ay
comme :

M < R—a \$__ ¢ Fe 6JIL2R3a

M T TN IR) T R T (@ — Ry

st @ est grand on a sensiblement F = 691L2R?%/a” ; elle décroit
extrémement vite quand a croit, puisque si a double elle est
divisée par 2" =128 Par ailleurs on a l2 un moyen théorique
de mesurer directement le moment magnétique I d’un
aimant de fagon absolue. '

Remarque : dans les exemples précédents, on peut suppo-
ser que c’est 'espace extérieur 4 la sphére ou au eylindre qui
est plein de métal. On obtient ainsi I'équilibre d’une cavité
sphérique contenant un aimant, ete.

Le probléeme de I'équilibre des conducteurs présente une
analogie remarquable avec celui du mouvement irrotationnel
permanent d'un fluide incompressible. En effet dans ce pro-
bléme, on doit trouver un champ de vitesses H conservatif,
dérivant d’up potentiel V(3,V==o0)et tangent 4 des obstacles
donnés en tout point de leur surface. Supposons qu’on ait
trouvé un tel champ H et étudions I'équilibre magnétique des
obstacles, supposés conducteurs. Répartissons sur eux les

courants  donnés par la relation i = '41? (n x H)("). Ces cou-

rants { sont une solution. En effet H dérivant d'un potentiel,
i est conservatif, d’aprés ce qu'on a vu. Appelant F le poten-
tiel-vecteur créé par les courants § dans Vespace ou le fluide
circule et appliquant le raisonnement déja employé, on
montre que le champ produit par ces courants est nul dans
I'espace ot le fluide ne circule pas, identique & H dans Vespace

(!) n normale du c6té du fluide,
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ou il éircule. Toute solution du probléme hydrodynamique est
donc solution du probleme magnétique. La réciproque est
évidente. Cette identité donne un sens remarquable a la
notion de flux magnétique, que depuis longtemps on a plus
ou moins vaguement comparé au flux hydraulique. Cette
analogie qui reste vague, si on considére comme autrefois
uniquement le champ produit pvar' des aimanls, prend une
valeur considérable si on considére des conducteurs. Autour
d’eux le flux magnétique conservatif se compor{e exactement
comme un flux liquide incompressible autour d’obstacles
donnés. Cette identité des deuxiproblémes permet d’appli-
quer & l'étude de équilibre des conducteurs les résultats
connus de l’hydrodynamique sur les écoulements irrotation-
nels permanents. On retrouvera ainsi 'équilibre de la sphére
plongée dans un champ uniforme, celui du cylindre circu-
laire, ete. Il y a également identité, comme on le voit facile-
ment, entre le probleme de I'équilibre magnétique et celui de
la répartition du courant électrique dans un milieu conduc-
teur contenant des obstacles isolants remplagant les supra-
conducteurs. Cette identité se borne d’ailleurs & celle des
potentiels et des champs, car les deux phénoménes sont pro-
fondément différents, les supracondacteurs étant en équi-
libre et les obstacles isolants ne I’étant pas. En particulier
ces obstacles isolants portent des charges statiques qui o’ont
pas de rapportavec les courants portés par les supraconduc-
teurs. Dans le cas particalier de I'équilibre de corps cylindri-
ques infinis, on a & faire & des champs magnétiques plans. Si
on considére les réseaux des équipotentielles et des lignes
de force, ce sont deux réseaux'orthogonaux. Le premier
étant isotherme (A,V =0), le second l'est aussi. Inversement
on voit qu'étant donnés deux réscaux isolhermes conjugués
ils peuvent &tre considérés comme réseaux d’équipotentielles
et de lignes de force d’un champ. Cest le résultat connu de
l'hydrodynamique. On peut faire de cela diverses applica-
{ions. On obtiendra des réseaux isothermes conjugués en
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considérant une fonction analytique Z=fig)=X + 1Y, eten-
prenant les lignes X=C, Y=C (Ou mod Z=C, arg
Z=C". -

Exemple : soit f(z):H0<z+%—) Les lignes de force
seront données par I'équation _l/(I — ?ﬁi’ya‘) =C si CG=o,
on a un cercle de rayon «. Le potentiel est :

a2
V:—HO.I(I —I—m)

Nous retrouvons la solution de I'équilibre d’un cylindre
circulaire plongé dans un champ uniforme perpendiculaire
4 son axe, le courant total porté par le cylindre étant nul.

En prepant comme fonction :

fe)=Hy(z+ T) —oy—rilog 2

on a encore comme ligne de force particuliére le cercle de
rayon . a, mais la circulation du champ autour du cercle
vaut 4nz. On obtient ainsi-1’équilibre du cylindre circulaire
dans un champ uniforme, mais le courant total étant égal & 1.
Soit f(z)=Az". On a alors une solution de I'équilibre d’un
driédre conducteur ayant un angle de =/n, saillant ou ren-
trant selon que r est inférieur ou supérieur a 1. On constate
aisément que le champ sur Paréte est infini ou nul selon
qu’elle est saillante ou rentrante. '

Soit fls)=(z— e, \(z—e5): ... (s —en)ney ... & étant
différents points du plan. Soit 7, ... r, et B, ... 0, les

modules et arguments de z—e, ... £—én On a mod
. i i . .

fe)=ryirit ... riretarg f(z)=1,0, + ... + 0,0, Les deux
5 10 . _ e s
réseaux de courbes ri'...rr=0C, 1,8, ... + Lh = C’ sont
dont deux réseanx isothermes conjugués. [l est facile de voir
4 quel champ magnétique cela correspond. Considérons des

» fils rectilignes perpendiculaires au plan 2 le pergant aux

points e, ... e, ot portant des courants 7, ... i,- Le potentiel
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scalaire magnétique créé par ces fils est 2(s,6, 4 ... + 1,8,).
Les lignes de force ont donc pour équation ry ... rin=C.

Sion considére des cylindres ayant une de ces lignes comme
section droite, et quon répartisse sur lui le courant

i= Z]:T (71 X H), on obtient un champ nul & Uintérieur et les

autres lignes comme lignes de force 4 l'extérieur. En parti-
culier si on a deux points et si iy=—1, il vient r /r,=C,
les lignes de force forment un faisceau de cercles, les équi-
potentielles formant le faisceau conjugué. On a ainsi la
solution de 'équilibre de deux cylindres circulaires paralléles
portant des courants totaux égaux et de sens inverses. Si
{y==i,0n a r;ry=C, les lignes de force sont des cassinoides
et les équipotentielles des hyperboles équilatéres. On a la
solution de I'équilibre de cylindres cassinoidaux.

Si on transforme de facon conforme deux réseaux iso-
thermes conjugués, on obtient deux autres réseaux iso-
thermes conjugués. C'est-a-dire qu’une telle transformation
transforme les lignes de force et les équipotentielles d’un
champ en les lignes de force et les équipotentielles d'un
autre champ magnétique et la circulation du champ le long
d’une ligne est égale a celle le long de sa transformée, c’est-
a-dire que le courant total porté par un cylindre est conservé
dans la transformation. i

Soit par exemple un faisceau de cercles concentriques et

leurs rayons lignes de force et équipotentielles d’un cylindre -

circulaire isolé. Appliquons la transformation conforme
{= 2%(z + —i—> Les cercles de rayon plus grand que a
deviennent des ellipses homotocales, et les rayons des hyper-
boles homofocales & ces ellipses. On a donc deux réseaux
isothermes conjugués el par suite la solution de I'équilibre
d'un cylindre elliptique isolé. Une ligne de force L étant la
section droite de ce cylindre, la densité i est inversement
proportionnelle a la distance de L 4 une ligne infiniment
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voisine L/. L et L’ étant deux ellipses homofocales, la den-

/, 2 2 :,
sité ¢ est proportionnelle & 1/\/ % + % ,aet Bétant les axes

de Vellipse. Si le rayon F du cercle transformé est égal 4 «,
lellipse se réduit 4 son segment focal de longueur 2a. Le

cylindre se réduit & une bande portant une densité 1/\/a2 —x?
dont le champ a pour lignes de force les ellipses précédentes.
La méme transformation appliquée & un cylindre circulaire
plongé dans un champ uniforme donne l'équilibre d’un
cylindre elliptique plongé dans un tel champ.

.Eléments correspondants : comme on I'a déja vu ce qui
correspond aux surfaces équipotentielles de I'électrostatique

Fig. 1o0.

ce sont dans notre théorie les tubes de force du champ magné-
tique. Inversement les surfaces équipotentielles du champ
magnétique sont corrélatives des tubes de force du champ
électrique. C'est ce que moatre le théoréme des éléments
correspondants, corrélatif de celui de I'électrostatique.
“Considérons deux surfaces équipotentielles du champ
magunétique, qui découpent sur deux conducteurs différents
deax nappes de courant (On sait que la trace de ces surfaces
équipotentielles sur les conducteurs sont des lignes de cou-
rant). Formons un circuit fermé par les lignes AB et CD
(fig. 10) contenues dans les surfaces équipotentielles et les
lignes BC et DA tracées dans le métal, La circulation du
champ le long de ce circuit est nulle, puisqu’il‘est nul dans

.
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le métal et perpendiculaire aux surfaces équipotentielles &
lextérieur. Les deux nappes renferment donc-deux courants
de méme intensité et de sens inverses.

La corrélation entre tubes de force et surfaces équipoten-
tielles prend un sens plus précis dans le cas de champs cylin-
driques. Considérons le champ magnétique d’un fil rectiligne
iafini parcourn par un courant, et le chamyp électrique du
méme fil chargé d'une densité uniforme. Ces deux champs
sont en tout point orthogonaux et proportionnels entre eux.
Soit donc un cylindre infini en équilibre électrostatique et
portant une densité donnant un champ nul a I'intérieur, Si
nous distribuons maintenant sur le méme cylindre des cou-
rants superficiels paralléles aux génératrices on voit aussitét
qu'en tout point de 'espace les champs électriques et magné-
tiques produits par ces deux densités sont proportionnels
et perpendiculaires. Les courants que nous avons distribués
sur le cylindre sont donc solution du probleme de son
équilibre, puisque produisant un champ nul a U'iptérieur, et
a l'extérieur les surfaces équipotentielles du champ élec-
trique sont des tubes de force du champ magnétique et
inversement. '

Considérons par exemple le probléme de I'équilibre
magnétique de deux cylindres circulaires paralléles. Con-
naissant la solution du probléeme corrélatif de 1’électrosta-
tique on vérifie aussitot que ces cylindres peuvent étre consi-
dérés comme tubes de force du champ de courants rectilignes
paralléles de sens inverses, et que par suite les lignes de
force de leur champ quand ils sont en équilibre forment un
faisceau de cercles. Les surfaces équipotentielles sont des
portions de cylindres circulaires, dont les sections droites
forment le faisceau conjugué du précédent.

On sait également que si I’on considére un cylindre ellip-
tique électrisé, les surfaces équipotentielles sont des cylindres
homofocaux au cylindre donné et les lignes de force des
hyperboles de méme foyer que la section droite. Dans léqui-
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libre magunétique de ce cylindre, les lignes de force seront
des ellipses homofocales & la section droite et les surfaces
équipotentielles des portions de cylindres hyperboliques
perpendiculaires 4 ces ellipses. Nous retrouvons un résultat
déja démontré.

Admettons maintenant qu'il existe une solution non nulle
du probléme de I'équilibre dans le cas général. Nous allons
montrer que cette solution est unique si on se donne, pour
chaque trou du systéme de conducteurs, le courant total 7
qui I'entoure ou le flux ¢, qui le traverse.

F
H
Ligne de
kﬁo/urant
Fig. 1r.

Etablissons pour cela une formule :

f f Hedo =45 Y, ixey

en effet H? = diw(F X H) :

//fﬂidv :f/;bHFds;Aﬂffi_Fdsdl .
= lmfa’ifF cos ads = 4rio (fg. 11).

Pour établir cette formule, il faut supposer que les lignes

.de courant sont fermées ou approximativement fermées,

c’est-a-dire repassent aussi prés qu'en veut d’elles-mémes
apres suffisammeont de trajet. D’ailleurs, ces lignes de cou-
rant. étant les traces sur les conducteurs des surfaces
équipotentielles du champ magnétique, on voit qu'il est
nécessaire ~qu’elles se ferment, mais ceci n’est pas une
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démonstration rigoureuse. En effet, si elles ne se fermaient
pas exactement on aurait ce que représente la figure 11, et
le champ ne pourrait manifestement pas avoir le sens qu’il a.

Cette formule établie, nous voyons que si nous nous don-

nons pour chaque trou, soit le flux nul, soit le courant total

nul, il vient :
ff[szU: bz ¥ iyor==o0,

ce qui entraine que H est nul partout, c’est-d-dire que la
solution du probléme de 1'équilibre est identiquement nulle.
(’est en particulier le cas d’'un systéme de conducteurs sim-
plement connexes : pour tous le flux est nul, il n’y a ancune
autre solution pour leur équilibre que zéro identiquement.
Si maintenant on se donne pour chaque trou, le flux ou le
courant, la solution est unique. En effet, s'il y avait deux
solutions, la différence de ces solutions serait manifestement
‘une solution qui correspondrait & des flux ou a4 des courants
nuls, c’est a-dire identiquement nulle. Par suite, la solution
est unique.

Ces conclusions sont corrélatives de ce qu’on sait en élec-
trostatique sur l'unicité de la solution, quand on se donne
la charge ou le potentiel pour chabque conducteur. Un sys-
téme de conducteurs simplement connexes est homologue
d’un systtme de .conducteurs dont. toutes les charges
seralent nulleset on sait bien qu’il n'y a pas d’autre solution
que zéro.

3. Influence magnétique. Ecrans magnétiques. — Quand un
conducteur est placé dans un champ magnétique, il s’établit
des courants de fagon-qué le champ soit nul & lintérieur.
Le déplacement du conducteur produit une variation de ces
courants de fagon que le champ reste toujours nul (Infiuenoe
magnétique). .

Il y a un cas extrémement remarquable d’influence, c'est
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celui d’'un systéeme de conducteurs simplement connexes
approché d’un aimant. Il n'y a alors qu’une solution. En
effet la répartition des courants doit donner dans le conduc-
teur un champ égal et opposé & celui de Paimant. S'il exis-
tait deux telles répartitions, leur différence serait une répar-
tition donnant un champ nul & l'intérieur, et on sait que
dans le cas d’un systéme de conducteurs simplement con-
nexes, il n’y a pas a cela d’autre solution que zéro. Par
suite :

Un systéme de conducteurs simplement connexes étant
plongé dans un champ magnétique donné, la répartition qui
se produit sur lui est unique et par suite indépendante du
chemin suivi par le systéme. En particulier la répartition est
la méme que le systeme devienne supraconducteur dans le
champ, ou y soit apporté, déja refroidi. Ainsi se trouve
expliqué ce phénomene fondamental que 'état d’une sphere
supraconductrice plongée dans un champ ne dépend pas du
chemin qu’elle a suivi, si du moins la masse supraconduc-
trice est vraiment simplement connese ().

Sile conducteur influencé n’est plus simplement connexe,
la solution de son équilibre quand il est plongé dans un
champ dépend du chemin suivi, et nous en verrons l'appli-
cation aux machines magnétostatiques, c’est-4-dire & la pro-
duction de flux par influence.

On peut ajouter & une solution particuliére du probléme
la solution générale de I'équilibre de ce conducteur isolé
dans ’espace, et on obtient ainsi toutes les solutions du
probléme posé.

Soit par exemple un tore étroit par rapport a son diamé-
tre. La solution de son équilibre quand il est éloigné de tout
champ et de tout conducteur est approximativement une
densité de courant uniforme dans toute sa section. Appro-
chouns de ce tore un poéle nord d’aimant et supposons que le

(1) London, Thése.
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Qux total qui traverse le tore soit nul. Nous aurons une
solution unique qu'on peut trouver qualitativement. En
effet, pour que le flux soit nul, il faut que dans le trou, le
champ créé par le courant du tore soit de sens inverse du
champ de ’aimant. Au céntre du trou, otu-le champ du tore
est le plus faible, le champ de 'aimant Iemportera, ce sera
le contraire prés du conducteur. Le courant qui circulera sur
le tore aura un sens bien déterminé, et on voit que pour que
le champ soit nul & I'intérieur du métal, il faut que la den-
sité de courant soit maximum dans les régions les plus

externes de la surface. A cette solution particuliére, on peut
ajouter la solution générale de I'équilibre du tore isolé, et
on obtient des résultats divers : cas ou il y a une ligne neu-
tre et deux nappes de courants de sens inverses, etc. Diffé-
rents cas possibles sont résumés par la figure 12.

Ecrans magnétiques. — Soit un conducteur dans lequel
est creusée une cavité. Examinons la maniére dont les phé-
nomenes magnétiques intérieurs et extérieurs a la cavité
peuvent réagir les uns sur les autres. Considérons donc un
conducteur limité par une surface S ayant une cavité limitée
par une surface 8. La superposition de deux états d’équili-
bre est un état d’équilibre. Considérons donc I'équilibre
intérieur & S', supposée creusée dans un métal infini. Cet
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équilibre donne un champ nul en tout point du métal. De
méme I'équilibre extérieur & S supposée pleine donne un
champ nul dauns tout I'intérieur. Superposons ces deux états.
Nous obtenons un champ nul dans tout le métal, et nous
voyons que S n’influe pas ce qui se produit dans-§', y pro-
duisant un champ nul, et que de méme &' n'influe pas ce qui
se produit & Pextérieur de S, y produisant un champ nul.
Nous voyons donc qu’il existe des états d’équilibre dans les-

quels les phénomeénes extérieurs & S n'influent pas sur ceux

de la cavité et inversement. Montrons qu'il en est ainsi pour
tout état. Les phénomeénes intérieurs & S' dépendent de n'
variables (flux et courants), ceux extérieurs &4 S (supposée
pleine) dépendent de n autres. Dans le cas de S creusée de §'
ils dépendent de n + n' variables, par suite chacune des
variables étant donnée on pourra considérer I'équilibre uni-
que intérieur & 3', donnant un champ nul 4 Pextérieur de S/,
I'équilibre unique extérieur 4 S donnant un champ nul a
I'intérieur. La superposition de ces deux équilibres est I'uni-
que solution de I'équilibre de S creusée de S' puisque toutes
les variables sont fixées. Donc dans tout état d’équilibre, les
phénoménes extérieurs 4 S ne produisent aucun champ
dans la cavité et inversement. S1 donc les phénoménes de la
cavité varient d’une fagon quelconque (en restant en équili-
bre) ceux extérieurs & S n’en sont pas affectés et inverse-
ment. Cepeondant, si cette variation des phénoménes de la
cavité entrainait une modification des variables définissant
I'état du systéme, il en résulterait une modification corréla-
tive des phénoménes extérieurs. Donnons quelques exem-
ples. Supposons que S soit simplement connexe. Si une
répartition de courants sur S produit un champ nul & Uinté-
rieur, elle est identiquement nulle. Par suite, quels que
soient les phénomeénes magnéliques introduits dans 8,
S reste toujours neutre et aucun champ ne peut exister &
I'extérieur. Inversement si S’ est simplement connexe pour
qu'elle produise un champ nul & son extérieur, il faut qu’elle
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ne porte aucun courant. Par suite quels que soient les phé-
noménes magnétiques introduits dans D'espace extérieur
& S, 8’ restera toujours neutre et ancun champ n’existera a
Iintérieur. Donc si un espace est limité par une surface
simplement connexe, pour cet espace il y a effet d'écran. Iy
a effet d’écran dans les deux sens, si S et S' sont simplement
connexes toutes deux. On voit comme il était facile de le
prévoir que contrairement a ce qui se passe en électrostati-
que, les notions d’intérieur et d’extérieur d’une surface ne
jouent plus aucun role, mais seulement la connexion. Ce qui

bouchon

Fig. 13.

est corrélatif de la mise a laterre, c’est la connexion simple,
S et & jouant exactement le méme réle. Dans le cas ou S
ou S ne seraient plus.simplement connexes, il p’y a plus
forcément effet d’écran. On s’en rendra compte par les
exemples suivants :

Soit un circuit filiforme C, dans lequel on peut envoyer
(avec une machine magnétique, par exemple) un courant I,
ce circuit étant presque entiérement enfermé par un tubé
conducteur (fig. 13). Appliquons le théoréme d’Ampére 4 une
courbe T tracée dans le métal. On a dans le métal H = o,

d’ou :
j‘ H(ﬁ\l =0,
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ce qui entraine que la face interne du tube porte une nappe
de courant égale et de sens contraire au courant parcourant C.
Cette nappe se referme par I'extérieur qui porte donc un
courant égal & celul du fil. Si le tube se ferme entourant
complétement le circuit C, la face externe du tube porte un
courant égal & I et crée un champ & U'extérieur. [ln'y a done
pas d’effet d’écran. Si maintenant on bouche avec un bou-
chon conducteur le trou présenté par la surface externe du
solide enfermant C, cette surface devenant simplement
connexe, le flux traversant le trou bouché et le courant

Fig. 14

externe disparaissent et l'effet d’écran se produit. Il y a alors
un phénomene irréversible corrélatif de celui qui se produit
quand on met & la terre un cylindre de Faraday isolé et
contenant une charge. Quand on met le bouchon, le flux &
travers le trou est d’abord constant, puis étant de plus en
plus resserré le champ croit tellement que le métal cesse
d’étre supraconducteur, du flux disparait et quand le bou-
chon est mis, tout flux et tout courant ont disparu et le
champ & lextérieur est nul. Au contraire, si le bouchon est
mis avant d’envoyer le courant dans C, rien d'irréversible
ne se produit. On voit aisément en effet que les courants qui
circulent sur la face interne se ferment en suivant le plus
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court chemin au lieu d’étre obligés de faire le tour comme
précédemment. Si le tube se ferme tous les courants sont
enfermés et aucun champ ne régne a lextérieur. Ceci est
corrélatif de ce qui se produit quand on introduit une charge
dans un cylindre de Faraday déja réuni & la terre.
L’exemple suivant montre le méme phénomeéne dans le
cas ol ce serait la surface de la cavits qui ne serait plus sim-
~plement connexe et ne protégerait plus son intérieur contre
les influences extérieures. Considérons une gouttiére circu-
laire presque fermée entourant un circuit C dans lequel on
peut envoyer un courant avec une machine (fig. 14). Ce cou-
rant étant envoyé considérons un coptour T tracé dans le
métal et appliquons le théoréme d’Ampeére : '

ﬁ Hdl\l :[_ptl': 0.

Ml existe donc sur la face externe de la gouttiére une nappe
de courant d'intensité totale égale & celle du circuit €. Ces
courants se referment par lintérieur. Si la gouttiére se
ferme la face interne du tube formé porte une nappe de cou-
rant d’intensité totale I et un champ persiste dans la cavité
doublement connexe du métal, II n'y a donc” pas d'effet
d’écran. Si maintenant on bouche avec un Lbouchon conduc-
teur la cavité afin de la rendre simplement connexe, le cou-
rant et le champ internes disparaissent et il a effet d’écran.
Si avant d’envoyer le courant dans C le bouchon est mis, la
répartition des courants est modifiée, ils ne se ferment plus
par lintérieur, mais en suivant le bouchon‘(ﬁg. 15). Par
suite, quand la gouttiére se ferme, aucun courant ni champ
ne persistent & I'intérieur.

Ces deux exemples montrent qu’il est nécessaire et snffi-
sant pb‘ur qu'il y ait effet d’écran que la surface limitant le
domaine qu’on veut abriter du champ magnétique soit sim-
plement connexe. Ils montrent également qu’il est impossible

comme toujours de distinguer la cavité et 'extérieur qui .
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peuvent jouer tous deux-le méme role. L'intérieur et I'exté-
rieur ne se distinguent pas comme en électrostatique. On peut
remarquer que les deux exemples que nous avons donnéé
sont corrélatifs. En effet, dans chacun d’eux la surface qui
limite V'écran conducteur a la forme d’un tube de force du
champ créé par le circuit C. Tube de Faraday : dans les exem-
ples précédents la surface S du conducteur portait un courant
total égal au courant I du circuit C. Le circuit C et la nappe
S’ qui lui fait vis-a-vis ne produisant aucun champ sur S,
la répartition du courant sur S ne dépend pas de la forme et

de la position de G dans la cavité. Ces coaclusions sont peu

Fig. 15.

modifiées si la cavité n’est pas parfaitement fermée. On a
par suite un moyen- de mesurer le courant 1 du circuit G
ayant déterminé préalablement par exemple le champ pro-
duit par la surface S quand el.le;porrte un courant I.

Ces effets d'écran sont tout & fait analogues 4 ceux de
I'électrostatique. I y a cependant des différences dues a
I'importance de la connexion des surfaces. Pz.ar e}femple, on
sait qu’il 0’y a pas d’électricité sur les parois d’une cavité
vide tracée dans un conducteur. Dans le cas qui nous occupe,
on-voit que ceci n'est vrai que si la kcayité est simplement
connexe. Autrement il peut trés bien exister du courant sur
les parois de la cavité, car on a vu que dan's 1e' cas' d’une
“surface multiplement connexe, il existe des distributions de

3
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courants produisant un champ nul & Textérieur (extérieur
entendu au sens habituel).

4. Self-induction et induction mutuelle. Energie. — Consi-

dérons un systéme de conducteurs fixes. Les flux sont pro-

- portionnels aux courants comme on le voit d’apreés le prin-

cipe de la superposition des états d’équilibre, sachant que

la solution est unique quand on se donne tous les courants.

On a donc entre les flux et les courants des relations de la
forme :

o, =Ly,0, + Ly, + ... + Li,nl-n‘
Les coefficients & double indice seront appelés coefficients

de self-induction d’un conducteur mis en présence des autres,
les autres seront appelés coefficients d’induction. Si un

conducteur est simplement connexe le flux qui le traverse -

est toujours nul, par suite tous les coefficients de sa ligne
disparaissent.

Nous allons montrer que le tableau de ces coefficients
jouit' de propriétés analogues & celles des capacités et des
coefficients d’influence en électrostatique, c'est-a-dire qu’il
est sym'étrique‘ Pour cela, il suffit d’appliquer la formule :

(st div p=div g=—0) l/:/"/;(pAzq—qup)dv

:ff(p X rot g — q X rot p)nds
5

4 deux états du systeme, dont p et ¢ sont les potentiels vec-
teurs, en prenantcomme valeur d’intégration tout le volume V

extérieur aux conducteurs, On a :

A,p=A47,g =0,
dott .

ff(p X rotq—-—f] X rot p)ads == o,
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d’ou :

f([(ﬁ X rotq)ndc::f)f(‘q X rotp)nds

et on obtient en employant un raisonnement déja utilisé :

E l'kCPk: 2 ik'?k

identité analogue & celle de Gauss, qui montre aussitét que
Lux = L.

Nous voyons maintenant que dans un systéme de conduc-
teurs simplement connexes, ces conducteurs n’introduisent
aucun coefficient dans le tableau L, qui est toujours carré.
Ce tableau correspond & un déterminant non nul, car on
peut résoudre de fagon unique le probléme de la connuis-
sance des courants, les flux étant donnés.

Pour évaluer 'énergie totale d’un systéme de conducteurs
en équilibre, donnons-nous 1'état de ce sysléme par les fux
et les courants. Considérons un état intermédiaire ou les

courants seratent iy, af, ... et les flux ap,, o, . .. Si @ varie
de da, les flux varient de o,do ... et la variation de I'énergie
sera :

Zal'k@kda.

En intégrant de o a1 il vient :

. 1 . .
W = Elk% f adr =1 Zlk’?k: = / /‘/szl).
/g 2 8. /) v

On retrouve bien que Iénergie totale du systéme est:

. H2 .
/ /f—— du,
Y, v 8%
I'intégrale étant é¢tendue i tout Pespace ou regne le champ
magnétique. Tous ces résultats sont évidemment corrélatifs

des résultats de Pélectrostatique sur I'énergie des systemes |
de -conducteurs électrisés. On peut également comme en
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électrostatique, retroaver par la considération de I'énergie
Pidentité de Gauss.

5. Transformation de I’énergie. — Nous avons jusqu’ici
considéré des systémes de conducteurs fixes et nous avons
décrit leur équilibre en nous appuyant sur le principe fon-
damental que H — o dans le métal. Il convient de se

demander ce qui se passe quand on déplace ou déforme

réversiblement des conducteurs parcourus par des courants,
et en particulier de se demander les transformations d’éner-
gie qui s’accomplissent lors de telles modifications. Ce pro-

bléme ne peut se résoudre dans le cas général, & partir des .

hypotheses déja faites, sauf dans le cas de conducteurs sim-
plement connexes, dont nous savons que'l’état d’équilibre est
déterminé de fagon unique, Dans le cas général, il faut faire
une hypothése supplémentaire, qui est le prinéipe de la
conservation du flux, corrélatif du princi'pe de la conserva-
tion de l’électricité introduit en électrostatique. et qu’on peut
énoncer comme suit :

Siun systéme de conducteurs subit des modifications, le
flux'qui traverse un trou quelconque est constant. Ou bien :
chaque fois que le flux qui traverse un circuit quelconque
tend 4 varier, il se produit un courant qui neutralise exacte-
ment la variation de flux qui lui donne naissance. A

En particulier si un conducteur est amené neutre de 'in-
fini dans un champ, le flux qui le traverse est toujours nul.
Le courant provoqué par le champ disparait quand on écarte

‘le conducteur du champ. Si le conducteur n’est pas initiale-
ment neuatre, le flux reste simplement constant. ‘

Avec cetle hypothése supplémentaire de la conservation
du flux on peut calculer et prévoir entiérement les transfor-
mations d’énergie dans un systéme, en développant des cal-
culs tout & fait analogues & ceux de I'électrostatique. Par
exemple, on peut calculer les forces auxquelles sont soumis
les conducteurs en fonction de leur énergie W. Si on consi-

~tique calculée précédemment.
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dére une modification infiniment petite dx du conducteur, et
s'il 'y a aucane relation électrique entre les conducteurs et
le milieu extérieur, la variation dW de I’énergie est égale et

opposée au travail mécanique Fdax, d’ou
Fdr = — dW F = dW/dx.

Malis si ce sont les courants qui restent constants pendant la
déformation infiniment petite, il faut tenir compte de I’éner-

gie miseen jeu pour assurer cette constance. On a alors:
_ 1 . I ) . —i . .
dW =— d(‘l(p) = idy idy — —idp + Fdx

Dlou :
’ F— 4+ dW/dz.

Faisons une application de ces propriétés pour retrouver
la- pression magnétostatique. Dilatous infiniment peu unm
conducteur & courants constants et supposons que la
deuxieme figure du condacteur soit un tube de force du
champ créé par la premiére. Le courant étant constant, le
champ créé par le conducteur ne varie pas malgré sa défor-
mation, et la variation dW de I'énergie s’obtient en considé-
rant qu'un volume contenant un champ H est maintenant

vide de champ, d’ou :

w1

On voit tout- de suite que cette variation, d’aprés la for-
mule Fdz = dW puisque les courants sont constants, peut
se représenter comme le travail de forces de pression nor-
males, dirigées vers lintérieur du conducteur, et égales &

ami2= H?/8%. Nous retrouvons bien la pression magnétosta-

H2
= dv.

\

On peut tirer diverses autres conséquences de ces considé-
rations énergétiqiies, et en particulier imaginer des méca-
nismes transformant 'énergie mécanique en énergie magné-
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tique. Soit par exemple un circuit conducteur filiforme, de
self L, traversé par un flux ¢. Si on déforme ce circuit, la self
varie le flux restant constant, par suite comme Pénergie W
tend & étre minimum, et que W == 1/26%/1,, on voit que le
circuit se déforme spontanément de facon que sa self soit
maximum. Dans le cas de circuits filiformes, on voit que la
self augmente quand aire embrassée par le circuit aug-
mente, par suite cette aire tend & croitre indéfiniment.
Pour faire varier réversiblement cette aire il faudra engager

un travail mécanique qui représentera la variation d’énergie

Champ
faible

Reésultante

Fig. 16.

magnétique du circuit. Il y aura eu transformation réversi-
‘ble de I'énergie magnétique en énergie mécanique. On peut
expliquer autrement la tendance qu’a le circuit & augmenter
d’aire en considérant les forces magnétostatiques qui s’exer-
cent sur sa surface. Dans le cas d'un fil assez fin on voit que
ce fil peut étre considéré comme tube de force d’un champ
magnétique créé par un fil de diametre nul, et on voit fécile-
ment que la densité de courantest maxima aux points ou les
courbures de la surface du fil sont opposées, ce qul montre
que les forces de pression  magnétostatiques tendront a
augmenter l'aire (fig. 16). ’ |

6. Machines magnétostatiques a influence. Forces dévelop-
pées. — 19 Atlractions ef répalsions magnétostatiques: —
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Quand on approche un corps électrisé d’un conducteur ordi-
naire, les charges qui s’y développent par influence sont sou-
mises & des forces, de méme lorsqu’on approche un aimant
d’'un supraconducteu r, celui-ci setrouve soumis A des forces.

Prenons le cassimple d'un conducteursimplement connexe
auquel on présente un pole d’aimant. Il est facile de voir que
le champ magnétique au voisinage du conducteur est plus
grand dans les zones les plus proches de 'aimant, et par
suite la pression magnétostatique y étant plus forte, 'aimant
exercera une répulsion suv le conducteur. Cet effet peut se
retrouver en considérant que le conducteur est analogue a
un corps infiniment diamagnétique de perméabilité nulle,
qui doit par suite étre repou55é par les aimants. D’une fagon
générale les supraconducteurs sont repoussés par les champs
magnétiques de méme que les conducteurs sont attirés par
les champs - électriques. Il se produit des phénomeénes plus
compliqués si les conducteurs ont des trous. Par exemple un
anneau approché d'un pole d’aimant sera énergiquement
repounssé, car afin que le flux & travers le trou reste nul, il se
développe un courant total non nul sur 'anneau qui fait

-apparaitre un pdle de méme nature que le pdle présenté en

face de lui et est par suite repoussé. La répulsion est beau-
coup plus faible, si I'anneau a été préalablement coupé,
puisque le courant total est nul, elle est négligeable, si I'an-
neau est suffisamment filiforme. Si 'anneau est fermé devant
le pole, il se trouvera altiré par lui dés qu'on tentera de 'en
éloigner, car il s’y développera un courant pour maictenir le
flux constant qui transformera I'anneau en un aimant attiré
par le pole. Ces attractions et répulsions sont analogues aux
attractions et répulsions électriques subies par des conduc-
teurs reliés ou non & la. terre. Mais il y a lieu de remarquer
quelques différences : par exemple il pourra exister des posi-
tions d’équilibre stables pour un anneau présenté a un
aimant, alors qu’il 0’y en aurait pas pouf une sphére conduc-

trice présentée a une charge.
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2° Création de flux par influence. — Considérons un
anneau coupé, la coupure étant trés étroite. Si cet annean est
placé dans le champ d'un aimant, il est parcouru pa‘r des
courants de fagon que le champ 4 'intérieur soit nul. Comme
la coupure est trés étroite, on voit facilement que la solution
de I'équilibre de cet anneau (qui est unique, 'anneau coupé
étant simplement connexe) est trés voisine de la solution de
I’équilibre de 'anneau non coupé, le courant total traversant
une section de l'anneau étant nul. Ce courant total nul induit

Courant

~- -~ ligne neutre

Fig. 17.

un flux négligeable dans le trou de V'anneau, qui est par
suite traversé par le flux qu’y envoie I'aimant. Si les deux
levres de la coupure se rapprochent indéfiniment et se tou-
chent, l'état d’équilibre de l'anneau est infiniment peu
modifié et on a un anneau fermé traversé par un flux non nul.
[l convient de remarquer que les courants qui circulent sur
les lévres de la coupure sont de sens inverses et ils ne pro-
duisent par suite quun champ négligeable dans le
métal (fig. 17). L’anneau peut étre éloigné de I'aimant, il
enferme toujours le méme flux et finalement on a un anneau
1s0lé enfermant un flux. Par suite en partant d’un anneau
vide de flux, on peut faire-en sotrte qu’il contienne un flux,
en le coupant, lapprochant d’'un aimant en cet état, le fer-
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mant, et I’éloignant de l'aimant. Cette suite d'opérations,
qui crée un flux par influence est corrélative de celle qu'on
fait pour charger un conducteur d'électricité par influence.
On l'approche relié & la terre d'une charge -statique, on
I'isole de Ia terre, puis on 'éloigne et il reste chargé.

La fermeture et ouverture de 'anneau peuvent étre réali-
sées en prenant un anneau coupé d’'un métal A et en soudant
les deux lévres de la coupure avec un métal B qui perd sa
supraconduectibilité plus tot que A par échauffement. En
chauffant ou refroidissant légérement 'anneau maintenu au
voisinage du point de transition de B on réalise son ouver-
ture ou sa fermeture. On peut également obtenir un anneau
traversé par un flux en refroidissant un anneau homogéneen
présence d’un aimant. Quand ’anneau devient supraconduc-
tenr, le flux qui le traverse reste différent de zéro. Ce résul-
tat ne saurait &tre déduit de nos hypothéses, mais on doit
remarquer qu'il en découle sion fait la supposition que la
supraconductibilité de I'anneau ne s’établit pas en tous les

" points au méme moment. En tout cas ce fait est prouvé par

I'expérience, en particulier par la persistance du flux magné-
tique dans Ja masse d’un conducteur, persistance qu’on a
reconnue due 4 la présence d’anneaux supraconducteurs
multiples dans une masse non supraconductrice.

Les procédés que nous venons de décrire permettent donc
de-créer du flux magnétique par inﬂuence.

30 Machines magnétostatiques. — Une machine magné-
tostatique se composera de trois parties fondamentales
comme les machines électrostatiques :

a) Un producteur, qui sera par-exemple un aimant pro-
duisant un champ rigide ; A

4) Un transporteur, formé de circuits mobiles dans les-
quels le producteur produit du flux par influence ; _

¢) Un collecteur, circuit fixe dans lequel le flux apporté
par le transpotrteur s’accumule. Enfin un systéme de distri-
bution analogue & celui des pompes, automatique ou non,
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permet de réaliser le refoulement du flux dans le collecteur
au moment favorable et 'empéche de s'échapper pendant le
reste du temps. Naturellement, les machines seront réversi-
bles et si le collecteur est chargé de flux, si on admet par
une distribution convenable ce flux dans le transporteur, il
se mettra & se mouvoir en sens inverse du sens générateur,
sous l'influence des forces magnéiiques.

La figure 18 représente une machine ol le transporteur

[ F axe F
1
7 F F

‘N F B [

n

P A
. W
@,/éo —]
Fig. 18,

est constitué par des fils glissant sur deux rails circulaires,
et formant avec eux des circuits fermés. Ces circuits se fer-
ment devant le pole d’aimant N, et emportent un flux. Quand
ils se sont éloignés de N, leur aire est contractée dés qu'un
des fils qui les limitent dépasse la barre limite B. Alors les
forces auxquelles est soumis le conducteur mobile M crois-
sent, et finissent par surpasser celles dues au courant circu-
lant dans le collecteur C. Alors le conducteur mobile se sou-
léve et-le flux passe réversiblement dans le collecteur. Le con-
ducteur mobile M joue le role d'une soupape automatique,
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et la machine esl analogue a une pompe comprimant un
fluide dans un récipient. Comme dans toutes les machi-
nes I'énergie potentielle magnétique accumulée dans le col-
lecteur vient de la transformation du travail mécanique
nécessaire pour faire marcher la machine. En effet, il faut
vaincre l'attraction de l'aimant sur les circuits qui s'éloi-
gnent de lui, et la répulsion du collecteur sur ces circuits.,
Quand on réduit Vaire d’un circuit pour refouler son flux
dans le collecteur, il faut vaincre les forces magnétostatiques
qui tendent & augmenter l'aire. Comme dans les machines

- Fig. 19,

électrostatiques, la quantité de flux qu’on peut refouler dans
le collecteur est limitée, car quand le champ magnétique au
voisinage du métal dépasse une certaine valeur, celui-ci cesse
d’étre supraconducteur, et du flux est perdu, de méme que
dans les machines électrostatiques, 'augmentation du champ
électrique produit des fuites qui limitent la charge atteinte
par le collecteur.

La machine peut &tre transformée ‘en machine motrice, en
remplagant la soupape automatique par une soupape com-
mandée par un mécanisme convenable Vouvant quand un
fil F vient de dépasser B. La soupape doit rester ouverte le



44 NOEL J. FELICL

temps juste nécessaire pour admettre dans le circuit mobile
un flux tel que lorsque le circuit mobile s’ouvrira devant
Paimant, il ne soit traversé par aucun courant, de telle sorte
qu'aucune énergie ne sera perdue. La machine est alors
analogue & un moteur & gaz comprimé.

On peut également concevoir une machine o il n’y ait pas
de contact glissant, et par suite plus réalisable (fig. 19).

Dans cette machine le ciccuit conducteur déformable est

formé de deux arcs AB soudés en A et B. Le milieu N de
Tun des arcs est fixe, et celui de 'autre peut exécuter un
mouvement alternatif par un systéme de bielle et de mani-
velle. La surface du ecircuit déformable peut donc varier
périodiquement. Ce circuit qui est le transporteur est muni
en B d’une soupape d'aspiration du flux, qui peut éire une
résistance chauffante interrompant a volonté la supraconduc-
tivité du métal. Derriére ce circuit est un péle d’aimant, le
producteur. Enfin de parf et d’autre de N sont soudés deux
conducteurs aboutissant au collecteur C. En N, le circuit
AMNDB peut stre ouvert ou fermé par une soupape de refou-

lement du flux. On comprend aisément le fonctionnement

quandkl’aire du circuit augmente la-soupape d’aspiration est
ouverte et celle de refoulement fermée, et le flux du produe-
teur est aspiré & l'intérieur. Quand l'aire diminue, la sou-
pape se ferme, et le flux est emprisonné et comprimé. Quand
la compression est telle que le courant circulant dans le
circuit AMNB égale celui du. collecteur G, la soupape-de
refoulement s’ouvre et le flux est refoulé:dans le collecteur.
Le fonctionnement des soupdpes peut &tre réalisé par des
résistances chauffantes, le courant étant envoyé dans ces
résistances par des contacts manceuvrés par l'arbre mani-
velle.

7. Equilibre d'un systéme de conducteurs plongés dans un
milieu magnétique infini: — Dé méme qu’en électrostatique
on est amené & étudier 1'équilibre de conducteurs plongés
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dans un milieu diélectrique, de méme nous allons étudier
I'équilibre de supraconducteurs plongés dans un milieu
autre que le vide. Pour cela il faut une hypothése supplé-
mentaire sur la facon dont le champ magnethue developpe
dans le milieu des courants qui le modifieront.
Dans le cas le plus général, le milieu devient le siége de .

courants particulaires qul équivalent a une aimantation |.
Le potentiel-vecteur créé par cette aimantation est':

dF = — grad (1/r) X ldv.
L’induction magnétique H éefa H=rot F, comme :
| F:ij~— grad (1/r) x ldv, '
et qu'on a :
rot( |>=—;—rotl+<grad ) x I

F—-—f{f——rot. % du+fff._rotldo
:Jfr—(—nxl)dc—{—ffflr-rotldzl).

Par suite F sera le potentiel de;courants. en volume de

~ densité rot I, et superficiels de den51te— nx |, n étant la

normale extérieure au volume V d’ mtegrahon Le rotation-
nel de Uinduction H qui est aul dans le vide est ici différent
de zéro et égal &4 ot 1, de méme que les dlelectrlques
div E =— [m div P, P étantla polarisation corrélative de |.

On voit qu’on est amené & introduire le vecteur A=H— 4,

. corrélatif de I'induction électrostathue tel que rot A== o.

Ce vecteur A est appelé ordipairement champ magnétique.
Si le milieu magnétique est parfait, ce qui est le cas de

tous les milieux sauf les corpé ferromagnétiques, nous pour-

rons supposer qi]e I'aimantation est proportionnel’le a lin-

" duction | = kH, % étant une constante du milieu. A sera
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aussi proportionnel 4 Heton aura A ==oH(p= —:L— = 1—4=k).

Nous appellerons la constante pouvoir inducteur magnéti-
que, corrélatif du pouvoir inducteur spécifique de l'électro-
statique.
Ftudions maintenant ’équilibre d’un systéme de conduc-
teurs plongés dans un milieu magnétique infini de perméa-
yr, s - I :
b111§e po= -

Dans nos hypothéses, les courants en volume. rot | sont
nuls, puisque | est proportionnel & A et rot A == o. Par

suite, il n’yaura lieu de tenir compte que des courants super-
ficiels de densité — v X |, v étant la normale extérieure au
volume magnétique. Le champ au voisinage du conducteur
sera produit par la somme des deux courants f, circulant
sur le conducteur, et i’ produit par l'aimantation d’ou
H = /4= (i +i’) X n, n normale extérieure au conducteur.

H=/4zi X n + Lxi’ X n

comme :
f=—vXl=nx1; iXn=@nxl)xn=l|,
d’ou : »
H=/4=ni X n + 4=l

ou :

A—H — [Url:[pti X o.

On a par suite 7 4 i’ =1i/p, ¢’est-&-dire qu’on peut énoncer
I'effet du milieu magnétique comme suit :

L’équilibre du systéme de conducteurs est le méme que
dans le vide mais si les mémes courants circulent sur les
conducteurs, 'induction est p fois plus petite que dans le
vide. ‘ ' - '

Par suite les flux seront divisés par P‘, de méme les coeffi-
cients de self-induction et d’induction mutuelle.

HEnergie': l’énergie'est toujours W = i Zig, { étant le cou-
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rant circulant sur le conducteur autour du trou traversé par
le flux ¢ de I'induction H. Comme ici rot H = o, puisque H
est proportionnel &4 A, on a:

div (F x H) = H?,

ef : -

fffmm:JUjmqum@:ffﬁmk

On a toujours /F.dM: ¢ mais H :Z*Tﬂi X 1 ce qui fait :

fjn /nHi’dv = [‘TT Tiep.

On a donc : -

Yt sio ([ (2 e

W S lcp,_JjJ ST:HdU‘

On doit remarquer la corrélation entre ces résultats et ceux
sur les conducteurs électrisés plongés dans un diélectrique
parfait (potentiels K fois plus petits, a charges égales,

W:]ff;me,
8t .

K étant le pouvoir inducteur spécifique). 1l faut remarquer

énergie :

que le théoréme d’Ampére et les théorémes qui s’y rattachent

" (champ au voisinage d’un conducteur) s’appliquent ici &4 A

et non H, de méme qu'en électrostatique le théoréme de
Gauss s’applique a 'induction et non au champ. On a au
contraire : :

[H.dM:[m:i/p; :[‘P_ﬂixn‘

Enfin on voit par les formules telleslque F :-—_— dW/dz,

~donnant les forces auxquelles sont soumis les conducteurs,

que les forces sont p fois plus petites que dans le vide. Cette
proposition n’est évidemment vraie que pour les conducteurs
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en équilibre, et est fausse pour des aimants, par exemple,
qui ne le sont pas. Les forces sont particuliérement grandes
dans le cas de milieux ferromagnétiques, pour lesquels p est
trés petit. Les conducteurs étant imperméables aux flux sont
caractérisés par p = o de méme qu’en électrostatique ils le
sont par K = oo.

Nos hypothéses permettent donc de décrire entiérement
I'équilibre des supraconducteurs, et montrent son analogie
remarquable avec 1'équilibre électrostatique. Méme si les
supraconducteurs réels ne montraient pas tous les phéno-
ménes que nous avons prévus, il n’en reste pas moins que ces
‘hypothéses correspondent au cas le plus simple de champ
magnétique, celui ou les systémes sont en équilibre, ou
toutes les transformations sont réversibles et ol il n’y a
aucune énergie contenue dans la matiere. Nous avons vu
quelle remarquable corrélation il y a entre les propriétés de
ce.champ magnétique statique et du champ électrique stati-
que, corrélation conforme & la symétrie fondamentale de
ces deux champs dans le vide, telle que la résument les
équations de Maxwell. ’ -

DEUXIEME PARTIE

Du mouvement des supraconducteurs.

Nous avons vu qu’en peut décrire entiérement I'équilibre
et les mouvements réversibles des conducteurs (supraconduc-
teurs) & partir de 'hypothése que H == o dans le métal, en

-y ajoutant dans certains cas le principe de la conservation

du flux, qui p’est autre quune expression de la loi de
I'induction.

Il convient de se demander comment on pourra décrire
le mouvement le plus général.d’un systéme de conducteurs,
4 partir d’hypothéses généralisant celles faites dans le cas

" statique. Afin d’écrire des équatious intrinséques, et de
- ramener ce probléme.de mouvement -4 un probléeme de’

géométrie pure, nous adopterons le point de vue de la rela-
tivité restreinte. Dans ces coanditions hypothése qui géné-

“ralise celle que nous avons faite dans le cas statique est que

le tenseur H qui décrit le champ électromagnétique est nul -

-dans le métal, c’est-d-dire en tout point-de ’espace lemps

ol se trouve le métal. Dans ces conditions, I'hypervolume
occupé par le métal, c’est-a-dire la suite des positions du
métal dans Pespace et le temps, étant donné, on peut dévelop-

“per ce probléeme & quatre dimensions'd’une fagon corrélative

de.celle dont on développe le probléme de 1'équilibre élec-
trique ou magnétique, et'il y a un parfait parallélisme entre
les propriétés des conducleurs en ‘mouvement, c’est-a-dire
en régime variable, et les propriétés de ces conducteurs en
état statique, & condition d’addpter notre maniére de voir.

:Les propriétés que nous serons amenés & prévoir pour les
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supraconducteurs sont dans beaucoup de cas trés analogues
aux propriétés des conducteurs ordinaires, quand le champ a
des variations trés rapides. Ceci ne -doit pas nous amener a
penser que leurs comportements puissent étre considérés
comme identiques. lls sont assurément identiques, quand il
s'agira de la réflexion d'ondes planes électromagnétiques,
mais si nous diminuons indéfniment la résistance d’un
conducteur et cherchons 1'état limite d’aprés les lois ordi-
naires de la conductibilité, on verra qu'elle dépend du
chemin suivi.

Nous ferons quelques applications de nos résultats & quel-
ques phénomeénes élémentaires dans les supraconducteurs,
ot le champ électrique et le champ magnétique sont réunis.

Nous allous d’abord établir quélques résultats utiles pour
la suite :

4. Expressions du potentiel et du champ. — Suivant le
point de vue de la relativilé restreinte, et prenant par suite
des coerdonnées euclidiennes (Guy =o0sipt v, gy = gy,
=¢33=-—1, §y==1), nous appellerons selon I'usage polen-
tiel le vecteur F dont les trois composantes d’espace chan-
gées de signe sont celles du potentiel-vecteur magnétique, et
celle de temps celle du potentiel scalaire électrique. On sait
que le tenseur champ électromagnétique estle rotationnel de

oF Fy
ce vecteur, H , — rot F,ouH 6 = —}L— ——— . Le courant
y h DJ:' D$:J

sera le vecteur dont les trois composantes d'espace sont la
densité de courant usuelle, et la corh—posa'nte de temps la
densité de charge. On sait qu'on a div {* = o, c’est-a-dire :
i

D

= ¢ et div F* — o,

Proposous nous maintenant de mettre le potentiel sous
une forme corrélative de celle usuelle en électricité pour le
potentiel vecteur magnétique :

ST
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. Nous allons essayer une expression de forme :

o=l

dw désignant I'élément d’espace-temps, et :

r? = — (x)? — (x?)? - (%2 4+ ') 2* = ct t temps. .

Remarquons d'abord que dans cette formule, on le temps
joue le méme role que les longueurs, il ne saurait étre
question d’intégrer le temps réel, car on arriverait & faire

+co

Fig. 20.

dépendre le potentiel actuel de causes postérieures, ce qui
ne saurait s'admettre. D'ailleurs on sait que le temps n'est
pas équivalent 4 une longueur réelle, mais & une longueur
imaginaire. Nous intégrerons donc le long de l'axe imagi-
naire. Cherchons maintenant le potentiel créé & I'instant O,
au point origine des coordonndes, par une quelconque
distribution d’électricité. Nous avons & évaluer Pintégrale :

iMztatriet e datdetda
N ~
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~Comme les limites d’intégration du temps (— Y — 1

+ \/— 1) sont fixes, on a:

" +\/———1°° It xtadt daot
o [ [ [t [ e

Nous avons. donc & évaluer :

+\/:°° Pt 3 dat '
Ve afx«fx) = = () (@) (@)
On emplotie le contour ﬁguré (ﬁv. 20), on voil que le poéle
étant gt =—d I’ intégrale est o, carle résidu est —_ —;% .
V—1

Par suite l'intégrale donnant le potentiel sera :

gt or?, a8, — d
F¥ ~f /ﬂ : ‘rdw ) dxtdxidx?®,
V-1 .

comme x* == — d, on a en employant le temps 7 :

[ — d P f]"/‘ Mo, 2, 2, —dlcldxtdxida? '
¢ \,/—-1 o d
Par suite en prenant :

SRV

on retrouve le potentiel retardé de Lorenz :

e

et le potentiel K peut bien éire mis sous'la forme :

S
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qui est la forme que nous cherchions. Par suite I satisfait

dans le vide & I'équation :

IR DR DI QR : og 2R
— Aeiz T e T 32 5 =0 ou g — 0
{o!y () Qx) @'T) daPox®
car
g 1
o 2T
2 Pox®

nous retrouvons bien la propagation des potentiels retardés.
Le tenseur champ Huv = rot Fy, pourra se mettre sous la
forme généralisant la loi de Laplace:

.4 1

oF,  oF, | 27w oy
= ——— = —— —1
BT e sal H ouv Y put
« . . oHPY
Calculons maintenant div H* ="— . On a
ox

Fo P
HY — g}ug\'EHas HY — g;L?zgvﬁ [ ° 2 B J

' Dxfj dx*
. JQF PPy -
div H”V—_—_gp'“g"na [—————-a N J
dxpah 2ax%oxY
L B e B
savoxb ax%oxY
S
div H® = \,3 Eiil _ gua 2 oF >;
xvorh 2z \ aa¥
oFY . .
comme ——=div F¥ =0 :
2y
. - QW
v .
div H¥Y = ¢"® o
dxdx
‘ar sﬁiie n 2HVY vp ] -
on a: = — ce qu’on _pourra écrire
pal - h¥id daVoxtt 4 -P

divHY = D F¥, équation manifestement correlatlve de celle
a laquelle satisfait le potentiel magnétique dans le cas
statique s A F = — Tot H.
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Il pous reste 4 calcuter div H*. Si on se trouve en dehors
de tout courant, le potentiel F satisfait comme on l'a vu &

v3 _FE 2RV

q ={[JF"=o, par suite div H"==0. Si on se

D:BVWJC\

trouve dans une zone contenant un courant Iz 0, on ne

2]

peut plus dériver sans précaution sous le signe/. Divisons

alorsespace temps d'intégration en deux parties, une sphére
- infiniment petite de volume w, et fe reste. Ce reste produit
un champ dont la divergence est nulle, nous n’aurons pas a
nous en occuper. En ce qui concerns le champ produit par
les courants intérieurs & la sphére, nous aurons :

f f f div H¥do— f [ f n,H¥dp,

dw étant I'élément de volume de la sphére (hypersphére) et
do son élément de surface,

Pour calculer l’intégralefffnvﬂwdu commengons par

considérer le cas d'un courant I localisé au centre de. la
sphére.
Nous aurons :

ffffdiv H”;’dm_—_fffg”“g"pHa@nvdv'
1

:\/:fffgpaqvﬁ[l 3712- a—r}‘nd
® . ' ¥ oab 2z® ) ¥ v

V=1

V=1
- T

3 1
[¥p8
dx

1
=
\ r
‘n, —— dv.
Q¥

Nous pouvons supposer que l'origine est au centre de la
sphére. On voit alors que la 2° intégrale est nulle par sa
symétrie et il reste seulement :

[ e waf ] f 108 (= 5 .
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T

. gL .
comme nf = — il vient :

[ff % gapriatitdo= | [f———l“du_luff _ s

Avant d’évaluer il faut remarquer que x* est imaginaire pur.

Pour opérer avec des quantités réelles posons x* =/ — 18,
avec les coordonnées x'x2x?, nous aurons un élément oo’
tel que dx'dx?dx® soit équivalent & nidv' :
”z‘g“a—‘—“ = v = ’
=Nt @6 v () a6
et r¥—= [\/——lﬂ(m‘)z + (x*)? 4 (x)? + 6%], comme d0’ est réel
*du a7t

;=
r ;
. —v—1

car la surface de I'hypersphére (a!)? 4 {?)? + (2°)* + 0* =1
est 2n?,
Par suite

IR =T —

V—1

remarquons que c¢ résultat ne dépend pas du point de 'inté-
rieur-de la sphére ot est localisé le courant I, puisgue le flux
étant conservatif en dehors de courants, le flux 4 travers la
sphére est le méme, quelle Gue soit la position du courant I
a lintérieur de la sphére. Si maintenant il y a-a l'intérieur de
la sphére des courants ¢ répaitis dans un volume Q on aura :

ST ivneao— [ | [ npaoe [ [ [ tmra.

;% étant maintenant la densité de courant. Revenant au pro-

bitme qui nous occupe, nous voyons que si la sphere est
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assez petlite, dans son intérieur la densité de courant est
constante. Nous aurons :

fff divHde;fff hriPdeo

les deux intégrales étant étendues au volume de la'sphére.

Gomme dans son intérieur puisqu’elle estassez petite div H*’ v

et 4mt sont constants, on a : div H¥ — jm/¥.
Nous obtenons finalement :

diV H{LV: [;’NL'V

ce qui est une équation bien connue. Par suite, on a égale-
ment : DF"—dlv HY —=gff 227 il =/{4m%, équation qui
2aPox®
exprime la propagation des potentiels retardés dans une
- région ouil y a du courant. ‘

Terminons en calculant de fagon corrélative & ce que nous
avons vu dans I'équilibre des conducteurs, le champ créé par
un hyperplan recouvert d’une couche de courant uniforme,
c'est-a-dire par un plan ordinaire-en translation rectiligne
uniforme, uniformément couvert de charge et de courant :

B : o " ¥ .
RV [ O
H,, == 3 ———f—lv————v iy Jdv

Y/ 2zt dx

(¢ densité supérficielle)

" ~ 4 1 I
OF . TmE .
‘nH,  — Y1 ' “nY “n dv
(a4 T et v b

v——ljf _.__nzdu__——ljf —-—n"dv
VY W 2z

(n’ normale, n¥i, =o0).

DE L' EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES SUPRACONDUCTEURS 57

Pour calculer :

=.0 div(grad—,%):m—r%::

le flux de grad —Ii— est conservatif. On peut remplacer pour
r .

le calcul de :

I'hyperplan par uné hypersphére centrée sur-le point o on
calcule le éhamp. On aura alors & calculer :

ff __'"2 n’do (n’ normale & la sphére)
— — 2 o=
=[[[/—F"=7=

car'la moitié seulement de ’hypersphére intervient. Donc :

. . - ]
Pour avoir une autre expression de H évaluons l'intégrale:

NEE

cette intégrale représente un vecteur u,. Pour trouver ce

vecteur supposons que le pied de la perpendiculaire abaissée
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du point fixe sur le plan soit I'origine et soit £¥ un vecteur

du plan :

p / /‘/Eugdu——f‘f‘/é”grad;—edv,

cette intégrale est évidemment nualle & cause de sa symétrie

, 1 :
et on a a‘uE ==0 ¢ce qul montre que u=hn, : constante et

H,, = l(zlun"—-ivnlu), le résultat précédent n"H = 2%y,
montre A —2mw..

Nous obtenons finalement le résultat suivant, évidemment
corrélatif de celui du cas statique :

H;J.v - Zﬁ(lp'r[.v - l"”«“) an%‘W =—=am¥,

n, normale unitaire dirigée & Uopposé de observateur.

2. Premiéres propriétés des conducteurs en mouvement. —
12 Le courant et la charge sont purement superficiels. En effet
si on considére un hypervolume infiniment petit tracé dans
le métal et si on lui applique le théoréme de la divergence,
1l vient :

/ff div 8%do= [ [ [ [ hmidu
:L/“/‘/‘n‘,ﬁt‘”a’v—__—o car H“";o.

Par suite le courant 7% est nul dans tout I'hypervolume
considéré. Il n’y a donc pas de courant dans tout I’hyper-
volume occupé par le métal, c’est-a-dire aux différents points
de P'espace temps ol se trouve le métal, Le courant est donc
purement superficiel, c'est-a-dire que le courant et la charge
reste localisés sur la surface (au sens usuel) du métal pen-
dant tout le mouvement. Cette proprlete generahse ce qu on

sait dans le cas statique sur la charge et le courant superfi-
ciels. ‘
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20 Si nous coasidérons diverses courbes d'univers fer-
mées, réductibles les unes aux autres par déformation conti-
nue, et tracées dans ou sur I'hypervolume qu'occupe le
métal, la circulation du potentiel est la méme le long de ces.

diverses courbes. On a en’effet :

/'c dempzfl/‘flwdx“dmv:cte

si la courbe C se déforme sans sortir du métal puisqué H=o
dans le métal.
La circulation de F est la méme le long des diverses

_courbes que nous avons considérées, et il dérive dans I'hyper-

volume occupé par le métal, d’un scalaire U par la relation
Fy=grad U.

On peut interpréter notre résultat en disant que le flux
de H a travers diverses courbes réductibles est le méme, en

appélant maintenant flux I'intégrale :

¢ :'/fH‘wd:r”di,

“étendue & une multiplicité & deux dimensions passant par la

courbe.
On peut écrire le résultat autrement en explicitant le
potentiel vecteur F et le potentiel scalaire V ordinaires :

— Fodox—F,dy —F.ds + ; Vdt=dU

_. v —
== (xyzl). .. Ve=c = (acyzt)

~S'il s'agit d'une couvbe assez petite, la circulation du potén-

tiel est nulle. Toutes ces relations expriment en somme la lot
de I'induction dans le cas qui nous occupe.

30 Champ au voisinage du conducteur. Considérons I'hy-
persurface limitant I'hypervolume occupé par le métal, et
plagons-nous en un point M de l'espace-temps infiniment
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voisin de I'hypersurface, et situé en dehors du métal. Nous

pouvons diviser I'hypersurface en un élément E entourant le
point M od on étudie le champ, et le reste de Phypersurface.
Il ’y a que le champ de E qui soit discontinu.quand on
traverse I'hypersurface, et comme le champ dans le métal
“est nul, le champ total en M est égal & deux fois celui de
I'élément E, qui peut étre considéré comme hyperplan et
couvert d’une densité uniforme. Par suite le champ au voi-
sinage de-Ihypersurface sera :

H;,w :An(ipnv — ivnp) : (n, nr(v)rmale intérieu re).

Exprimons maintenant ce résultat en langage ordinaire.

Dire que le point M de. I'espace-temps est infiniment voisin

de I'hypersurface, veut dire qu'il en est infiniment voisin
dans l'espace et dans le temps, c'est-2-dire que non seulc-
ment la projection de M doit &tre infiniment voisine de la
zone de P'espace balayée par le conducteur, mais encore il
faut qu'il y ait simultanéité entre lappréciation du champ et
la présence du métal. ‘

On peut simplifier le résultat en prenant comme systéme

de coordonnees un systéme galiléen particulier, qui aurait

un mouvement tangent au- mouvement -d’un élément de la
surface du métal. Dans ce systéme, l’équatidn de I'hyper-
plan E se réduira & n,z! + n G+ naxt = = (¢ ce qui mon-
tre que la composante de temps de n-sera nulle, et on voit
de ‘suite qu'un observateur lié & ce systéme trouvera ‘un
champ magnétique tangent & la surface et un champ électri-
que normal, de grandeurs /=i et 4ns. Ceci n’est évidemment
vral que dans ce systéme de coordonnées particulier. En un
autre systtme galiléen, Je champ électromagnétique sera
_ donné par notre formule générale. On voit donc que c'est
" seulement pour un ’observateur au repos. par rapport au
méfal que le champ est 1dent1que au champ statique, ce a
quoi on pouvait s’attendre.

y

4° Pression électromagnétique. Evaluons la force &
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laquelle est soumis un élément de I'hypersurface limitant

'hypervolume occupé par le métal. Un champ H, agissant

sur un courant ¢’ exerce sur lui la force <1> H}W . Le

champ produit par tous les courants a ,l’exceptlon de ceux
portés par £ est zw[lpzzv — zvnpj, par suite la force exercée

est :

: : . Vo N -
¢, =27 Lyly — lvn}dt =2mi N 2T, UL, == zwnp[z lv,‘-

|29

On a affaire & une force de pression dont la grandeur est
27:[["%}

Pour un observateur dont le mouvement est tangent au
mouvement du métal, on peut exprimer le résultat sous
ey . . ,
forme particuliérement simple, car on voit que l'on observe

“alors une force de pression appliquée normalement a la sur-
- face (au sens usuel) du métal, et qui est:

P o= —o2n[— ® + 6% = 4+ am® — 2mc’.

. o e a
Dans ce systéme, la pression électromagnéetique apparait

. K] N ’ M ?
comme la somme d'une pression électrostatique et d’une

pression magnétostatique.

3;7Mouvementf général d'un systéme de conducteurs. —
l?\appeions quelques propriétés. Etant donnée une multipli-

cité plane 4 deux dimensions, d’équafions‘ A ac*L =0,
B ac~ = o, nous appellergns tenseur de la multlphclte e
: tenseurT = A B — A, B . Ce tenseurdepend de trois arbi_

{raires mod A, mod B et angle de A et B. 8'il s’agit d'une
multiplicité courbe a deux dimensions, nous appellerons

tenseur tangent Tp_v, 51 Apgc*‘ —=oet Bym”:: o sont les-équa-

‘tions de la mrultiplicité plane & deux dimensions tangenles.

y A - : N . . s
‘Ce tenseur vérifie T, dxda’ = o, dePda’ projection d'un
Yy
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élément ds de la multiplicité. Il suffit & définir la multipli-
cité (en direction), en effet les équations de la multiplicité :
At + At ==— A’ — A 2t
B,z! + B,a? =— B,a® — B, x*

se résolvent en :

Tog Tay;
ol =2 put ach
Tz + Tie
T T
2 . ~8 .3 LLs
X =z e
Tz x4+ T1g

Si z est un vecteur de la multiplicité définie par T,, ona
n v T vy A
T py L =05 en effet ceci s’écrit A}l(Bvx ) BH(AVJD ) —=o0ce
qui est vérifié si ' est de la multiplicité d’équations
Auac“::o, B}Lm”:_— o. Nous dirons que si Twa:": o, pr con-
tient x”.

Nous appellerons tenseur normal & une multiplicité &
deux dimensions contenant les vecteurs C et D le tenseur
N}W =C,D, — Cva' Ce tenseur contient tout vecteur per-
pendiculaire & la multiplicité considérée ; en effet si un vec-

N

teur x” est normal & cette multiplicité on a Gz’ = o.

Vo L Yo \ My

D,x? = o d’ou Np‘va: _CP(Dvx )— DH(Cvoc ) =o. On peut
prendre pour vecteurs G et D les vecteurs Ty, Ty, T)y, 03
Ty Tyiy 0, T)s obtenus en faisant x®=1, z* =0 et 23 = o,
x* =1 dans les équations de la multiplicité et on trouve :
N2 — Tye N2 = T, N# = Typ N2 = T,,, N* =T,
N == T, ; il y a réciprocité eotre Net T, on passe de 'un 4
I'autre par permutation d’indices, comme pour les compo-
santes de deux vecteurs rectangulaires dans le plan.

Etant donnés vn tenseur T et un vecteur £, non contenu
par T¥ la translation £, de la multiplicité définie par T*Y
engendre un hyperplan de normale n,. On a n¥ = T™E,.

En effet les équations de la multiplicité définie par T* sont
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A}Lac“: o et BpLar:pL — o si T = A¥BY— A'B¥. L’hyperplan

passant par la multiplicité et contenant £, a pour équation :
- AVE, ]
[A BVEv p.

nt = A¥ B, ] — BYAYE, | =THE,

par suite :

Simaintenant £* et &, sont unitaires (l‘”tw =1, 2’r,=1)
et n* également on a ntdv = 1", dsds, ds élément porté
par iv, ds élément d’aire porté par ¥V, dv élément d’hyper-
surface engendré par la translation x,ds de ds. Si nous

nous plagons dans I'hyperplan portant dv, il n’y a qu'une
normale ¢ & do située dans_cet hyperplan et on a
dv = dsdo cos (2, x). Evaluons ce cosinus. Pour I'hyperplan
nous prendrons Ox'x?x*(x* = o), le tenseur le plus général

114 124, i“ et

(™ a trois composantes différentes de zéro,
ti? p— t23: l31 — 0.

Nous devons chercher la normale & ds qui est dans 'hyper-
plan. Pour cela il suffit de prendre P'intersection du tenseur 2
normal & do avec I'hyperplan. n a trois composantes diffé-

3

I — {24 e 434 T oY .
rentes de zéro, nyg = 1%, ng, =1, n,==1", 512" est la nor

’ 2 3 .
male cherchée n,,s" = 0 ou n,z* + nye’ = o, ete., ou
13%z2 — {%*g3 — 0, etc., ou comme { est unitaire, g est uni-
taire : ‘

el o2 -3

A -

T T £ 0
et on a:

dv =dsds cos (2, ) =dsds(zx; + 22r, + 2°2;)
= dsdaz’x, = dsdst™x,,
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comme n! = n?=nd=—o, n*==1, on a bien n" étant la nor-
male unitaire & I'hyperplan : ’

ntdv =t dsda.

Nous appellerons flux d’'un tenseur H & travers une mul-

tiplicité & deux dimensions I'intégrale I[H}l"a’xudw‘,'éten-

due & cette multiplicité. Si H est le rotationnel d’un vecteur,
le flux ne dépend que du contour, il est nul & travers une
multiplicité fermée (sauf singularités).

Nous appellerons maintenant hypersurface d’onde d’un
champ H une hypersurface telle qu'en chaque point H soit
tangent & une des multiplicités & deux dirnensions de I’hy-
persurface passant par ce point. On voit comment cela géné-
ralise la notion de tube de force : tube tel qu’en tout point le
champ soit tangent & l'une des courbes passant par ce
point. '

Le flux de H a travers toute multiplicité & deux dimen-
sions portée par I'hypersurface d’onde est nul. Prenons
comme Ox'x2x*(x*==0) 'hyperplan tangent & I'hypersur-
face. Un tenseur H d'une multiplicité portée par cet hyper-

plan a des composantes H,,Hy H;, différentes de zéro et
H,=H,;,=H; =o0. 8i nous considérons un élément do
d’une multiplicité 4 deux dimensions portéeélle aussi par
Phyperplan x*==o0 il a des projections dxtdx?, dxdx?,
dxddxt différentes de zéro, les autres étant forcément nulles
- puisque dx* =o. Donc dex“a’xy—_— o dans tousles cas ce

qui établit la proposition, vraie localement et par suite pour
une multiplicité quelconque . portée - par I'hypersurface
d’onde. Nous pouvons donc dire : une hypersurface d’onde
est une hypersurface telle que le flux de HLW & travers toute
multiplicité & deux dimensions portée par I'hypersurface soit
nul. Geci ne signifie pas que le flux de Hw 4 travers toute

courbe tracée sur 'hypersurface soit nul. En effet & une
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courbe fermée tracée sur V'hypersurface peut correspondre
une multiplicité & deux dimensions qui ne le soit pas. On

doit donc dire seulement que si on considére diverses cour-"’

bes fermées tracées sur I'hypersurface d’onde, réductibles
les unes aux autres par déformation continue, elles enfer-
ment le méme flux de HPV' Ce flux n’est nul que si les cour-
bes sont réductibles & un point. Cette notion -d’hypersurface

d’onde généralise les notions corrélatives de surface équipo-

tentielle et de tube de force introduites en électricité et en

magnétisme. 11 y a lieu de remarquer que I'hypersurface qui
limite I'hypervolume occupé par le métal est une hypersur-
face d’onde.-

Ces définitions posées, on peut trouver dans une infinité
de cas les courants répandus sur les conducteurs qui annu-
lent le champ’é I'intérieur en appliquant un principe géné-

‘ralisant ceux des images électriques et des images magnetl—

ques, et qu’on peut énoncer comme suit :

Si une hypersurface fermée S'a deux c6tés peut éire consi-
dérée comme hypersurface d’onde d’un champ électromagné-
tique conservatif (divH" =ob) et si ayant choisi un co6té
positif et un coté négatif sur cette hypersurface, on place sur

ceroeu I .
elle des courants de densité (¥ == - n HY (n normale néga-

tive) le champ électromagnétique produit par ces courants

est identique & H dans la région positive, nul dans la région
négative. ' : '

On peut remarquer que la condition que H soit tangent &
une multiplicité & deux dimensions de 'hypersurface géné-
ralise les conditions n.H=o0 etE="n du cas statique. En

7,eﬁ'et soit npw**:o I'hyperplan tangent & lhypersurface

'd’onde et n}r'c‘L =o, Buac”:: o les équations d’une multipli-

‘cité 4 deux dimensiops de 'hyperplan qui soit définie par H,

‘on doitavoir si n, et B, sont bien choisis H,, =n, B, — n,B,

R
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ou en appelant LMN et XYZ les composantes des champs
magnétique et électrique :
N=H, =nB, —nB, X=H,=nB, —nB,
si I’observateur a un mouvement tangent.
M=H;,—nB,—nB, n,=mo0 X=—n,B,
Y=—n,B, Z=—nB, N=H,;=nDB,—n,B,.
D'ou :
nL4+nM+nN=o0o nH=o e E=ln
le courant que nous avons répandu sur S est bien tangent
2
4w

gauche, les termes de la sommation se détruisent deux &

4S,carona n%i,u: n,n H¥ comme H , est symétrique
Y !

deux et on a bien npi”:o.

Il faut maintenant montrer que le courant ; répandu sur
Uhypersurface est bien conservatif. Pour cela rappelons que
dans le vide existent les antipotentiels : potentiel scalaire
magnétique et potentiel vecteur électrique. Autrement dit,
les composantes de H peuvent s'écrire :

L L

2a® 2P

@ étant un antipotentiel vecteur. Ou bien le tenseur :

U,, = H"

dérive d'un potentiel v ecteur. Pour que ceci soit possible, il

faut qu'on ait :

U4z Uy + oU, —0
2’ b 2! .

et les analogues. Mais cecl s’écrit :

oH¥ dH! + o
2t axt dx?

§
{

i
3
5
|
|
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ou .

2RV

2y

= 0

ce qui est vérifié dans le vide. U et H sont deux tenseurs
orthogonaux. Considérons maintenant une hypersurface
d’onde sur laquelle nous avons répandu un courant :

TN S ST
= n HY,

La direction de 7 est 'intersection de U avec le plan tan-
gent & I'hypersurface d'onde. En effet 1’équati011 :

hrit = n H?

montre que Z est la normale au plan défini par n et H. : est
donc en particulier normal & H, il est donc contenu par le
tenseur perpendiculaire & H, c’est-a-dire U. 7/ est donec
I'intersection de U avec le plan tangent & I'hypersurface
d’onde. Ce théoréme généralise celui du cas statique : la
ligne de courant est l'intersection de la surface équipoten-
tielle du champ magnétique avec le tube de force.

Revenons maintenant au courant ¢, il y a une multiplicité
a deux dimensions de I'hyperplan tangent & U'hypersurface
d’onde et une seule qui soft normale 4 ¢, elle est évidemment
définie par H. Soit ds I'élément de cette multiplicité ; si 7 est
le module de ¥, le flux de courant qui traverse cet élément
est ids. Pour calculer ids prenbns comme hyperplan tangent
4 Phypersurface d’onde x*=o0. Nous aurons comme tou~
jours :

Hy=Hy,,=H; =o
et :

47”'1_ = H“ [Url'z = H24 A’El.:} = H34'

L’élément do a des projections dz'dx?, dxidx®, dxddax!.
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Comme ¢ est la normale & ds située dans le plan Ox'z?x?

ona:
do =dxtdx? cos (i, %) + .. ..
ou : '
ide ==l dxidx® + .... hwide=fni;dxtdx® + .. ..
mais :
4niy = H,, = U*?, ete.,
d’ou :
hrido = U, dxtdx? + . ... =flux de U & travers da,

Ceci montre également que mod H=mod U =4z mod .
Si on considére les lignes de courant s’appuyant sur le
contour de 'élément do, elles engendrent une multiplicité &
deux dimensions de I'hypersurface d’onde qui est un tube
de courant de cette hypersurface. Il faut montrer que 'ona:

do==1" dd,
ds et do’ étant les aires de deux sections du tube faites perpen-
perp

diculairement & ¢ par deux multiplicités & deux dimensions

de I'hypersurface d’onde. Remarquons qu’on peut considérer

le tube de courant comme l'intersection d’une hypersurface .

d’onde de U avec I'hypersurface d’onde de H. En effet,
I'intersection de ces deux hypersurfaces est une multiplicité
a deux dimensions. On obtient une' ligne de cette multipli-
cité par l'interseclion d’une multiplicité & deux dimensions
de Ihypersurface de U ‘avec I'hypersurface d’onde H. Si
nous prenons pour multiplicité une multiplicité constam-
ment tangente & U nous obtenons une ligne ‘de courant.
U'intersection des deux hypersurfaces: peut donc étre consi-
dérée comme engendrée par des lignes de courant, c’est
done un tube de courant. Ce résultat est corrélatif de celu:
du cas statique : les lignes de courant sont l'intersection du
tube de force du champ magnétique et des surfaces équipo-
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tentielles de ce champ. Dans le cas de l'électrostatique il
correspond au théoréme des éléments correspondants : un
tube de force découpe sur deux surfaces équipotentielles
deux aires portant des charges égales. On voit comment
notre point de vue généralise ces résultats et donne une par-
faite symétrie aux potentiels et antipotentiels.

Vu que le tube de coarant est une multiplicité & deux
dimensions portée par une hypersurface d’onde de U, le flux
de U a travers cette multiplicité est nul, d’aprés un résultat
démontré. Formons donc une multiplicité & deux dimen-
sions fermée avec le tube et deux cloisons normales 4 7 et
d’aires do et do’. Le flux de U & travers cette multiplicité
fermée est nul, puisque U dérive d'un potentiel vecteur.
Donc les flux a travers les deux cloisons sont les mémes au

signe prés. On a donc :
ides =1'ds,

le courant répandu sur Phypersurface est donc bien conser-
vatif,
Etablissons maintenant une formule qui joue ici le méme

réle que celle de Green en électrostatique. On a :

H 1 T
: > — HW > — —
. I ooy = 1 OBy oy TP uy o
div ey H - " =3 + HY = H¥
R dx

2z’ Y 2z’

=0 dans le vide :

SIS faw (o= [ [ f[npea

2HW
car

A n;\i
. ) [N
. : ——‘j t/ pyar H"dw.

Par suite le potentiel vecteur créé par les courants que nous

avons répandus sur S pourra se mettre sous la forme:
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Fx*:‘/;‘/fﬁ " i“dv_\/_l f/ﬁ—nHWdu

NN

Pour trouver le rotationnel du vecteur :

JI Ewa

nous- allons suivre la marche suivante : considérons une

multiplicité & deux dimensions fermée, et considérons un
tenseur H*’, de grandeur H*=H" H  constante, tangent en

chaque point & la multiplicité considérée, ce qui entraine que
son flux &4 travers toute partie de cette multiplicité est nul.
Considérons maintenant le vecteur :

—f f—'— H¥ds  (do élément de la multiplicité)

et formons 1’élément de la circulation de ce vecteur <I>"Lda7:PL

nous voyons qu'on peut transformer cet élément :

e
H"dz , ds

2x¥

LI
,.2
:Hu f_a:c" l‘“"dx};dc (2" tenseur unitaire)

tdx, =n"ds, n’ normale & la multiplicité engendrée par
{ F

le déplacement dix, de la multiplicité plane tangente & la

? —

'3
multiplicité & deux dimensions ®%dx, —H f——’ n¥dv
. w J o )

. ) ﬁ{,\ = N
forme : J M/ /
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dv élément de multiplicité a irois dimensions engendrée par

le déplacement dxy. de celle & deux.

Si on appelle U l'intégrale [ ( [~ n'do étendue i
une hypersurface passant par notre multlphmte 4 deux
dimensions fermée, on aura d¥dxe, —H.dU, U généralise la
notion d’angle solide. L’intégrale fd;\“dxu le long d’une

courbe fermée sera égale & H (variation de U). On voit que

~ o
([ [
cette variation est égale & 'intégrale | — n’dv éten-
z < » W h¥sal

due & une hypersphére entourant le point O. On sait qu’elle
, . 4z
est égale a = .
V—1

Nous obtenons finalement, pour la circulation du vecteur @%
le long d’une courbe fermée bouclant la multiplicité &
laquelle est tangent H : ’

f.d)”d;cu:\/ﬁ H.

—1I

Dans le cas ol on aurait affaire a une intégrale de la

pervolume

dont la surface soit hypersurface d’onde pour le tenseur H,
on pourra décomposer cet hypervolume en hypervolumes
élémentaires tels que le flux de H ne sorte pas non plus de
ces hypervolumes. Dans ces conditions on pourra appliquer
notre résultat & chacun de ces hypervolumes élémentaires, et
on aura finalement :

:L@ud:rp V[‘:”Ifde

[fH‘”dx do,= \/ [ﬂux de H a travers Cl..

\,——I
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Dans le cas ou la courbe d’intégration est dans un
domaine ou le tenseur H nlest pas égal & zéro, on aura :

w 2
ﬁ thdxp: ATT'_._

= l//'Hf*dedev.

Par suite, en appliquant la formule de Stokes :

1L
fc Py, — fc @,

::/f(rot ®,) drtdr’ = —/é_“__-i_‘/‘wadx”chv-
V—1

On a done :

[IAD

rot b, — 4™ g

-—1

Ce qui montre immédiatement que le potentiel vecteur des
courants que nous avons répandus étant :

N 1
Fb V-1 2T
= 2y Hdo

et considérant comme domaine d’intégration la région posi-
tive, que: en un point de la région positive :
fr —1

rot F{L: — - w=H

. en un point de la région négative (1) :
rot F!L_——_- 0.

Nous avons bien le résultat annoncé, le champ des cou-

(*) En ua point de la région négative rot Fu: oet 'fF}Ld.I:{‘LV.

ve dépend pas du chemin suivi (si cependant les chemins sont
réductibles les uns aux autres). Sile chemin est fermé et entoure

un trou : j F dx¥=fluxde H _a travers le trou.
c ™ pv
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rants répandus est bien nul & lintérieur, identique - au

champ H" a l'exiérieur.

Ce résultat généralise ce qu’on sait sur les images magné-

tiques et électriques. I1 exprime sous une forme générale le

principe d'Huyghens.

On peut remplacer, pour trouver le champ électromagnéti-
que, les sources par des sources fictives distribuées sur une
surface d’onde. On considére ordinairement des surfaces
d'onde fixes, qui correspondent & des hypersurfaces d’onde
cylindriques paralléles & I'axe des temps. Ceci n’est d’ailleurs
possible que si le régime est permanent, ce qui est le cas
dans les phénoménes usuels de Poptique. Notre énoncé est
tont & fait général, ne suppose ni le régime permanent &i la
surface portant les sources fixe, il a surtout I'avantage de

montrer comment le principe bien connu d’Huyghens se

rattache simplement &4 nos hypothéses sur les propriétés des
supraconducteurs. . ,

Il y alieu de remarquer que les hypersurfaces d'onde sont
bien plus générales que les hypersurfaces engendrées dans le
temps par les surfaces d'onde (au sens usuel).

4. Action d’un systéme en mouvement. Multiplicité des

. solutions. — Dans 'étude de I’équilibre statique d'un sys-

téme de conducteurs fixes, on est amené, pour étudier le

¢

nombre des solutions possibles, 4 introduire I’énergie locali-
sée dans tout I'espace videfff —SE-i—a’v, énergie qui doit étre

stationnaire dans tout état d’équilibre du systéme. Dans le
cas du mouvement général'd’un systeme de conducteurs, il
faudra faire intervenir au lieu de I'énergie du. systéme, I'in-
tégrale de l'action du cflamp électromagnétique étendue a
tout Uespace-temps vide de métal. Cette action doit étre sta-
tionnaire pour tout moxvement possible. Comme d'habitude,
nous entendons par mouvement !'histoire des états électro-
magnétiques du systéme, I'espace-temps qu’il occupe étant
donné.




74 NOEL J. FELICI

On sait que l'action élémentaire du champ électromagné-
tique est:

H dew
16't

On peunt transformer I'élément d’action de la fa(éon sui-

vante :

' oF
On a div (F,H®) == (F,H¥) = P20 4 HW 2L
. AGH

¥ : Y
— Hw aF, . div HY — o d | de. Les t
= Py p}usque v — o dans le vide. Les termes

aF
H*‘Wa—iipeuvent étre groupés par 2, tenant compte du fait
X

que H" est symétrique gauche, il vient £ .

Y dxP

Ona par suite div (FuH'w = H‘”H Donc :

o8 v

IﬁrffffH“’Hw,dw—_—ffffdw(lr H*)dw
= f f f n,F H¥do,

fintégrale étendue 4 'hypersurface limitant le métal. Il vient
finalement, pour l'action :

A:éfffnvFHH"”dv

comme n,HYW — fri® :

I oL
A_Tff.fFHz‘.’“du.

On obtient finalement, pour expression de P'action totale
du champ électromagnétique :

:%f//F z\‘*a’v__——ffszcos(F, i)dsds
:—:—ffldc F cos (F z)a’s_.—-zz,,cpk
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" Montrons maintenant que si on se donne les courants
totaux Z, qui entourent les trous % de I'hypervolume occupé
par le métal, les flux ¢, qui traversent ces trous sont donnés.
En effet supposons qu’il y ait deux solutions pour les flux,
les courants étant donnés. Il existerait un mouvement du
systéme ot les flux seraient différents de zéro, tous les cou-
rants étant nuls. Mais considérons 'action totale et écrivons
qu'elle est stationnaire :

A :—- Zlkq)k

SA = % Ez'kﬁgok + 9idl = ?zfpkﬁik: o donc:gi=o.

On a done ¢, == o. Parsuite si tous les courants sont nuls,
tous les flux sont nuls. Si maintenant les courants sont don-
nés, les flux sont par suite déterminés de fagon unique. Dans
ces conditions, puisque la superposition de deux mouvements
possibles est évidemment un mouvement possible, les flux
sont fonction linéaire des courants :

¢, = Gty + Cpty eoo + Cinla

== C,,1 s + an 2 veo + Gty

Dans toutes ces formules, nous appelons flux ¢ le flux de

H" & travers un trou quelconque & de 'hypervolume occupé
par le métal. Cette notion a un sens, car nous avons vu que
la circulation du potentiel est la méme le long de diverses
courbes réductibles les unes aux autres par déformation
continue, ce qui montre que le flux & travers les différentes
courbes entourant un méme trou est le méme, ce qui fait
qu’on a le droit de parler du flux traversant un trou de I'hy-

‘pervolume.

Quant au courant i, c’estle courant total qui entoure le
trou % de I'hypervolume, et cette notion a un sens, car on
sait que le courant est conservatif.

On voit done que si on.s’en tient au point de vue des cou-
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rants et des flux, la solution du probléme du mouvement

apparait comme unique, sion se donne pour chaque trou &
“de ’hypervolume, le courant qui 'entoure ou le flux qui le
traverse. Mais cetle analogie fondamentale avec le cas stati-
que ne se poursuitpas sion considére le champ dans 'espace-
temps extérieur au métal. En effet, on saitdans le cas statique
que si les courants ou les flux {au sens usuel) sont nuls, la
solution est identiquement nulle. En effet, si dans un

domaine il 1’y a pas d’énergie, onao = fff

entraine nécessairement que E soit nul en tous les points de

E? .
= dv ce qui

ce domaine. Rien de tel dans le cas qui nous occupe. En
effet si I’action est nulle dans un domaine de I'espace-temps:
cela entraine :

S e = ] o5 e

(E, champ électrique; H, champ magnétique).

On voit donc qu’il n’est pas du tout nécessaire pour que
Paétion soit nulle, que le champ soit nul en tout les points
du domaine. Il suffit par exemple qu’on ait en tous les points
E — H, c'est-a-dire que ce domaine soit occupé par un
rayonnement électromagnétique éloigné de sa source. On
voit donc que si onsuppose que l'action dans un mouvement
d’un systéme soit nulle, cela n'entraine pas que le champ
électromagnétique soit nul. On pourraavoirau contraire une
infinité de solutions, correspondant par exemple & des
rayonnements venant de l'infini et frappant le systéme. Cest
particulierement évident dans le cas oul'hypervolume occupé
par le métal est simplement counexe, par exemple une
sphére métallique fixe, 4 laquelle correspond ‘dans L'espace-
temps un cylindre infini. Nous pouvons supposer que le cou-
ranl porté par le cylindre soit nul, c’est-a-dire que la sphére
ne porte aucune charge, cecine saurait exclure que la sphére,
au cours du temps, soit frappée par un rayonnement quel-
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conque. On voit donc que le champ électromagnétique n’est
pas déterminé quand par les flux ou les courants, on a donné
Paction totale du champ électromagnétique, parce qu’il
existe des’ champs électromagnétiques non identiquement
nuls et d’action nulle.

Si on considére maintenant un systéme de conducteurs
fixes (c'est-a-dire fixes par rapport a un systéme galiléen
particulier), on voit que I'bypervolume occupé par le métal
‘est formé de cylindres. Il est évident que lorsqu’un courant
est réparti sur un cylindre pour annuler le champ dans le
métal, le courant est le méme tout'le long d’une génératrice.
Les génératrices des cylindres étant ici paralléles au temps,
il en résulte qu'il n’y a de solutions possibles autres que
celle d’un cas slatique. On ne peut pasavoir autre chose que
des courants permanents ou des dlarges immobiles. Evidem-
ment, ceci suppose qu'aucune onde venue de V'infini ne vient
frapper les conducteurs. Si cependant un train d’onde vient
frapper les conducteurs, on sait que le courant porté par les
cylindres de l'espace-temps est conservalif, ce qui entraine
qu'aprés le passage des ondes, I'état du sysiéme est le méme
quavant. Par suiie :

Si on considére un systéme de conducteurs fixes, ce sys-
teme ne peut admettre pour solution de son mouvement
que les solutions de ces statiques 5’1l n’est frappé par aucun
rayonnement, et s'il est frappé par un rayonnement venu
de U’infini, son élat n’est modifié que pendant le passage du
rayonnement et revient & I’état initial aprés. On comprend
aisément ce fait qu’il n’y a en somme que la solution du cas
stalique qui soit valable dans le cas général, en pensant que
il n'en était pas ainsi, le systéme rayonnerait et finirait
par aboutir & un état statique. Comme le systéme est infini
daus le temps, on ne peut fixer un commencement ou une
fin 4 son évolution, et par suite on ne peut retenir comme
solution que les solutions qui persistent indéfiniment.

* Considérons maintenant un systéme de conducteurs, et
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supposons que partant d’une configuration donnée, on
déplace les conducteurs de fagon arbitraire, en s’arrangeant
cependant de fagon que ce mouvement engendre un hyper-
volume analogue & des tuyaux, ce qui est par exemple le cas
d'une sphére tournant autour d'un axe, ou d’un tore tour-
nant aussi autour d’'un axe. Dans ce ¢as, en remarquant que
le courant répandu sur Uhypersurface est conservatif, op voit
aussitdt que'si aprés un déplacement plus ou moins long le
systéme revient & son état initial, les courants et les charges
{au sens usuel) reviendront aussi & l'état ipitial. C’est daps
Pespace-temps, l'arialogue dans 'espace usuel et le cas stati-
que d’un tuyau qui serait rectiligne et cylindrique sur tout
son parcours, sauf en une zone ou il serait plus ou moins
contourné, sans cependant pour cela que les cavités de son
intérieur viennent pour cela & disparaitre. Ce tuyau étant
par exemple parcouru par des courants permanents, ces
courants seront sensiblement uniformes dans toute la partie
rectiligne, se modifieront plus ou moins dans la partie con-
tournée, puis reprendront exactement la méme figure uni-
forme dans la nouvelle partie rectiligne. D’une fagon trés
générale, si nous considérons un systéme de conducteurs
dont les mouvements sont lents par rapport & la vitesse de
la lumiére, on voit que leur mouvementengendre un hyper-
volume analogue 4 des tuyaux dont la courbure serait faible

par rapport aux dimensions transversales. Par suite le cou-

rant sur ces tuyaux sera & trés peu prés de densité uniforme,
ce qui montre que I'état du systéme de conducteurs, si on
suppose que leurs déplacements et leurs dimensions sont
petits parrapport & la vitesse de la lumiére,'pourra se prévoir
approximativement & chaque instant en assimilant l'état &
un état d’équilibre. C'est ce que nous avons fait quand nous
avons étudié les déplacements infiniment lents d'un systéme
de conducteurs. v

Si les mouvements ou les dimensions ne sont plus négli-
geables par rapport & la vitesse de la lumiére, l'état du
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systeme n’est plus celui du cas statique et il rayonne de
I’énergie. Néanmoins il revient & 1'état initial si les déplace-
ments cessent et s'il reprend sa figure initiale.

Eléments correspondants. — Nous savons que les tubes

de courant sont les intersections des hypersurfaces d’onde

de U avec I'hypersurface du métal. Si nous considérons

deux tubes de courant différents, intersections de la méme
hypersurface S de U avec 'hypersurface du métal, ils for-
meront deux éléments correspondants. Ces éléments portent
des courants égaux et de sens inverse. En effet, il est possi-
ble de former avec I'hypersurface d’onde S de U et deux
hypersurfaces situées dans le métal une hypersurface fermée.

Le flux de H & travers.cette hypersurface f [f"v-deU est

égal & 4n fois le courant total qu’elle enferme. Or, le ten-
seur U ayant S comme hypersurface d'onde est normal 4 la
normale n & cette hypersurface. Cette normale n est donc
contenue dans le tenseur normal &4 Usoit H. On a donc en

tout point de S n,H¥ =o et par suite [fjn‘uH*” =0
pourl’hybersurface fermée puisque H est nul dans le métal.
Le courant total enfermé est donc nul, ce qui établit la pro-

posmon

Pourterminer, montrons que le tableau des coefficients Gy
jouit de propriétés analogues a celles des capacités et coeffi-
cients d’influence de lélectrostatique, c’est-a-dire qu’il est
symétrique. Pour cela 4tablissons la formule suivante, quj
généralise celle de Green :

Sip, et g, sont 2 vecteurs, P et Qw leurs rotationnels et

st div p“‘:dwq”:o :

ffff(f)ui](iu-%[]pp) dw
= [/ )=

QPHV)nvdv,
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en effet, on a :

P,

Cdiv (p, QYY) = pudeHwa ‘—pp[]q + - Q¥Py,

car Q" est symétrique gauche :
div (‘]HPW> — qp DPH + ;—Pwlouv’
d’ou :
div (puQ¥ — ¢ ,P¥) =p, (] ¢* — 7, 1 p*

En intégrant on a la formule. Appliquons la formule 4 deux
mouvements du systéme, tenons compte de ce que :

Opp=019,=0

p. et g, étant les potentiels vecteurs, il vient :
. - it .
Zlkﬁ?k :sz%, ce qui donne Cyp== Cp,.

5. Impulsion-énergie. Ecrans électromagnétiques. — On

sait qu’il existe un tenseur E dont les variations compen-

sent les variations du tenseur matériel, c'est-a-dire les varia-
tions de I'impulsion et de 'énergie. Ce tenseur est :

e

H, B 4 o, 1 et div By =H, %

D V

On va voir que le flux d’impulsion-énergie émis par les
conducteurs en mouvement a pour origine les pressions élec-
tromagnétiques. En effet, on a:

Dans le vide, div Elzo, par suite en intégrant dans un
;

hypervolume Q limité par I'hypersurface V du métal et une

hypersurfabe V' qui Ventoure cn a :

/»/lfﬁzdiv B, du :u//“/v N B dy= o

(dv, élément d’hypersurface).

¥ 37 )
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D’oa

f/anvdD=ffjnvE;dv |
=/ f—;; E—Hwﬂ”“”v + 4 G )
iy

‘:f., ﬁ = [1672(%,)n,, — 852(i%a)n p]dv

= [ [ [ 2w Jdv= [ [ [ pnydv

(p, pression électromagnétique).

Cette propriété de la pression électromagnétique généra-
lise ce qu'on sait de la pression électrostatique, dont on sait
qu’elle représente, 4 un facteur prés le travail mis en jeu
dans une déformation infiniment petite du conducteur, car
on a:

(dv, élément de volume)

([ [ Edo= [ [ [to= [ [ [pav

“(E, champ électrique ; a, densité).

Si nous considérons maintenant un conducteur creux, on
voit que les phénoménes électromagnétiques dans sa cavité
ne dépendent pas des phénoménes extérieurs qui doivent
produire un champ nul & VPintérieur. D'une fagon générale
les phénoménes extérieurs et les phénoménes intérieurs .
sont indépendants, chacun produisant un champ nul 14 ou
est l'autre. Dans une cavité vide et s1mp1ement connexe, il
ne faudrait pas croire qu’il n’y a rien : il y a un état d’action
nulle, ¢’est-a-dire un rayonnement indéfiniment persistant
comme ceux qu'on considére dans les encelntes parfaite-
ment réfléchissantes de la théorie du rayonnement noir.
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6. Analogies et différences des conducteurs et des supra-
conducteurs. — Nous avons décrit entiérement le mouvement
Cest-a-dire Phistoire d'un systéme de supraconducteurs &
partir de la seule hypothese H=o. Nous avons vu que dans.
ce cas, le plus général qu’on puisse considérer, on a toujours
une corrélation parfaite entre les résultats classiques - de
I’électrostatique et les propriétés prévues pour les supra-
conducteurs.

Dans bien des cas, ces propriétés sont trés voisines de

celles connues pour les conducteurs usuels quand la rapidité
de variation du champ est assez grande (une fréquence de
10000 par exemple). On sait qu’alors, dans un-conducteur
usuel, la charge et le courant sont purement superficiels,
qu’il est presque parfaxtement réfléchissant, c’est:a-dire ne
se laisse pénétrer par aucune impulsion ou énergie qui
sarréte 4 leur surface en donnant la pression de radiation,
qui n’est autre que notre pression électromagnétique. Un
conducteur usuel est un écran pour les vibrations électroma-
gnétiques dont la fréquence est suffisante. On pourra imagi-
ner une infinité d’expériences, ou la différence de comporte-
ment entre conducteur et supraconducteur sera aussi petite
que U'on voudra. Un anneau de cuivre étant plongé dans un
champ mwgnellque alternatif de fréquence 6000 de longueur

donde 50 km se oomporte A trés peu pres comme un

anneau supraconducteur, le champ étant négligeable &
1/10 de millimetre de la surface. Comme la longueurd’onde
du ‘mouvement est trés grande pél‘ rapport aux dimensions
usuelles des anneaux, on pourra trouver le mouvement en
supposant qu’a chaque instant I'état est ’état statique com-
mandé par le champ actuel, d’aprés une proposition établie.
On voit par suite qu'en diminuant indéfinimentla résistance
de l'anpeau soumis & un champ de période de plus en plus
longue I'anneau tend vers un annedu supraconducteur
Mais cette conclusion est en défaut si au lieu de champ
alternatif, on a un champ variable de moyenne non nulle.
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Méme si on suppose la vitesse de variation saffisante pour

_queé les courants induits n’aient pas le temps de s’éteindrle

on voit aisément ‘que les courants s'opposent & la partie
variable du champ mais se laissent traverser par sa partie
constante, ce qui fait-que si on fait tendre la résistance vers

\

zéro,-le conducteur s’oppose bien & ce que le champ qui-le
traverse varie, mais il reste un champ « congelé » pour par-
ler.comme es auieurs qui croyaient“’que ce phénbméne était
la régle dans le cas de la supr‘aconductivité.— L’état limite
d’un conducteur ordinaire dépend donc du. chemin suivi, et

quelque grandes que soient leurs analogies dans le cas de la

“haute fréquence, le supraconducteur a de toute évidernce des

propriétés que ne possédent pas les conducleurs ordinaires,
propriétés d’ allleurs grandement simplificatrices des pheno-
ménes.

7. Quelques phénoménes particuliers. — Induction unipo -
laire : on sait qu'on appelle dispositif d’'induction unipo-
laire un dispositif analogue & la roue de Barlow, ou iln’ya
qu'un simple contact glissant. On voit de “suite ‘que si r(')vn :

“considére un tel dispositif qui soit de révolution, et plus

particuliérement une roue de Barlow, dont le métal soit
supraconducteur' il ‘ne se produira aucune force lors du
passage du-courant les forces:magnétostatiques étant toutes

- perpendlculalres au monvement possxble Inversement s1 on

fait tourner la roue par.un ‘moyen exterleur elle ne pro-

: duxra aucune force électro- motrice.

. Condensateurs supraconducteurs : Pétat d’équilibre d un»
iysteme de supraconducteurs étant. la superposmon d’un
état magnétique statique et d’un état electrlque statique, on
volt que les propriétés électrostatiques des strlp[;a-'conducteu'rs

~'sont absolument identiques & celles des autres conducteurs.

Il n’y a en particulier aucune variation de la’ capacité d un
condensateur lors. de letabllssement de I’ tat supraconduc-
teur de ses armatures pulsque les phenomenes electrostatx-
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ques et magnétostatiques sont parfaitement séparés et indé-
pendants. '

Effet Hall : quand un supraconducteur est dans un état
permanent, son état est la superposition d’un état électrosta-
tique et d’an état magnétostétiq‘ue indépendants. Par suite,
dans un état permanent, le potentiel électrique est le méme
en tous les points du supraconducteur, et le fait quw’il y oir-
cule des courants plongés dans des champs magnétiques n’y
change rien. Il n'y a donc aucun effet Hall pour les supra-
conducteurs, ce qui est connu.
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