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LE ROY Philippe
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LOISEAUX Jean-Marie
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LOUP Jean

Mle LUTZ Elisabeth

MM. MALINAS Yves
MARTIN-NOEL Pierre
MAYNARD Roger
MAZARE Yves
MICHEL Robert
MICOUD Max
MOURIQUAND Claude
MOUSSA André
NEGRE Robert
NOZIERES Philippe
OZENDA. Paul
PAYAN Jean-Jacques
PERAY-PEYROULA Jean-Claude
PERRET Jean
RACHAIL Michel
RASSAT André
RENARD Michel
REVOL Michel

Mme RINAUDO Marguerite

MM. DE ROUGEMONT Jacques
SARRAZIN Roger
SEIGNEURIN Raymond
SENGEL Philippe
SIBILLE Robert

-~ SOUTIF Michel
TANCHE Maurice
VAILLANT Frangois
VALENTIN Jacques
VAN CUTSEM Bernard
VAUQUOIS Bernard

Mme VERAIN Alice

Biochimie Pharmaceutique
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Géophysique

Sciences nucléaires
Physique nucléaire - I.S.N.
Géographie

Mathématiques pures
Clinique obstétricale
Clinique cardiologique
Physique du solide

Clinique Médicale A
Minéralogie et Pétrographie
Clinique Maladies infectieuses
Histologie

Chimie nucléaire

Mécanique

Spectrométrie Physique
Botanique

Mathématiques pures
Physique

Séméiologie Médicale (Neurologie)
Clinique Médicale B

Chimie systématique
Thermodynamique

Urologie

Chimie macromoléculaire
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Clinique chirurgicale B
Microbiologie et Hygiéne
Zoologie

Construction mécanique (IUT I)
Physique générale
Physiologie

Zoologie

Physique Nucléaire
Mathématiques appliquées

Mathématiques appliquées

Pharmacie galénique

MM. VERAIN André
VEYRET Paul
VIGNAIS Pierre

PROFESSEURS ASSOCIES

MM. GREENE Richard
ROTH Walter
SZYMANSKI Zdzislaw
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Mles AGNIUS-DELORD Claudine
ALARY Josette

MM. ARMAND Gilbert
BENZAKEN Claude
BIAREZ Jean-Pierre
BILLET Jean
BOUCHET Yves
BRUGEL Lucien
BUISSON Roger
BUTEL Jean
CHARDON Michel
COHEN~-ADDAD Jean-Pierre
COLOMB Maurice
CONTE René
DELOBEL Claude
DEPASSEL Roger
GAUTRON René
GIDON Paul
GLENAT René
GROULADE Joseph
HACQUES Gérard
HOLLARD Daniel
HUGONOT Robert
IDELMAN Simon
JALBERT Pierre
JUNILEN Pierre

A

Biophysique
Géographie

Biochimie médicale

Basses Températures
Cristallographie

Institut des Sciences Nucléaires

Physique pharmaceutique
Chimie analytique
Géographie
Mathématiques appliquées
Mécanique

Géographie

Anatomie

Energétique (IUT T)
Physique (IUT I)
Orthopédie

Géographie
Spectrométrie physique
Biochimie médicale
Physique (IUT L)
M.L.A.G.

Mécanique des fluides
Chimie

Géologie et Minéralogie
Chimie organique
Biochimie médicale
Calcul numérique
Hématologie

Hygiene et Médecine préventive
Physiologie animale
Histologie

Mathématiques appliquées
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MM. PHELIP Xavier
RACINET Claude
RAMBAUD Pierre
RAPHAEL Bernard
Mme RENAUDET Jacqueline
MM. ROBERT Jean-Bernard
SAKAROVITCH Michel
SCHAERER René
Mme SEIGLE-MURANDI Frangoise
STOEBNER Pierre

g

STUTZ Pierre
VROUSOS Constantin

MAITRE DE CONFERENCES ASSOCIE

M. SIDNEY Stuart

MAITRE DE CONFERENCES DELEGUE

M. ROCHAT Jacques

PERSONNALITES HABILITEES PAR LE CONSEIL SCIENTIFIQUE
DIRECTEURS DE THESE

MM. .BELAKHOVSKY Michel
BIAREZ Jean-Pierre
BCEHLER Jean-Pierre
BOIS Philippe
BOLLIET Louis
BOURRET Alain
BRODEAU Frangois
CHAMBEROD André
CHAMBRON William
CHAPPERT Jacques

Mme CHATELIN Frangoise

MM. COURT Jean
DELAYE Jean-Mare

P
Rhumatologie M

Gynécologie et Obstétrique
Pédiatrie

Stomatologie

Bactériologie Nmrmﬂamnwmv
Chimie~Physique

Maths appliquées
Cancérologie

Cryptogamie

Anatomie Pathologie Mme
Mécanique MM

Radiologie

Mathématiques pures

Hygiéne et Hydrologie (Pharmacie)

DE L'U.5.M.G. A ETRE

CENG .DRF /Chimie physique nucléaire
Professeur Mécanique

M.A. Mécanique

Mécanique

Prof.USS IUT II Informatique
CENG-DRF /Physique solide

Prof.USS Maths appliquées

CENG /DRF /Physique solide

CENG /PRF /Physique solide

CENG /DRF /Chimie physique nucléaire Mue
Prof.USS Maths appliquées

M.A. Chimie générale

CENG

DESCLAUX Jean-Paul
DOMINGO Luna
DUC-JACQUET Marc
DUFRESNOY Alain
GIROUD Jean-Pierre
HERVE Alain
HILLAIRET Jacques
JORRAND Philippe
KLEITZ Michel
LEJEUNE~JALABERT Monique
LEMOINE Marcel
LETOURNEUR Jean
LIGEON Emile
MAISONNEUVE Bernard
MONDARCN Paul
MOSER Pierre
PECCOUD Frangois
PERETTO Pierre
PIERRE Jean-Louis
PHAM DINH Tuan
POGGI André
RINAUDO Jean
ROBERT Raoul
ROMIER Guy
ROSSAT-MIGNOD Jean -
ROUAULT Jacques
SAX0D Raymend
SQUQUET Jean-Louis
SUSCILLON Michel
TANE Michel

TEQULE Robert
VALLON Michel

VILLAIN J.
VIVIAN Robert
ZOLL

Fait a Saint Martin d'Héres

CENG /DRF/Chimie physique nucléaire
Maths pures

M.C.USS Maths appliquées
Maths pures

M.A. Mécanique

CENG /DRF /R.M.N.

CENG /DRF /Physique solide
M.R. CGNRS Maths appliquées
Maitre rech.CNRS ENSEEG
Maths pures

Géologie Alpine LA 69

Prof.Hon. Ecole mines Saint Etienne

CENG /DRF /Physique sclide
M.C.USS Maths appliquées

M.A. Zoologie

CENG /DRF /Physique solide

M.C. USS paths appliquées

CENG /DRF /Chimie physique nucléaire
M.A. Chimie

Attaché rech. MATHS appliquées
Ingénieur CNRS Géophysique

M.A, Chimie généralc

Maths appliquées

Prof, USS Maths appliquées
CENG/DRF /Diffraction neutronique
M.C. USS Maths appliquées

M.A. Zoologie

M.A. Chimie ENSEEG

CENG /DRF /Hématologie

Chimie

CENG /Radiobiclogie

M.A. Gécphysique

CENG /DRF /Diffraction neutronique
M.A. Géographie

Pharmacie DIJON (wmatidre médicale)

en novembre 197§
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SYMBOLES LES PLUS FREQUEMMENT WTILISES

résistance et conductivité de Kapitza. hK = ﬁ; .

respectivement, vitesses de propagation des phonons longitudi-

vitesse.

naux et transverses.

masse spécifique.

impédance acoustique.

coefficients de transmission d'8nergie (sans dimension).
pulsation.

potentiels (scalaire et vecteur) de vitesses.,

vecteurs d'ondes de phonons longitudinaux et transverses, res—
pectivement.

angles que font k et i avec la normale 3 la surface de sépara~
tion.

coefficient d'absorption.

tenseur des contraintes.

vecteur de Poynting acoustique.

constantes de Planck.

constante de Boltzmann,

température absolue.

En dehors de h, f et kB, ces symboles sont définis dans le

dy B et 0 sont utilisés, en appendice, avec d'autres significa-



I - INTRODUCTION

Nous appelons, conformément i 1'usage, résistance de Kapitza
la résiétivité thermique de contact entre un solide et 1'hé&lium liquide.,
Quand un flux de chaleur 7 traverse une surface § qui limite deux
milieux, il apparait de part et d'autre de cette interface une diffé-

rence de température AT, et R, est définie par :

S . AT ()

Par extension, nous donnons le méme nom 3 la résistivité thermique de
contact entre deux solides, en nous limitant aux basses températures, en
général celles de 1'hélium liquide, parfois jusqu'i celles de 1'azote
liquide. En ce qui concerne la résistance de Kapitza proprement dite,
notre étude porte essentiellement sur 1'intervalle de température de
1 32K,

Comme son nom 1'indique, 1'effet &tudié a &té découvert par
le physicien russe, en 1941, aux cours d'expériences sur la conductivité
thermique de 1'hélium superfluide. Le premier modéle théorique proposé,
qui sert encore de référence, est celui de Xhalatnikov, en 1952, I1
expliquait 1'existence du phénoméne en considérant la transmission par-
tielle des phonons thermiques 4 1'interface,et en la calculant a partir
des paramétres mécaniques et acoustiques(masse spécifique et vitesse du
son) des deux milieux. Pour des températures de 1 3 2 K, les prédictions

aussi bien qualitatives (dépendance de R en T) que quantitatives

K
(ordre de grandeur de RK) ne sont pas confirmées par 1'expérience.
De nombreux travaux tant expérimentaux que théoriques, ont
traité de la résistance de Kapitza, et nous allons donner les points
essentiels qui nous paraissent nécessaires i 1'introduction de notre

modéle,



A) De 1950 a 1970.

' RK est mesuré directement, pour de nombreuses substances,
essentiellement entre | et 2 K. Au-dessus du point lambda de 1'h&lium,
celui-ci devient un trés mauvais conducteur thermique, ce qui rend les
mesures presque impossibles. Les conclusions suivantes ont pu gtre
dégagées :

- vers 2 K, la résistance mesurée est de 10 & 500 fois plus faible que
celle prévue par le modéle de Khalatnikov, et cela correspond a un
facteur de transmission des phonons incidents, du c8té du solide, de
10 2 50 %, au lieu de moins de 1 Z.

~ les mesures sont peu reproductibles, en particulier d'un appareil 2
1'autre et des rapports de 3 ou 4 entre résultats sont momnaie cou-
rante. .

- compte tenu du point précédent, 1'état physique de la surface, en
particulier le nombre de dislocations ne semble pas jouer un rGle
prépondérant (aux plus basses températures, vers 0,1 K, 1'état de
surface joue un plus grand réle).

- si le solide est un métal, ses &lectrons libres ne contribuent pas
notablement au transfert de chaleur - trop 'facile" - constaté : Ry

varie peu quand le métal passe de 1'&tat normal & 1'état supraconduc~-
teur.

~ les forces de Van der Waals, induisent, au voisinage de 1'interface,

une couche d'hélium comprimé et donc plus dense, &ventuellement soli-
de, de 5 & 10 A, et qui peut servir d'adaptateur acoustique. En

introduisant 1'influence de cette couche dans le modéle de Khalatni-
kov, on prédit un gain de conductivité d'un facteur 3 a 4, vers 2 K.

- pour le contact solide/solide, et ce jusque vers 50 ou 100 K, le

modéle théorique et acoustique de Little, qui est une extension natu-

relle de Khalatnikov, donne d'excellentes prédictions.

B) Depuis 1970.

plus_détaillés :
On étudie la réflectivité des impulsions de chaleur dans un
cristal diélectrique, et sa variation en fonction de la quantité d'hé-

lium (ou éventuellement d'un autre corps) absorbé & la surface. On



constate alors que la réflectivité passe de | (pour le vide) & quelques
dixiémes pour quelques monocouches d'h&lium absorbées. De plus, les
réflectivités anormalement faibles par rapport au mod&le acoustique
usuel sont caractéristiques des systémes "quantiques", hélium ou hydro-
géne (0,8 4 0,3 au lieu de plus de 0,99).

En utilisant des jonctions runnel, on peut observer et émettre
des phonons presque monochromatiques. Des expériences récentes montrent
que pour un cristal clivé dans 1'hélium, la transmission diminue beau-
coup (dom devient moins anormale) tout en restant trés supérieure 3
celle prévue par Khalatnikov, pour des fréquences de 1'ordre de 100 GHz.

Un spectrométre spin-phonon permet de mesurer un coefficient
de transmission moyen (par rapport 3 1'angle d'incidence) & pour des
fréquences variant de 20 & 250 GHz. & varie rapidement, en croissant

notablement, entre 30 et 100 GHz.

on
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FIGURE 1
Coefficient de reflexion, l-a, pour des phomons & 1'interface SrFZ/He

liquide, Tiré de E.S, Sabisky et C.H., Anderson.

L'étude de la répartition angulaire des phonons &mis du solide
dans 1'h&lium liquide donne i penser qu'il existe deux processus de
transmission, 1'un respectant les lois de Descartes de la diffraction,
1'autre donnant une émission hors du cBne critique (de faible ouverture)
et dominant le transfert de chaleur entre | et 2 K. De plus, la
transmission semble dissymétrique, selon que les phonons aillent du

solide au liquide ou l'inverse.
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FIGURE 2
Coefficient de transmission pour des phonons thermiques (v 1,5 K) a
travers l'interface NaF/AHe. Courbe supérieure : solide au liquide.
Courbe inférieure : liquide au solide. Les unités de o sont arbitraires.

D'aprés Wyatt, Page et Sherlock.

De manidre générale, 1'état physique de la surface, si celle-
ci n'est pas volontairement endommagée, joue, expérimentalement, un
role beaucoup moins déterminant que sa propreté chimique. Des mesures
récentes, qui atteignent une reproductibilité de quelques pour cent,
montrent que les dislocations ont une influence notable (un facteur 2
ou 3 vers 2 K) mais leur présence me fait qu'abaisser les valeurs de Ry
par rapport & celles obtenues pour des échantillons trés soignés méca-
niquement. Cela n'infirme pas 1'importance essentielle de la contamina-
tion chimique &ventuelle, et nous pensons que celle-ci est la cause

majeure de la non-reproductibilité des mesures de Ry, en général.



2) De nombreux modéles théoriques sont Proposés et peuvent étre classés

en_deux catégories : macroscopiques et microscopiques.

Pour la premiére catégorie, citons :

- Haug, Weiss, Petersor et Anderson ont modifié le mod&le de Xhalatnikov
en introduisant de 1'absorption dans le solide, dieaux dislocatione
au voisinage de la surface.

~ Opsal et Pollak ont perfectionré le moddle précédent en tenant compte
de la couche dense d'hélium prévue par Challis, Dransfeld et Wilks.

~ Cheeke et Ettinger considérent que la couche pré&citée est notablement
absorbante, et ce modéle est 1'objet d'une partie importante de cette
thése. Il sera donc détailléd et justifié ultérieurement.

De nombreux modéles microscopiques ont &té présentés et nous
ne pourrcns les citer tous. Les principaux processus de transfert de
chaleur étudiés ont &té : les défauts localisés résonnants (Vuorio),
les atomes d'hélium absorbés (Sheard et Toombs), les micro-défauts
(Khater), 1'effet tunnel d'atomes d'hélium (Nakayama). Ces modéles,
soit, ne prévoient pas le bon ordre de grandeur, soit, ont des paramé-
tres indéterminés. Récemment, un calcul plus complet de Maris, qui

résoud 1'équation de Schrodinger pour un atome d'hélium & l'interface,
dans le potentiel des phonons incidents du solide, donne des résultats

qui peuvent le relier 3 notre modéle.

IT - FAITS EXPERIMENTAUX A EXPLIQUER

La liste qui suit n'a pas la prétention d'dtre exhaustive,mais
elle contient les Eéléments qui, 1 notre avis, caractérisent le probléme.
- le phénoméne est analogue pour 1'hélium 3 et 1'hélium 4 (malgré des

propriétés physiques macroscopiques et quantiques trés différentes) ;
- 1l'8cart avec la théorie acoustique de Khalatnikov est important pour

1'hélium et 1'hydrogéne (ou le deuterium) mais pas pour d'autres
milieux ;



-

1'accord avec le modéle acoustique est meilleur aux plus basses tempé-
ratures et, ce qui est reli&, les phonons d'une fré&quence supérieure

*
d 20 ou 30 GHz passent mieux du solide au liquide ;

- les phonons ''thermiques'" Bmergent dans le liquide dans toutes les

directions ;
~ les phonons transverses transfé@rent (aussi efficacement que les autres)
de 1'énergie au liquide, méme 3 incidence normale ; **
pour une surface trds propre, que ce soit physiquement (si on &limine
les dislocations) ou chimiquement (cristal clivé)}, R, est plus grand,

mais reste trds inférieur 3 la valeur prévue par Khalatnikov.

#*# Phonons majoritaires vers 0,5 K.

*% Alors que, pour un modéle acoustique usuel, ils ne sont pas couplés
au liquide.

III - LE MODELE ACOUSTIQUE MACROSCOPIQUE

A) Interface solide/liquide. Modéle de ¥halatnikov.

Le moddle que nous avons développZ est acoustique, en ce sens
qu'il traite les phonons comme des ondes sonores se propageant dans des
milieux continus et homogénes - et isotropes aussi, pour la relative
simplicité des calculs,mais ce n'est pas intrinséque au modéle. Pour
dégager les idées principales, nous allons rappeler briévement en quoi
consiste le calcul de Khalatnikov, qui, comme nous 1'avors dit, sert de
référence 3 tous les modéles mactoscopiques. Considérons que de 1'h&lium
liquide remplit le demi espace z < 0, et un solide le demi espace z > 0.
Nous appellerons Cys Pys Cos b2’ 09 respectivement la vitesse du son
dans 1'h&lium, la masse spécifique de 1'hé&lium, les vitesses des modes
longitudinaux et transverses dans le solide et sa masse spécifique.
Etudions une onde, sonore plane, incidente dans le liquide, de vecteur
d'onde K},de pulsation w, Nous savons que 1'interface donne lieu & une
réflexion et 3 des réfractions, et que les vitesses dans chaque milieu,

peuvent étre écrites sous la forme :

v,o= T (2

<4
il

2 %.TE+§$2



My, T, et $2 sont des potentiels de vitesses (de déplacement)
associés respectivement aux modes longitudinal dans 1'hé&lium, longitu-
dinal dans le solide et transverse dans le solide. Ce dernier mode est
celui que nous appelons tl’ les déplacements ayant lieu dans le plan
d'incidence, par opposition au mode transverse t, ou les déplacements
sont normaux & ce plan, et donc parallé&les & 1'interface. Ce dermier
mode n'est pas excité par une onde plane incidente du liquide, et réci-
proquement, dans un mod&le acoustique sans absorption, ne transmet pas

d'énergie au liquide.

EN 1 +
Yo !
=7
a
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Sc.oide E \
FIGURE 3

Schéma des divers modes correspondants i une onde plane incidente dans

1'hélium liquide.

>

En prenant k1 dans le plan %oz, et en choisissant(ce qui est
loisible), wa = wzz = 0, WZy =, si 81 est 1'angle d'incidence, on a :
H[ - [Al elkl(x 51n6] + z cosel) . A'l elkl(x sln@1 -z cos@l)] e-lmt

I - A eikz(x sine2 + z cos@z) e—iwt

2 2



ixz(x sin¢2 + z cos®,) e—imt

= B, e "2,
> > w 2 .
k2 et X, sont les vecteurs d'ondes associés aux modes transmis.
. w w w
avec k= — ky = o s X2 T opToe
1 2 2

Fcrivons maintenant que, & 1'interface, la vitesse normale et les compo-

santes du tenseur des contraintes sont continues. Nous obtenons d’'abord

. . - B
51n6I 51n82 sinf,

c < by

¢'est~3~dire la loi de Snell-Descartes.

De plus

(A} - A'])k1 cos@l = A2 kZ cosO2 + BZXZ sin¢2 5
- % sin28 2 26

o = A2 k ) sin2 5~ BZX , cos2o,

(A] + A'])p] = (A2 code)2 + 3B, sin2¢2)02

En résolvant ce systéme, on trouve

- 2 2
A L ) Z2 cos 2¢2 + %6 sin 2¢2 Z1 “
A] T 7 :
2 1)
AZ .. E)__]_ Zy co%i_%
A] '3 0y A
B2 0 2}@ sianb2
s — = t = [ P A ——
A1 t 0, A
avec A = Z1 + Z2 cos 2é ‘}2 sin 7“
°1€)
et oil Z1 = s Uy = c089 et lb/ coq¢
cose1

sont les impédances acoustiques associfes aux diverses ondes,

- . . - . 2
Le coefficient de réflexion, en énergie, R, vaut |+ | et
le coefficient de transmission, o, vaut 1-R. Les phonons du liquide
étant en équilibre thermique & la température T, et chaque phonon de

pulsation w possédant une énergie fiw, le flux d'énergie qui passe du
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liquide au solide, par unité de surface

d —>
3
(2m>

kB est la constante de Boltzmann et N la loi de distribution des pho~

W Ao
3T - .]ﬁ (EETO ¢, cos9, hu.a, (7)

nons dans 1'espace des vecteurs d'onde. Pour les températures considérées,
nous prendrons la loi de Planck, sans fréquence de coupure,qui est le cas
limite, pour les températures faibles par rapport & la température de
Debye, de son modéle de spectre de phonons thermiques. Comme o dépend de

61 mais pas de w, 1'intégrale se scinde en deux :

i

] 2 —_
< >
g = ’// N ¢ hw gﬂﬁLjﬂi__' J“ a(8,) cos6, d(cosh,) (8)
S 3 3 1 1 1
0 <, (2m) 0

D'aprés la forme de la fonction de Planck,la premifre intdgrale est
proportionnelle a TA. En tenant compte de ce que Oy € 0y, ¢, < b2 ou ¢,
on obtient finalement

G ALY ¢

- = A — 9

3 £ (9)

™
15 3 p2b03 5

f 8tant une fonction d'une seule variable. Ce flux est €quilibré par un
autre, égal, en provenance du solide, & 1'équilibre thermique entre les

deux milieux. Si maintenant, le solide est i une température T + AT, il
; : dW

~ - . . AT
emettra un flux supplémentaire ) tel que 0 = AW = IF - AT si — est

assez petit et par suite

3
3 15h°  Paby

1
_ 1 10
RKT ]6ﬂ5k 7 - (10)
'R PGy

La fonction f sans dimension, reste de 1'ordre de 1'unité pour des
valeurs physiquement réalisables du rapport gg .
I1 y a trois remarques essentielleszsur ce modéle

— comme ¢ ne dépend pas de w, Ry varie en T—B.

- les déplacements de la surface du solide parallélement 3 elle-méme ne
sont pas couplé&s au liquide. Par suite, le mode transverse t, , pour
lequel le déplacement est normal au plan d'incidence, ne transmet pas
d'énergie au liquide, pas davantage que le mode transverse &tudié
plus haut pour une incidence normale.

- lgs lois de Snell-Descartes nous indiquent que, pour 6] > ﬁo = arcsin

(319, il y a réflexion totale, et donc que toute 1"énergie incidente

en dehors du cBne de demi angle au sommet 90, appelé cone critique,



est réfléchie. On constatera aisément que, dans ce cas, leest réel,
mais Z, et%f2 sont imaginaires purs, A, et A", ont méme module et R vaut 1.
Pour des solides usuels, 60 est un angle petit (v 6° pour le cuivre).
De plus, pour 61 < 60 . Z2 et%ré sont en général grands par rapport A
1, et par la suite le module de r est trés proche de 1. Ce modéle

prévoit donc que seule une petite partie de 1'énergie incidente 3 1'in~
térieur du cdne critique est transmise au solide(typiquement 107 )

S'il existe un processus d'absorption dans le solide, au voi-
sinage de la surface, cela augmentera l'érergie transmise, et diminuera
done Ry. Une manidre simple d'introduire cette absorption dans le modéle
est de considérer, de maniére formelle, que les vecteurs d'onde sont

complexes et, ce qui revient au méme, que les vitesses du son sont
v

I+ iv?

si X est sa longueur d'onde. Avec ces

complexes, de la forme v' = dans le golide. Le libre parcours

>

d'un phonon est alors L = 5,
hypothéses, le cdne critique disparait. En effet, pour des angles
d'incidences plus grands que 80, il existe dans le solide non absor-
bant une onde évanescente, qui ne transmet pas d'énergie. Il stagit
juste d'un état vibratoire statiomnaire localisé au voisinage immé-
diat de la surface. L'atténuation de ce mode, dans un solide absor-
bant, transférera donc de 1'énergie du 1iquide au solide.Par suite,
méme si la transmission est plus faible, elle n'est pas nulle au-dela
de 60. 60 étant de quelques degrés, un tel processus peut augmenter
notablement hK' Comme un tel modéle ne contient toujours aucune lon-
geur caractéristique, o reste indépendant de w, et par suite Ry T3
est constant. Des processus d'absorption dans le solide, au voisinage
de la surface, existent sans nul doute, par exemple a cause des dislo-
cations. Nous avons déji indiqué que ce phénoméne ne nous paralt pas

fondamental, en nous basant sur les résultats expérimentaux.
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FIGURE 4
Contact He liquide/Cu absorbant. Ry fonction de v, coefficient d'ab-
sorption du cuivre; comme v = | correspond & un fluide visqueux, la

portion v > 1 n'a aucun sens physique.

B) Couches d'hélium absorbées.

Au voisinage de 1l'interface, les forces de Van der Waals
jouent un r8le prépondérant et donnent une attraction notable entre
le solide et les premidres couches monoatomiques de 1'hélium. Ces
forces sont dues aux interactions (attractives) entre les dipoles
fluctuants spontanés et les dipoles induits par ces derniers. La

théorie statistique et "continue'" de ce phénoméne, développée par
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Lifchitz, nous servira de base. Ces forces correspondent, pour des
distances de quelques A entre deux milieux semi-infinis, & des pres-
sions de quelques dizaines @ quelques centaines d'atmosphres.Pour la
plupart des solides ou des liquides, si 1'on n'est pas au voisinage
d'un point critique ou singulier, comprimer jusqu'd 100 ou 200 bars ne
change pas les propriétés acoustiques (densité et vitesses du son) de
plus de quelques pour cent. Cette variation ne peut avoir qu'une
influence faible sur le phénoméne &tudié. Etant donné les incertitudes
sur les vitesses du son et les approximations faites sur le spectre

de phonons, il n'est jamais tenu compte de cet effet pour les calculs
de résistance thermique de contact entre solides (autre que 1'h&lium
et peut-8tre 1'hydrogéne). L'hélium liquide, par contre, vers 2 K et
au-dessous, i cause de sa nature "quantique" (c'est-d-dire de 1'impor-
tance relative de 1'énergie de point z&ro, par exemple) est trés
compressible, et surtout se solidifie aux environs de 30 bars. Il peut
donc 8tre important de tenir compte de cette couche plus dense, et
meéme de une 3 deux monocouches atomiques qui sont soumises & une pres-
sion équivalente suffisante pour 8tre '"solides™. Les vitesses du son
&tant 2 & 5 fois plus importantes, et la densité de 50 7 4 2 fois plus
grandes, pour le solide (selon sa pression) que pour le liquide, nous
avons 13 un syst&@me susceptible d'adapter un peu mieux les impédances
acoustiques des milieux extr@mes. De plus, il est évident que ces cou-
ches ne seront "vues" que par les phonons dont la longueur d'onde n'est
pas trop grande par rapport & leur épaisseur. A suffisamment basse
température , il est naturel que ces couches n'aient pas d'effet sensi-
ble sur la transmission des phonons thermiques. Il peut €tre utile de
remarquer que la présence de ces couches adaptatrices, si elles ne sont
pas supposées diffusantes ou absorbantes, n'influe pas sur 1'existence
du cdne critique (ni sur la valeur de son ouverture) pour les phonons
incidents .du liquide.Elle ne fait qu'augmenter le coefficient de trans-
mission pour les phonons incidents 3 1'intérieur de ce cdne.

Pour évaluer les propriétés acoustiques de ces couches,
plusieurs hypothéses sont faites. D'abord que nous pouvons traiter des
épaisseurs de matériau de 1'ordre de une couche atomique comme un con-
tinuum. D'autre part, que 1'énergie potentielle d'interaction de
Van der Waals, calculée d'apré&s un modéle de Lifchitz, et qui lui
aussi n'est en toute rigueur valable que pour des milieux continus,

eut 8tre extrapolée jusqu'd ces distances de 1'interface.
P P Jusq
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Ces hypoth&ses, qui peuvent paraltre grossires, sont souvent
utilisées pour les calculs relatifs aux films minces d'hélium super-
fluide, et 1'accord souvent trd&s bon des résultats théoriques ainsi
obtenus avec 1'expérience, pour une grande variété de propriétés physi-

que de ces couches, justifie amplement ces approximations.

C) Calcul de paramétres des couches,

Des expériences de résonance de phonons de quelques dizaines
de gigahertz, sur des films minces d'hélium superfluide, d'épaisseur
variant de dix i quelques centaines d'Angstroms, ont permis de vérifier
que le modéle de Lifchitz &tait parfaitement valide dans ce domaine
(Sabisky et Anderson). On peut alors, pour des distances d i 1l'inter-
face,inférieures 3 20 ou 30 A, évaluer le potentiel d'attractibn de

Van der Waals, pour un atome d'hélium, sous la forme :

En traitant alors 1'h&lium en milieu continu, on obtient :

p(d)

F

X -
nd> p(d==) °

~~|

p)

p est la pression 8quivalente 3 la distance d, p la masse spécifique i
cette méme distance (et qui est une fonction expérimentalement connue
de la pression) et m la masse d'un atome d'hélium.

On peut résoudre, numériquement, cette &quation et déterminer
ainsi p(d). Le paramdtre v, calculé théoriquement 3 partir de la struc—
ture de bande des &lectrons libres pour les métaux, et des potentiels
d'ionisations pour les diélectriques, a €té pris dans les articles pu-
bliés par Sabisky et Anderson. Pour la plupart des solides usuels, on
trouve une pression de P, = 30 atmosphéres pour une distance do de 6
4 8 A, Une monocouche d"hélium solide correspondant & 3,5 A environm,

on voit donc que 1l'on peut &valuer i environ 2 couches atomiques 1'é~

paisseur de 1'hélium tr&s modifié par la présence du substrat solide.
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FIGURE 5

Courbe de JP udp en fonction de p. U, volume molaire de 1'hélium 4 est
en cm”,p en gtmosphére. La courbe en trait pointillé concerne les hautes

pressions : abscisses en haut, ordonnées 3 droite de la figure.

Pour des distances inférieures & do, on peut soit considérer
que le "solide" est homogéne, 4 la pression P soit continuer 1'extra-
polation et prendre un systéme de plusieurs couches solides. Dans notre
étude, nous avons considéré parfois une, parfois deux couches.

Les valeurs de la masse sp8cifique 0(d) et des vitesses du
son (¢ pour les modes longitudinaux, b pour les modes transverses,
dans le solide) seront supposées &gales 3 celles mesurées pour des

volumes macroscopiques, i la méme pression. En ce qui concerne b, &tant
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donné le peu de connaissance sur la structure "eristalline" de ces
couches, et comme de plus c'est une moyenne pour les diverses direc-
tions (car si le modéle considére des solides isotropes, ce n'est pas

le cas de 1'hélium solide) nous avons pris, systématiquement b = c/2,

D) Principe du calcul de R,.

I1 faut calculer le flux de chaleur par unité de surface, g,
qui passe du liquide au solide 3 1'quilibre thermique, et pour ce
faire, il faut &valuer le coefficient de transmission a(el, w) de
1'énergie d'un phonon incident, de pulsation w et d'angle d'incidence
81. On considére toutes les ondes planes engendrées par 1'onde plane
incidente. Il y a une onde réfléchie dans 1'h&lium, quatre pour chaque
couche solide, et deux pour le substrat. Pour chaque surface de sépara-
tion, on écrit les conditions aux limites, c'egt-d-dire la continuité
de la vitesse (deux composantes) et de deux composanmtes du tenseur des
contraintes pour un contact solide/solide, la continuité de la vitesse
normale et de la pression et la nullité des contraintes tangentielles
pour un contact solide/liquide. On obtient ainsi un syst&me linéaire,
que l'on peut résoudre numériquement, et déterminer ainsi les ampli-
tudes des modes réfléchis et transmis,

Le calcul littéral serait trés laborieux, méme pour une
seule couche solide. Il s'agirait de réscudre un systéme de 7 &qua-
tions, en nombres complexes (& cause des déphasages dans la couche).
De plus, les intégrales ne pourraient certainement pas 8tre &valuées
de maniére formelle. Le calcul numérique est donc nécessaire. En fait,

~

ce n'est pas W que nous chercons d calculer, mais hK, qui est propor-

. . dW
tionnel & I
o0 r
3 2
h
W Q dw o(B,, w)sinB., cosH, 6 db (16)
S 4TT2 (hw 1 1 1 1
¢ Jo eXPP_, 0
B
® L
2 4 2
d W h
hK S e () = e _wde o, ,w)sind, cosh,db
dT °S 22 2 1 1 1771
4T Tk, T ho 2
1B o [expl=—=)~11% Jo
kBT

(17)
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Prenouns u = %ET comme variable & la place de w.
B
™
kg > Tl i 7 k_Tu
hK = =553 — a(el, -—ﬁu931n6] cosel del (18)
A ) 9 o (e ~1) o

C'est cette expression qui sert au calcul numérique de hK et
de son inverse Ry. Cette forme montre bien que si o ne dépend pas (ou
peu) de w, RKT3 doit 8tre constant. Pour le calcul effectif de o,nous
ne résolvons pas un systéme dont la dimension est variable (dépendant
du systéme de couches considé&ré) mais nous nous ramenons d un systéme
de 3 équations, dont les variables sont les amplitudes du mode réfléchi
dams 1'hélium et des deux modes transmis dans le substrat. Quelques dé-
tails sur ce calcul sont domnés dans 1'appendice III,

Pour regarder plus en détail comment se transmet 1'énergie
dans ce systéme, nous avons considéré le vecteur de Poynting acoustique
qui représente le flux d'énergie par unité de surface. En notation

tensorielles, celui est défini par :
% = - 0,. ¥, (19)

3 - I3 -
Oij est le tenseur des contraintes et v la vitesse du déplacement.
Comme nous utilisons la représentation complexe des phénoménes
. o -int . . .
sinusoldaux (le terme e étant omis dans les formules), 1l faut

utiliser la forme :
RE&L (o,. v. ) (20)

Vj* est le complexe conjugué de v..
P doit 8tre interprété comme un vecteur de Poynting efficace,
c'est~3-dire la moyenne dans le temps du vecteur instantané. C'est
cette valeur efficace qui nous concerne, évidemment. Comme il n'y a pas
accumilation d'énergie aux interfaces, la composante normale de P doit
étre continue. Ceci est une conséquence immédiate de la continuité
des composantes adéquates de 0 et v, qui sont justement les conditions
aux limites qui permettent de déterminer les amplitudes des ondes. A
titre de vérification, nous avons contrdlé 1'égalité des valeurs(numé-

riques) de ?N dans le liquide et le substrat.
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E) Couches absorbantes.

Le modéle que nous proposons cherche 3 tenir compte des faits
expérimentaux suivants :

~ méme pour les &chantillons les mieux préparés, ceux pour lesquels il
n'existe pas (ou peu) de processus susceptibles d'absorber de 1'éner-
gie au voisinage immédiat de l'interface, dans le solide, le modé&le
acoustique considéré jusqu'alors est en grand désaccord avec 1'expé-
rience,

- pour les premiéres couches atomiques de 1'h&lium, le libre parcours
moyen des phonons est tré&s court, de 1'ordre de grandeur de leur
longueur d'onde.

-~ les études de réflectivité montrent bien que le ph&noméne est inhérent
a ces couches.

Nous considérons donc ces couches comme absorbantes, et allons

voir en quoi cela augmente le transfert d'énergie du liquide au solide.

Pour les phonons incidents a4 1'intérieur du cdne critique,
c'est-a-dire presque normalement, le fait que les couches soient absor—
bantes change peu de chose. En effet, la longueur d'onde des phonons
thermiques, pour les températures considérées, est toujours assez
grande par rapport i 1'épaisseur d'une couche, et la portion de 1'éner-
gie qui peut 23tre absorbée dans la couche est faible pour une incidence
paranormale.Les phonons majoritaires ont des longueurs d'ondes de 20 a 1uua
dans les couches.Par contre, les phonons incidents 4 1'ext&rieur du cdne
critique vont €tre guidés par ces couches.En effet, ils sereont réfléchis
totalement 2 la surface du substrat, et partiellement & la surface de
1'hélium liquide. Comme les vitesses du son sont plus grandes pour
1'hélium solide que pour 1'hélium liquide, les directions de propaga-
tion feront un angle plus grand avec la normale dans les couches, et y
parcourront donc un chemin long par rapport i 1'épaisseur des dites
couches avant d'en émerger. S'il y existe des processus d'atténuation,
une partie notable de l'énergie incidente hors du cdne critique, c¢'est-
d-dire de presque toute 1'énergie incidente, peut 8tre "piégée". Cette
Energie localisée ne s'accumule pas bien entendu, elle est réémise vers
1"hélium liquide et le substrat solide (la température de ces 10 ou
15 A d'hélium n'augmente pas indéfiniment !),

Comme les couches sont assez bien adaptées acoustiquement 3

1'hélium liquide, de 10 & 50 7 de 1'énergie incidente y pénétre. Ceci
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est & comparer aux 1 7 (pair du cuivre) ou moins qui arrivent, du
liquide, i 1'intérieur du cOne critique. Par ailleurs, la proportion R
de 1'énergie "pidgée" qui est réémise dans le substrat est plus impor-
tante que le coefficient o de transmission pour 1'énergie incidente du
liquide, dans le cGne critique. En effet, cette énergie piégée se trouve

dans 1'hélium solide, qui est mieux accordé acoustiquement au substrat.

PR,
/o tetium Yiguide

Couches / aitd nuninles - .

\;.'.?"w;“\ “

. . e oot e e N il

Subsatrat enticle

FIGURE 6
Un phonon presque normal parcourt un trajet réduit. Il sera peu atté-
nué. Un phonon incident hors du cOne critique est guidé dans les cou-

ches, et par suite a une grande probabilité d'y @tre absorbé.

F) Calcul de RK dans le modéle de couches absorbantes.

1) A partir des phonons_incidents du c8té liquide :

Nous avons besoin de deux paramdtres supplémentaires : le
coefficient d'atténuation dans les couches, et B , c'est-a-dire la
proportion de l'énergie absorbée qui est réémise dans le solide.

Les mesures d'interférométrie acoustique dans des films
minces permettent d'évaluer le libre parcours moyen £ des phonons s'y

propageant, pour diverses fréquences. Nous avons utilisé des vitesses
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du son complexes, en prenant un coefficient v = E%I-identique pour les
divers modes et indépendant de la fréquence. Cette derniére approxima-
tion est assez grossiére, car les mesures indiquent que Vv est plus fai=-
ble aux basses fréquences (en dessous de 20 GHz). Néanmoins, cela ne
devrait pas entrafner d'erreur importante au-dessus de | K.

Pour déterminer 8, nous considérons que 1'énergie "piégée" est
réémise, sous forme de phonons, et de manidre plus ou moins isotrope,
dans les couches. Ces phonons subissent des réflexions partielles mul-
tiples sur les diverses interfaces. Pour évaluer R rigoureusement, il
faudrait calculer, pour chaque angle et chaque fréquence (et chaque
mode &mis) la solution du syst&me d'équations associé. Comme nous
1'expliciterons plus loin, on ne peut pas séparer les flux d'énergie
correspondant aux diverses ondes dans un milieu attdnuant (appendice 1).
I1 serait donc impossible de faireun bilan énergétique. Par suite, pour
faire ce bilan, nous n'avons pas tenu compte du coefficient d'absorp~
tion dans les couches. Nous avons,de plus, négligé les phénoménes
d'interférences dues aux réflexions multiples., C'est-i-dire que, au lieu
d'ajouter les amplitudes (avec leurs phases) des diverses ondes se
propageant dans le méme sens, nous avons ajouté leurs intensités, qui
sont proportionnelles aux &nergies propagées. Cette simplification do-
nerait évidemment un résultat trés grossier pour un mode, une fréquence
et une direction donnés. Comme le but est d'obtenir une moyenne sur
tous ces paramétres, et que de plus l'atténuation dans les couches, qui
correspond @ un libre parcours moyen % pas trop grand par rapport i leur
épaisseur d, "brouille" les phases, cette approximation paralt
réaliste, et d'autant meilleure que 2/d est petit, c'est-3-dire que les
largeurs d'onde des phonons majoritaires sont courtes, donc la tempéra-
ture élevée,

Les coefficients de réflexion sur les interfaces ont &té pris
comme les moyennes de ceux-ci, en fonction de 1'angle et des

modes, pour une interface analogue entre deux milieux semi-infinis.,
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Schéma de propagation d'un phonon d'énergie E, réémis dans la couche.

Si R, et R sont les coefficients de réflexion en énergie, le phonon

o . o Re(1 - R)
transfére au solide une énergie E . Thtriyiigh_ dans le cas
- S
de la figure, %Lélﬁg%l s'il est émis vers le solide.

En moyenne, il passera donc dans le solide une propcrtion
1 I = R (I - Ry) . . ca
B=5( de 1'&nergie piégde.
I - R2 Ry

Le calcul de ces coefficients de réflexion "moyens" est relié

3 celui de la résistance thermique de contact entre les deux milieux,

et se trouve détaillé dans la premiére des publications jointes.

Le calcul complet de u(el, w) se présente alors ainsi :

- par résolution du syst&me d'équations associé aux conditions aux
limites, on calcule les amplitudes des ondes réfléchies et transmises,
et les flux d'énergie normaux & la surface de séparation, Py et P

- comme de 1'énergie a &té absorbée dans la couche, la quantité
Pa = PI - PR - PT’ est positive et correspond & ce flux absorbé,

Pr est le flux d'énergie incident ;
-~ le flux total transmis au substrat solide est

= + N
Ptot PT BPa



-29-

Nous prenons donc :

PT + B(PI—PR - PT)

Py

Précisons que, dans notre méthode de calcul, B ne dépend ni de
91 ni de w, et peut donc 8tre évalué une fois pour toute (pour une
structure de couches et une nature de substrat fixées), comme nous
1'avons expliqué plus haut.

Nous avons dit que les flux ne peuvent pas etre calculés dans
un milieu absorbant. Plus précisément, si les composantes du vecteur de
Poynting (en représentation complexe des ondes sinusoidales) déterminent
toujours des flux efficaces d'énergie, leur expression n'est plus disso-
ciable en termes correspondant 3 chaque onde. En particulier pour la
composante normale & 1'interface, qui est la seule qui nous intéresse
ici, il y a des termes qui sont les produits des amplitudes des ondes
incidentes et réfléchies. Et par suite, un calcul acoustique de Ry avec
un modéle analogue au ndtre, ne peut pas eétre effectué si le milieu

incident est absorbant (ou qu'il s'agisse d'un liquide visqueux, ce

qui se traite formuellement de maniére semblable),

Nous avons jusqu'ici, considéré le ecalcul de o et celui de Ry
qui en résulte, toujours en prenant le liquide comme milieu ofi le phonon
était incident. L'intérét de cette méthode est qu'elle permet une inter-
prétation physique assez simple, et en particulier montre bien comment,
hors du cOne critique, 1'énergie peut quand méme pénétrer dans le solide.
De plus, elle permet de tenir compte de l'absorption dans le solide,

méme si ce terme, bien que parfois important pour la conductivitéd, ne
nous paralt pas 1ié intrinsdquement & la résistance de Kapitza au sens
propre du terme, c'est-d-dire pour de 1'hélium. En effet, si les échan-

tillons usuellement utilis&s &taient tr&s absorbants pour les phonons,

avec des valeurs du libre parcours moyen au voisinage de la surface assez

petits pour expliquer l'essentiel de la conductivité hK,cela devrait

aussl se noter sur la résistivité de contact entre le mPme matériau et

» 14 i = *
un solide "usuel" mal accordé acoustiquement par exemple pour les cou~

ples A2203/Intou Cu/Ne, et ce n'est pas le cas.
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2) Energie incidente du cBté solide :

Sans préciser davantage le calcul, il est évident que B est
petit par rapport & 1. En effet, la couche comprimée est bien
mieux adaptée accustiquement 3 1'h&lium liquide qu'au solide, et de plus,
les vitesses du son dans cette couche sont assez faibles pour qu'une
partie ‘trés importante de 1'é@nergie soit totalement réfléchie par le
solide. Les valeurs de B que nous avons calculdes, pour divers substrats,
ne dépassent jamais | Z. Si on calcule o A partir de 1'énergie incidente
du cBté solide, il sera donc loisible de considérer que toute 1'énergie
"piégée" dans la couche est réémise vers le liquide. Ce procédé permet
aussi de séparer les contributions des divers modes, dans le solide, et
en particulier de mettre directement en évidence, que ce soit pour des
mesures de réflectivité ou de Res 1l'importance du mode transverse t,
(mouvements paralléles & la surface de séparation) ou du mode ty, pour

une incidence presque normale.

IV - ORIGINE MICROSCOPIQUE DE L'ATTENUATION DANS LES COUCHES

Un des aspects essentiels de notre modéle est 1'idée que les
premidres couches atomiques d'hélium, au veisinage de la surface d'un
solide, sont tré&s dispersives pour les phonons dont le libre parcours
moyen est alors de l'ordre de la longueur d'onde (ce qui correspond 3
Vv v 0,16 dans le modéle développé). Du point de vue expérimental, ce
genre de valeur nous parait justifié par des mesures directes de lar-
geur de résonance de phonons dans des films minces (Vv 15 Ay par Sabisky
et Anderson. Nous allons maintenant présenterquelques explications plus
microscopiques de l'existence, et éventuellement de la valeur élevée,

de ce coefficient d'absorption.
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A) HElium solide massif (Wilks).

Le libre parcours moyen % des phonons thermiques dans 1'hélium
solide peut @tre &valud aussi bien thforiquement qu'id partir des mesures

de conductivité thermique K (en utilisant la formule usuelle K = %C.c.l.

oll C est la chaleur spécifique et ¢ la vitesse du son), le processus
essentiel de diffusion des phonons étant les processus Umklapp

Pour les libres parcours moyens les plus petits, une bonne formule anpro-

0,476/T R, 6 dtant 1la température de Debye du solide.

chée est £ = 2,2 e
p
Cette formule est valable pour £ compris entre 103 et 100 A, Le proces-

sus étant, par sa nature méme, exponentiel en le libre parcours moyen

i
T‘)
croft trés vite quand T diminue, et cet effet peut 8tre totalement négli-
gé, dans notre modéle, pour T < | ¥, Dans tous les cas, le libre par-
cours moyen le plus court que 1'on puisse ainsi mettre en évidénce est
de 1'ordre de 1000 A, et ce vers 2 K et pour des pressions 2 peine supé-
rieures & celle de solidification. Ceci correspond i des valeurs de v,

pour les phonons thermiques, de 1'ordre de 10 ~. Ce processus est donc

insuffisant pour expliquer les valeurs utilisées, de l'ordre de v = 0,1,

B) Inhomogénéité des couches ; état amorphe.

Il est bien évident que les valeurs calcules en A) sont des
limites inférieures, en ce qu'elles se rapportent i un solide homogéne.
Et ces deux premiéres monocouches forment un systéme trés hautement
inhomogéne. Dans le sens normal 3 la surface, c'est 8vident puisque les
propriétés "mécaniques" comme la densité ou les vitesses du son chan-
gent d'un facteur de 1'ordre de 2 sur une distance de 3 a 4 A, Mais,
méme le long de la surface, il est vraisemblable que les propriétés
soient tré&s inhomogénes. En effet, les atomes d'h&lium sont soumis, de
la part de ceux du substrat, 3 des attractions (de Van der Waals) avec
la périodicité du cristal du solide, et ces forces sont au moins aussi
importantes que les forces d'interaction entre atomes, puisque les
pressions &quivalentes correspondent i d'importantes modifications des
paramétres cristallins de 1'h&lium solide. Et 1les atomes d'hélium
étant beaucoup plus ''gros" que ceux du substrat, ils ne pourront pas
adopter, dans le plan, une répartition ayant les caractires de symétrie
de celle du substrat, ni d'ailleurs celle de 1'hélium solide cristallin

aux pressions équivalentes, puisque les forces de Van der Waals sont si



05

puissantes. C'est-i-dire que ce syst&me sera pratiquement amorphe,
surtout la premiére couche monoatomique. Par suite, nous devans consi-
dérer que ces couches adsorbées sont tr&s inhomogénes dans toutes les
directions, ce qui permettrait de penser que le libre parcours moyen des
phonons est, pour toute direction, de quelques distances interatomiques.
L'étude des matériaux amorphes massifs (Lasjaunias) montre bien que,
pour des phoncns d'énergie supérieure & v 10 kB’ le libre parcours
moyen est de l'ordre de 10 & 20 A, Bien que 10 K semble une température
&levée pour notre probléme, il est bon de se rappeler que les phounons
thermiques majoritaires ont une énergie de 3 kpT, et que ceux qul inter=—
viennent surtout pour R, ont une gnergie de 4 kBT environ, et méme ceux
de 8 & 10 kT jouent encore un rdle non négligeable dans 1'int&prale
qui donne hK. Donc ceci nous donne bien une explication de valeurs du
coefficient v de 1'ordre de grandeur recherché.

De méme que pcur 1'hélium massif, le libre parcours moyen
pour les phonons thermiques de plus basse température croit trés vite
(plusieurs ordres de grandeur pour un rapport 2 de fréquence), ce qui
revient A dire que 1'att&nuation créEe par ce genre de processus sera

également négligeable pour des températures inférieures a 0,5 ou 0,3 K.

L'affirmation que les deux premi&res couches atomiques sont assimila-
bles 3 un milieu amorphe peut sembler en contradiction avec toutes
mesures sur des films ultra-minces (d'une fraction de monocouche & 2

ou 3 monocouches) d'hélium, qui indiquent souvent, au contraire, 1'exis-
tence de phases ordonnées bidimensionnelles. Nous reviendrons sur les
films en D), mais indiquons tout de suite que ces phases ordonnées ne
sont, justement, possibles que parce que les atomes ne sont pas soumis
aux attractions des autres atomes d'hélium. Cela revient & affirmer que
les atomes de la premi&re monocouche (par exemple)sont plus solidement

"ecollés" au substrat en 1'absence de liquide qu'en sa présence.
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C) Modéles théoriques récents.

L'idée que la premidre (ou les deux premi&res) couches atomi-
ques abéorbées sont amorphes est, d'ailleurs, un des points de départ
d'un modéle microscopique récent de la résistance de Kapitza, celui de
Nakayama, qui considére des transitions, par effet tunnel, d'atomes
d'hélium d'un site 3 un autre, avec une répartition de double puits
d'énergie analogue 3 celle des modéles courants des matériaux amorphes.
Ce modéle contient malheureusement plusieurs paramétres qui ne peuwvent
etre ajustés qu'i partir des résultats de RK eux-mémes, et non # partir
de principes généraux ou d'autres expériences. Nous n'avons pas pu
déduire des résultats de ce moddle une valeur de v équivalente dans ces
couches.

Maris a fait un calcul théorique, 2 partir de principes fon-
damentaux, de la transmission d'énergie des phonons du substrat &
1'hélium liquide, en passant par des excitations dans ces couches
comprimées ou dans un systéme mixte avec des molécules assez grosses
de contaminant chimique (de la graisse, par exemple) et des atomes d'hé-
lium qui les "enrobent". Sans pouvoir faire de comparaisons numériques
bicn précises, nous pensons que notre modéle se rapporte i des proces-

sus analogues.

D) Etude expérimentale du spectre d'excitation de films ultraminces 3

interaction phonons-rotons.

Rutledge, Mc Millan et Washburn ont mesuré, récemment,
la vitesse du troisidme son dans des films d'hélium trés minces. En fait,
plutdt que de parler d'épaisseur du film, les auteurs parlent de masse
par unité de surface, qui parait effectivement plus appropriée quand
celle-ci correspond i moins de 2 couches atomiques. Leurs mesures leur
permettent de calculer les deux branches, de phonons et de rotons, des
excitations €lémentaires des modes dans cette couche. Le résultat essen-
tiel, dans notre optique, est que 1'énergie minimum de rotons, As, qui,
dans 1'h&8lium liquide est A ~v 8,6 kB’ varie entre 3 kB et 5 kB
environ quand la quantité d'hélium absorbé passe de 1,5 & 2 monocouches.

I1 est bien &vident que ces rotons diffuseront de manidre intense les
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phonons qui se propagent dans ces couches d&s que leur énergie devien-
dra comparable & 2A_. A titre d'indication, dans 1'hé&lium liquide,
1'interaction phonon-roton est une des raisons principales de limita-
tion du libre parcours des phonons, dans la gamme de temp8rature qui

nous intéresse. Les rapports de 2/XA pour le liquide, vers 1 K,

pour les phonons thermiques, correspondent & des valeurs de Vv de
quelques pour cent. Or le libre parcours moyen des phonons, di & 1'inter-
action phonon-roton,varie comme e(i‘&). Par suite, il est lé€gitime de
supposer que ces rotons diffusent intensement les phcnons dans ces
couches.

Ce résultat ne doit pas 8tre compris comme l'explication de
1'importante atténuation des phonons dans les dix premiers Angstroms
d'hélium d'un bain d'hélium liquide. En effet, les mesures précitées
montrent que la courbe de dispersion des excitations de surfacé est
analogue i celle du liquide "massif” d&s que 1'Epaisseur du film dépasse
5 ou 6 monocouches. Mais, par contre, cela permet de comprendre pour=

quoi un film de 10 A d'hélium (moins de 3 monocouches) donne des

coefficients de réflexion de phonons balistiques incidents depuis le
solide, analogues & ceux d'un film épais. Dans ce film trés mince, le
spectre d'excitations est tel qu'il diffuse peut-8tre encore plus faci-
lement les phonons incidents. $'il n'y a pas de liquide (ou de gaz 3
pression notable) au-dessus du film , 1'énergie du phonon doit réinté-
grer le substrat. Donc le coefficient de réflexion, en énergie, doit
Btre globalement pratiquement &gal 3 un. Mais cette réflexion sera trés
diffuse, et ce qui est mesuré, expérimentalement, c'est le coefficient
de réflexion pour les phonons dont le trajet correspond & peu prés &
une réflexion spéculaire. Par suite, ces couches minces auront un
effet analogue au liquide &pais, pour des motifs peut-8tre un peu dif=-

férents

En conclusion de cette partie IV, tous les processus microg-
copiques &voqués permettent d'évaluer des valeurs de Vv qui dépendent
de w (et,ou de T). La caractéristique générale est que v doit devenir
trés petit quand T vaut quelques dixi&mes de K. Nous n'avons pas tenu
compte de cette tendence dans nos calculs, car, d'une part la dépen-
dance en T (ou w) est trés incertaine, d'autre part la structure méme
de notre modéle fait que 1'effet des couches considérées n'a pratique-

ment plus d'effets pour T < 0,2 ou 0,3 K.
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Par suite, nous pensons qu'introduire une dépendance en w de
v, ce qui reviendrait 3 introduire un paramétre nouveau dont la valeur
ne pourrait gure 8tre évalue 3 partir d'expériences connues, ne
ferait que compliquer et le mod&le et le calcul, sans ajouter grend

chose aux résultats.
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APPENDICE 1

ETUDE DU VECTEUR DE POYNTING

Soit un solide homogéne et isotrope, de masse spécifique p,
de vitesses des ondes sonores longitudinales et tramsverses c et h. Ce
milieu est limité par deux plans paralléles. Prenons l'axe des z perpen-
diculaire 3 ceux~ci. Une onde plane de pulsation w, incidente (depuis
1'extérieur) sur un de ces plans, génére un systéme d'ondes dans le
solide. Nous allons considérer, tout d'abord, le cas oii 1'onde incidente

est un mode £ ou ty s déplacement et vecteur d'onde tous deux dans le

plan d'incidence pris comme plan xoz.

!
i
1
|
I
{
\ !
|
|
!
+

\?I:\A\
>, -

.

FIGURE 8§
Schéma des ondes se propageant dans une lame 3 faces paralléles (au
plan xoy) et créées par une onde incidente dans un milieu extérieur.

A, A", B, B' sont les amplitudes des ondes, comme expliqué ci-aprés.
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A) Modes & et tj.

Dans ces conditions, il existe quatre ondes dans le solide,
deux longitudinales et deux transverses, pour lesquelles les potentiels

des vitesses Il et Y peuvent s'écrire

- Lo > >, > .
To= I Ae ik.r | Al o ik'.r 1 -ipt
g = b, = 0 I.1
X
— > Ly > ot
wy - t B e IXeT 4 pr oo Xt 1 o iu

>

> >
Appelons respectivement u, v, P, S 0., les vecteurs dépla-

ii? 7ij
cement, vitesse et de Poynting, les tenseurs des déformations et des
contraintes.

Les lois usuelles de 1'@lasticité s'Bcrivent alors en notation

tensorielles
> > > > >
v = V.I +Vy
. Bui Buj
8y = 3G * 5 1.2
X, .
i
- 2 2,2
Oij = 2pb Sij + ple 2b7) Skk Gij
_ Ll opser o
Pi 5 Réel (vj Gij)

Avec ces notations, P est le vecteur de Poynting efficace (en moyenne

sur le temps).

> > >

>
Les vecteurs d'onde k, k', ¥, ¥' sont donnés par

=y
o

1.3




X " ™ L QqQ
n
>
O
o]
w
©-

= ¥ sin ¢
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(loi de Snell-Descartes)

Les symboles 0o et B et 0 sont utilisés avec une sigrification

spécifique 3 cet appendice.

Pour la suite du calcul, nous nous plagons i l'origine des

coordonnées (x = 0) et omettons systématiquement le facteur e

Tenant compte

XX

ZZ

Xz

kk

Xz

ZZ

XX

de

ce que

sta

]
]

. 2
10
w

2
10
w

ioa

W

S +
XX

_ 2ipb2

.

' B .
(A+A)+E(B"B)

(A=A -2 (8 +3B)

' ioR .
(A + A") + —Zr'(B - BY)

' ioB '
(A + A" - —Zr-(B - B")
2 2
(A=A +1L
.2
Szz -7 %§'(A *Ah)

@2

ca(A - A") - 5

2

. >
v = = lwu, nous obtenous

- g~
i + B!
~ 2. (B + B")

___;;ll_ (3 + B') 1

. L2 .
——2—1%?— [:CLZ(A + A') + oB(B - B") '

) 2
Sdelel =26 ) 42 4 an
w
- 17:3 [(w2 - 2b202) (A + 4"
. 2 -
)
- 2280 | oPa+ a') - o8 (B
) 2
_ip(e” - 2b7) 12 (A + A"
w
-2 [(wz - 26%02%) (A + A")

+ 2b206 (B ~ B')_‘

_B')]

- 2b%a8 (B - B') ‘

-iwt

I.4

I.4(suite)
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En utilisant maintenant la formule I.E pour P, et les

relations entre o, 8, 0, W, b et c, nous trouvons

2P -
—Z = (al? -y LR(@ - 4 1evh . 1<o*oc)]
pu w’ -~

+(]8]% - |8']%) . [ R(R) - 37 I(ob%) . 1(c"R) J
[

~21(aA") . [-I(a) ; :%. I(ob%) . R(G*u)_} I.5
- w

-21(BB' ™) { I(g) + J%. I(5b%) . R(o7B) ]
_ ) -

* * * * *
~R(AB* + A'B'Y - AB'Y - A'BY) .i% . I(b2) . 1(a*R)
w

+1(aB” + AR - A - At (S I(cbz)[R(u*e)—lozlJ—ZI(a)}
w

R et I sont utilisés ici pour "partie réelle" et "partie ima-
ginaire" du nombre complexe entre parenthése qui suit.

Cette formule montre que, dans le cas général ol b et c sont
complexes, ce qui correspond & un milieu absorbant, le flux d'énergie
ne se décompose pas en termes associés aux divers modes, ni méme en
deux termes correspondants aux ondes se propageant vers les z > O et
vers les z > 0.

Pour que nous puissions associer un flux 3 chague onde, i1l

faut

1) I(0) = 0,soit 0 réel, ce qui signifie que 1'onde incidente n'est pas

amortie.

2 2
2) I(cb™) = 0, donc I(b“) = 0, c'est-3~dire b2 réel, et, physiquement,

cela signifie b et ¢ réels. Donc milieu non absorbant,
——.gosorbant
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3) I(a) = I(B) = O. Donc, non seulement kX est réel, mais kz et ¥,
aussi. Par suite, nous éliminons les ondes &vanescentes.Si le milieu
considéré est semi-infini, et que le systéme d'ondes egt toujours
généré i l'extérieur, il ne reste que deux modes, A’ et B'. Dans ces
conditions, les deux premiéres conditions suffisent, et donc, essen-
tiellement, que le milieu ne soit pas absorbant. Nous notons bien
que, méme dans ce cas simple, il n'est pas possible de séparer les
deux flux si b et c¢ sont complexes, en effet, o et 8 le seront aussi
et méme si un des termes R(A'B'*) ou I(A,B'*) dtait nul (ceci dé&coulant,
par exemple, d'une condition aux limites), 1'autre terme aurait um
coefficient non nul. Dans le cas simple oll toutes les quantités b, c,

o,0,8 sont réelles, nous retrouvons la formule bien connue

2
2 12 sb 112 f
e, = [ dal? - a D St (a2 - g 2L | g

V
B) Mode tZ'

>
En prenant un potentiel vecteur U tel que

.(—>—>_ t) _(—rl >
Y o=y =0 g =p e XT 7Y gt o1 (X .r = wt)
M z

~ - I3 . . > >
avec les memes définitions pour ¥,¥',0, B que pour le paragraphe pré-

cédent, on trouve aisément

vy = -1i0g(B+B")
52
uy = = (B + B") I.8
Sy " i%%(B + 8"
Svz = lgi @ -8
9
Oyz = 2pb” . Syz
2 *
P, = E% 10[2 . {(lB[2 - |B"|%) . R(B) - 4 I(BBHIMB) } I.

Ceci qui nous montre, comme précddemment, que les deux flux ne sont

séparés que si B est réel, donc le milieu non absorbant.
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APPENDICE IT

MODES DE SURFACE

Lemme mathématique

ool

p [oe]

[ Sl L iEp e D) avec B0 =T L
» u X
0 e -1 n=1 n

TT2 n&
£(2) =?’ s &(3) v 1,2, E(4) = = 1,08
9n
e
£(6) = gy v 1,028

A) Densité d'énergie,

Considérons un solide isotrope et homogéne, occupant le demi
espace z > 0, le reste tant vide.

A un phonon de surface nous associons un état vibratoire pour
lequel les potentiels des vitesses, les vitesses ,et les déplacements,

-az 1 k r - wt -
en notation complexes, sont de la forme e ( ), a réel > O,

E et ; vecteurs réels du plan xov.

Par un calcul analogue & celui de la densit? d'énergie en
volume, et en supposant que la température est assez basse pour pouvoir
prendre une répartition de Plamk sans fréquence de coupure, notus trou-

vons une énergie par unité de surface & l1'équilibre thermique :

B _ 1 f hw dk dk 3 L j wdw _
S 2 PXii Aw )
im0 _'f O 5 T
e -1 VR(e B -1

Ve etant la vitesse de propagation de 1l'onde de surface (Raleygh),

Si une couche d'un autre solide homogéne et isotrope d'épaisseur D

est collée au substrat précédent, il faut remplacer v, par vs(w), fonc-
tion usuellement compliquée, ayant un grand nombre de branches,

car, si w est assez grand, il y a plusieurs modes possibles.
Néanmoins, pour le cas qui nous intéresse, c'est-i-dire essentiellement
des fréquences assez basses pour que la longueur d'onde dans la couche
reste grande par rapport d son épaisseur, vs(m) # Vp, et par suite

la censité d'énergie i la surface, & 1'8quilibre thermique, est trés
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peu modifiée.

i k T
E B.3
P S G £ I1.2
s e ¢ W
R

Par ailleurs, la présence de la couche fait apparaltre une autre caté-
gorie de modes de surface,ceux de Love (mouvements parallédles 3 1la
surface), qul se propagent pratiquement i la vitesse bS des modes
transverses dans le substrat.
La densité d'énergie vaut donc
3
%=§<—-§~> 53 . (g —3) .2

les deux termes étant du méme ordre.

B) Couche absorbante et énergie piZgée

Si les vitesses du son dans la couche sont prises complexes, ce
qui correspond & un milieu absorbant, le vecteur d'onde du mode de sur-
face aura une partie imaginaire et les modes auront un temps de vie T.
Supposons % =w . (%%Jp, wy étant une constante d'homogénéité.

Cela corregpond 4 un libre parcours moyen £ = Tv, c'est-i-dire
%-% ZW(%%JP, A est la longueur d'onde du phonon.

Nous supposons toujours que A/% est petit, ce qui signi-
fie que la couche perturbe peu le mode de surface.
- 11

Dans ces conditions, la puissance "absorb&e' par la couche,

par unité de surface, vaut

wa h w |\ P wzdm
—_ = w . () pour chaque type de mode. IT.4
S 2 w fw
2mv o) =]
0 k,T
e B
k_ T kT
Sh B .4 B™.P
I 2 {
W, 5 - () o ) (3 +p)! 504 + p) 11.5
27v o

Cecli suppose, bien entendu, qu'il existe un processus d'excitation des
modes de surface assez efficace pour que leur répartition reste i peu

prés celle de 1'8quilibre thermique, en 1'absence d'absorption.
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C) Flux d'énergie et h,.

Considérons maintenant que le vide est remplacé par un liquide,
comme 1'hélium, pour lequel la densité et la vitesse du son sont trés
laibles par rapport i ceux du substrat, Cette adjonction, sans 1'exis-
tence de couche, a €té &tudiée par Khalatnikov, et améne une petite
perturbation du vecteur d'onde du mode de Raleygh, qui correspond & un
fiux d'énergie passant du solide au liquide 2 1'équilibre thermique
fqui est, bien entendu, compensé par le phénoméne excitateur de ces
modes). La présence du liquide d'une part et celle de la couche de
1"autre étant des petites perturbations du vecteur d'onde, il est 1égi-
time de supposer qu'en présence des deux, la nerturbation est la somme
des deux, c'est-i-dire que les quantités %-s'ajoutent, et donc, si,
comme c'est le cas pour notre probléme, 1'énergie "piépée" dans la cou-
che passe essentiellement dans le liquide, la contribution des modes de
surface A hK correspond 4 la somme des contributions associfes au modn
de Raleygh sans couche (Khalatnikev) et aux flux d'énerpie "pompée’ dans
la couche pour les modes de Raleygh et Love. Ces contributions h, _,

SO
seront de la forme

aw_ : kT kpT
2 — = v (4 / 1 =P 1I.6
hK,s dT gl 4+ G+ p! i3 <ﬁn)>
2mv o
4 comparer & bs Khalatnikov
4.3
a2 kT o c
o _.....‘12 L2 e 28 7.7
5 hj
Pg by
o, 1 masse spécifique du solide.

“He? Cpe ¢ Tasse spécifique et vitesse du son dans 1'hélium 1iquide.

On trouve donc, compte tenu de ce que v Vv bg, et pour chague

mode
- <, T 2
h[(,s o 15.(4 + p)1E (4 + p) (1‘8 )p ffhs 1T.8
K, Khal 4> ‘ﬁu% “He CHe

En principe, ceci est une limite supArieure, car, si ce nro-
cessus est efficace,les états de phonons de surface ne seront pas repeuplés

« l'equilibre thermique, ils seront "pompés" par le liquide, leur
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densité diminuera, et donc la valeur de hK s aussi.
o

D) Mode.-de Raleygh.

Nous allons donc considérer le mode de Raleygh pour un solide,
de param@tres acoustiques Pgs Cgs bs recouvert d'une couche d'&paisseur D
d'un solide de paramétres p, s b.

Pour trouver, rigoureusement, la relation de dispersion v(w),
il faudrait résoudre une équation qui revient A annuler un déterminant
6 x 6, en nombres complexes. Nous allons utiliser les approximatiozs
qui ont été développées par H.F. Tiersten pour un calcul analogue.

En posant

b b
/ S ]
q:BX. B: ]_qz n:.c.._ n, = —
S

(5]

o] e b
S 22 _ s .
o = N N o= /G - Ng d noE o » 1 i n 1
1 | X
q |
L'équation de dispersion s'écri
2 4(1 = n; )%~
2 2 )
2-qH% e+ | L - ——— | = 0 119
vooD i i
qui est de la forme : P
2 wDh 2
Alg) + = B(qg") = 0

- . 2,2
L'équation (2 -~ q¢°)7 ~ 408 = O correspond au mode de Raleych "pur',
c'est-a-dire sans couche. Soit q, la solution de cette équation,

q #q , alors nous allons faire un développement limit&, c'est-d-dire
o

2 ol
- Q - Ty -
2 (q - )(BA(qZ))# N B A A
‘q.o q qO 2 - b q qO D ,), IT.)‘,
dq q=q, s o) - on A

et Bo dtant les valeurs correspondant d q

]
[Sa

o
o]
Soit :
2
IA(gT)

Fo=
S(qz)

(0]

* (Journal of Applied Physics, 40, pages 770 3 789, 1969).
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2
(a_+ B g 4B
wD o o’ "o 2 0
- - - - — IT.11
1-q # -y ¢ 5 (r=-n" —)
s o on
wh 1 1 -
Fo oty 55 < 1, —et - « 1, donec le développement est
e e P on”
légitime. ‘
Si maintenant la couche est absorbante, le seul effet sera sur
la quantité n = EE qui devient n(l + iv).
1
(@* Ba > 48 (1 -in 0 -n 5
¢ # q- wDi'O'OO o 1 .12
o ZbSFO ) pnz(l + vZ)Z -
La partie imaginaire de q vaut
2
5 2
_ 4wD LO V(I i ) _ c
2
bsFo pn (1 + v2)2
v £ v (1 -5
e q
o
% vo2 2w le facteur 2 pour 1'énergie.
o
2
% - 8wh (1 - M )eo Y
79
qobsFo pn2(1 + v~
Correspond donc au cas étudié pour p = 1 et
2 2.2
L qobsFopn (1+ v : I
o 2 TV )
8Dl1 - n, B,
Dans cette formule, seuls D, Nys O etn dépendent de la couche.
h o] . b k_T
K,s .15, s S B
—25 A 3335(5) et (hw) II.14
hK,Khal b He He o
Prenons ng =Ny = ce qui est un ordre de grandeur raisonnable :
2
h, 0,b
Kos a1y D D vT 11.15

- 2
K,Khal PHe qu bs s (1 *v9
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Si D est exprimé en A et b, en km/s .

Méme en forgant le modéle, c'est-&-dire en prenant IN A d'hé-
lium solide & 400 atmosphére (p1 0,3 g/cm3, bl% 0,6 km/s) avec
Phe = 0, 145 g/cmB, e. = 0,24 km/s et une vitesse bs faible, de 2 km/s,

He
on trouve

h
K,s .
—ee V1,3 __‘AELTZf; ce qui, en poussant encore la

hK,Khal (1 +Vv5)~

valeur de v jusqu'ad 0,5 et pour T = 2 donnerait

h
K, s

- N~ 0,85
*K,Khal

Pour du cuivre, avec 7 A d'hélium solide & 400 atm (ce qui est d&ja

énorme) et Vv = .5,

hK,s

by Khal

0,25

h -
K, réel "

n 30 a 100.
K,Khal

Donc cette correction, méme en poussant le mod8le i la limite, est

négligeable.

E) Mode de Love.

Avec les mémes notations, 1'équation de dispersion des ondes

de Love s'écrit

wD, 2_ pznl‘(l - qz)

(=)= B2 L IT.16
\ 2 2 2 . ’
(n"¢" = 1)
2
Posons ¢ =1 - ¢ e <« 1
2 1.2
e = (% (Q-e-—= I1.17
pb 2
) n
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Pour la partie imaginaire de €, on peut négliger € devant 1.

4iv
In(e) = ———y— E2y? I1.18
n” b
s
Ce qui correspond & une valeur de % = plIm(e)
’.;. = (Vv wz . 2 [—-——.——--——--—-2:D JZ I1.19
[ol - JH <
et donc un rapport
2k, T D
s _ Is6n.E(6).2 B 2 Pgbg 5 1.9
hK,Khal 4W3 1’1Dbsn PeHe
2 2
o} b
v 0,06 (€192 . SRR — vr? avec D en A,
s OsPueCuel's b_ en km/s.

Ce terme est encore beaucoup plus petit que celui qui correspond au mode

de Raleygh.
En effet :
hK,Love N 0,06 <ll) El T
hK,Raleygh 0,17 bg Ps

Pour du cuivre, avec 7 A He solide & 400 atm, ce rapport vaut 0,05,
La contribution des modes de Love est donc complétement

négligeable,
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APPENDTICE 111

RESOLUTION DU SYSTEME D'EQUATIONS AUX LIMITES

Considérons le systéme suivant : hélium liquide semi-
infini/N couches solides/un substrat solide semi-infini. Toutes les
surfaces de séparation sont paralléles, et 1'axe des z est pris sui=

vant leur normale commune.,

FIGURE 9

Schéma des divers modes se propageant dans la n° couche, correspondant

3 une onde plane incidente dans 1'h&lium liquide.

Soit Hn, H'n, wn w‘n les potentiels scalaires et les compo-
santes suivant oy (les seules non nulles) des potentiels vecteurs des
vitesses, associés aux modes longitudinaux et transverses se propageant
dans cette couche, toutes ces quantités, relatives & une onde incidente
de vecteur d'onde k, , d'angle d'incidente 0, et de fréquence w, dans

le plan xz. Les quantité continues aux interfaces, 4 savoir T Tyt

z
v, et V., sont des fonctions lin8aires des potentiels.
k]



by lyme

Les conditions aux limites peuvent s'écrire sous la

forme :
o] i
Xz n
Iz H'n
= Mn (w, kl’ 61, e bn, pn) I171.1
v
X n
\
Ve 0 ¥ n 0
n
Mﬁ étant une matrice 4x4.
Par ailleurs,les valeurs des potentiels au point On+1
sont relies 3 celles au point On par des relations lin€aires, qui
expriment les déphasages des ondes pendant la propagation.
T
In Hn
m' n
n : n
" = Up (0 ks By ey By ope d) 111.2
n wn
P’ v’
" o Moo
n n+l
On peut aussi réécrire le systéme III.1, en On+1’ sous la
forme :
I o
n XZ
I o
n zZz
-1 I11.3
= {M (ws k H 0 » €5 b, D ) } ’
wn n 1 ] > n® "n %
1]
v 2
On+1 On+1
Par suite, nous obtenons le systéme :
O—XZ zea
9%z zz
=(T)n(w, kys Bp5 con by oy ) III.4
v v
X x
v v
z 0 A 0
n n+l
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En procédant de proche en proche, on trouve :

Paz = ‘€ P2z 11,
Vx Vx
- 9 ” O+ 1
.0 .0 o
Au point 0N+1’ o et v sont fonction de M, et ws dans le

substrat.
Au point O,, v_ et 0o__ sont fonctions de II, et T'

1 X X2z He He
pour 1"hélium, 0,, =0 et v, est indéterminé (sans viscosité, les
vitesses tangentielles du solide et du liquide ne sont pas couplées).

Nous obtenons donccun systéme de 3 Equations & 3 incon=-
L4
nues, qui sont les amplitudes de HS, ws et HHe’ en prenant égale & 1
elle I, .
c e Qe He
Un procédé analogue permet de ramener i 4 les inconnues
dun systéme d'ondes engendré dans la suite des milieux : solide semi-
infini/N couches solides/solide semi-infini, par une onde plane inci-

dente dans un des solides extrémes.
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Analysis of heat transfer between solids at low temperatures

J. D. N. CHEEKE
Departement de Phyvsique, Université de Sherbrooke, Sherbrooke, (Qué.j, Canada JIK 2R 1
AND

H. ETTINGER AND B. HEBRAL
C.RT.B.T.~C.N.R.S.,BP 166 Centre de Tri, 38042 Grenoble-Cedex, France
Received November 17, 1975!

A detailed analysis is given of the acoustic mismatch formulation first given by Little for the
thermal contact resistance between solids for the case of phonon transport in a Debye model.
Extrema in the heat transfer coefficients as a function of the refractive index of the interfuce are
shown to be due to either impedance matching conditions or to the presence of the critical cone.
Detailed numerical tables ure presented which permit rapid evaluation of the heat transfer
coefficient to an accuracy of 5% or better.

Nous présentons tne analyse détaitlée de la formulation ucoustique de Little pour la résistance
thermigue de contact entre solides & basse température. Nous démontrons que I'existence
d'extrema dans les valeurs caleulées des coefficients de transtert en fonction de Iindice de
réfraction relatif & 'interface est due aux conditions d adaptation d'impédance oud’ouverture du
cone critique. Nous fournissons des tableaux gqui permettent la détermination rapide des

coefficients de transfert de chaleur & une précision de 3% ou mieux.

Can. J. Phys.. 54, 1749 (1976)

The transfer of heat between dissimilar media
at low temperatures is of interest for both practi-
cal and theoretical reasons. From the applied
point of view, the subject is of crucial importance
for the attainment of very low temperatures, the
achievement of good thermal contact between
specimen and reservoir, and the establishment of
reproducible and reliable temperatures scales. On
a more fundamental level, if we restrict ourselves
to the case of phonon transmission across inter-
faces, there is presently great interest in the gener-
ation and detection of high frequency phonons in
solids and in the study of thermal boundary re-
sistances at low temperatures. The ideas devel-
oped in this paper are highly pertinent to all of
these questions with the exception of the special
case of the interface between classical solids and
quantum systems (liquid and solid helium and
hydrogen) for which the formalism developed
here cannot be used with confidence (at least
not without drastic modifications as mentioned
in the discussion). Rather we concentrate our
attention on the interface between two ordinary
solids (one of which is a dielectric) and give de-
tailed numerical results on the calculated heat
transfer coefficient as a function of the acoustic
properties of the two media, which should be of

IRevision received May 3, 1976.

wide application in interpreting experimental in-
vestigations of the problems mentioned above.

The paper is divided into five sections as
follows. The Introduction contains a resumé of
the Little model and definitions of symbols. In
Sect. II, we outline the details of the computer
calculations and estimate the errors. A detailed
analysis of the variation of the heat transfer
coeflicients I'; as a function of the acoustic im-
pedances is given in Sect. I1I; this section can be
omitted by those only interested in the utilisation
of the results, which are given in Sect. IV. A dis-
cussion of the limitations of the model and its
generalization to more complicated cases is
given in Sect. V.,

i. Introduction

A detailed study of the heat flow between two
dielectric solids at low temeratures was first
made by Little (1959), who generalized the so-
called acoustic mismatch model which had been
used by Khalatnikov (1952, 1965} in treating the
heat flow between solids and superfluid helium.
The acoustic mismatch model is based on the
idea of partial transmission of phonons across an
interface due to differences in density and sound
velocity between the two media or, more suc-
cintly, as being due to difference in their respec-
tive acoustic impedances. For the case of two
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isotropic solids in contact, and in the context of a
Debye model, Little (1959) has given the heat
flow as -

where
[16] T =i+ (epfe )™ Uy, 4+ i)
[ie] Ciwlen® = Dowdea®

medium 1 is at temperature 7,; medium 2 is at

" temperature T, k is Bolizmann's constant; / is

Planck’s constant; ¢, is the longitudinal sound

velocity in medium 1; ¢, is the transverse sound

velocity in medium 1; S is the interface area.
For numerical calculations we have

dO/dt = 5.09 % 10°S(I . fe UT,H = T5%)
— 204 x 10'0S(T, o /ey DTAT W

|

where S and ¢, are expressed in ¢m and s. In
these expressions, we note that 217, and 2I", are
the integrated energy transmission coeflicients
for the appropriate cases (0 < 2T, < 1) while
fm is simply a coefficient (0 < l"‘OI < 10) which
is convenient to define. Finally, in terms of an
interface resistance Ry = SAT/(Q, we have:

Re = ¢, 2T 3/(2.04 x 101°T ) em? K/W

The transmission coefficients ['; for medium 1
are defined as follows (see Fig. 1):

w2
[2] T, = f a.(8,) sin 8, cos 0, dB,

0

where 8, is the angle of incidence; i = I for an
incident longitudinal wave; i = t, for an inci-
dent transverse wave with displacement vector in
the plane of incidence; 1 = t, for a transverse
wave with displacement vector perpendicular to
the plane of incidence; o;(0q) is the energy
transmission coefficient for the mode considered.

In the following it will be assumed that the
incident wave is in medium 1. Then we have
{Cheeke et al. 1973)

) Ay 1% py ey cos®
3 ay(0,) = | 2L P2 oarzee 2l
L3 B Agy| Py €2y COS 8o
- Azn P2 €y COS ez[
“Ag| Py cos By

1976

medium 1

medium 2

|
i
1
t
i
|

N
\ N
\ R
N\
Fii;. 1. Enumeration of polarizations and angles for
reflected and transmitted acoustic waves due (o an

incident longitudinal wave at a solid -solid interface.

N ¢y, cos § 0”

i

Py ¢y COS By

[41 o (0o)

II

A7ls‘

‘Al)l,‘
4ul(l + w)??

P, €y, COS (,,‘

P ¢, cos Oy

[5] w,B)

where

i

u = (py/p,) sin 20,,/sin 20,

Here p; and ¢; refer to the densities and appro-
priate sound velocities of medium 1, A4, is the
amplitude of the incident wave i, and A, the
amplitude of the transmitted mode k. Application
of the boundary conditions (continuity ol normal
and tangential components ol stress and dis-
placement) leads to 4 equations in the 4 ampli-

tude ratios to be determined. Finally, the
different angles of incidence, reflection, and
transmission are refated by the Sneil-Descartes
relations
(6] SOy _sinOy _sin0y sinly

Cry Ui Cay oy
for an incident longitudinal wave. Similal

expressions hold for the case of Ty and I',,. The
relations [6] lead to the existence ol a criticai cone
of total reflection in the medium of lower sound

2There is a misprint in this expression given by Cheeke
et al. (1973).
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velocity, which again limits the phonon trans-
mission. We assume for simplicity that there is no
absorption of the evanescent wave associated
with total reflection, so that the transmission is
zero for incidence outside the critical cone.

As pointed out by Cheeke et al. (1973),
examination of the possibilities of mode con-
version shows that the calculation of I'; and I'
involve similar degrees of complexity. 1t is
readily seen that I', and ' are each functions ol
4 independent variables, which we have chosen as
Ny, = cpfege Ny o= cpfez, no= cyfeyy, and
p = p,y/p;. The case of T, is much simpler, as it
follows directly from the boundary conditions
that there is no mode conversion at the interface.
Tt then turns out that I, is a function of only
two variables, which we have takenasn = ¢, /¢y,
and p = p,/p,;. In the following, we bhave
systematically chosen medium 1 such thatp > [.

In his original paper, Little calculated values
of the I'; as a function of p and » for the cases
1, = 0.33 and w, = 0.33, n, = 0.44. The
range of n values was obviously too limited to
allow general use of these results and the curves
presented were not casy to cither interpolate or
extrapolate, Weis (1969) rewrote the Little theory
in a form analogous to the theory of electro-
magnetic radiation, although he only gave
numerical results of the I'; (expressed as emissi-
vities) for several particular cases. Some results
for the case , = n, = 0.33 have alrcady been
published by the present authors (Cheeke ¢t al.
1973).

The aim of the present work is two-fold. In the
first place, we analyse the theoretical expressions
for the heat flow in detail, as a function of the
parameters 1, 7, and p. It will be seen that in
spite of the complexity of both the analytical -
expressions and the computed curves, it is pos-
sible to give a simple physical explanation to all
of the observed features of the latter. Secondly,
we have attempted to give a condensed yet com-
plete collection of numerically calculated curves
and tables of the ', values so that the general
user can in a matter of minutes determine the
value of T, appropriate to his problem with an
accuracy of a few percent. We feel that recent
experimental. verification of the Little model
(Herth and Weis 1970: Peterson and Anderson

ny =

1973 Cheeke er «f. 1973) and the increased
number of experiments at low temperatures

mvolving phonon transmission indicate the need
of such a set of tables at the present time,

ET AL.

11. Calculations
(A) General

The calculation is very similar for the case of
I, and T, so that we treat these first. The
starting point is the 4 x 4 system of equations
determined by the boundary conditions, For a
given incidence angle 8, the 2 transmitted and the
2 reflected amplitudes are determined from these
equations by Gauss® method. Using [3] and [4
the energy fluxes £, Eorp, and £ 0 an he
determined. Thus, for ecach wvalue of 6, the
program can be checked for conf;(}rv’ntmﬁ ol
energy by verifying that ‘(Lim (Erory + Ena D)

E...| < € where ¢ « 1 in practice as discussed
later.

From [2], dI'/d0) is determincd and it 1s then
integrated between 0 = 0 and 0 = 0, where 0,
is the angle corresponding to tmal reflection for
the mode considered.

& =

The maximum value of 0
is m/2, corresponding to a higher velocity in the
incident medium. The integration w q\(mnui out
using Simpson’s rule, by the use of N ¢
distantly spaced points, and a variable we wlm g
factor (2/3 or 4/3).

The case of T, is much simpler due 1o
absence of mode conversion. The integral then
becomes analytic and the results for 1, were
then machine-calculated directly from this ox-
pression.

Most of the earlier results (Checke ¢f of. 19733
of this work were obtained using the [BM 3606/4 7
of the Umwersité de Grenoble. However, the
totality of the present results have been recal-
culated using the CDC 6600 of the Université de
Paris VI.

the

(B) Accuracy

Errors may enter into the calcuiation either in
the determination of dT'/d0 or in the integration
of this function. The error in dI7/d0 is generally
due to round-off in the intermediate calculations
leading to £ < 107°, giving a negligible error in
the result. The error in the integration s deter-
mined mainly by the finite number of points used,

rounding off errors being generally negligible.
We aimed for a precision of 1 or 277 and

perience in the preliminary calculations showed

that 32 points were suflicient to attain this. 40
points were used in the [inal calculations. The

error in [, forn ~ 1 and n, quite different from
N, may be slightly larger as dI",;/d0 1s rather
irregular and the absolute precision on dI'/d0 is
not as good as usual.
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A critical test for the program, for reasons
already indicated, is provided by the calculation
of Iy and I'y, for the case of identical bodies
(', = 0.5). The maximum error was found to be

of the order of 1%.

(C) Comparison with Previous Work

We compare our numerical results with the
few particular cases that have been reported in
the literature. Apart from confirming our calcu-
Jations, this procedure also has the advantage of
indicating the order of magnitude of repro-
ducibility generally associated with such calcu-
lations.

Some results in the form of curves giving con-
tours of constant I (T, and ")) as a function of #
and p for a few selected values of Poisson’s ratio
(0.33 and 0.44) were given by Little in his
iginal publication (Little 1959); for n < |
these results agree with ours to better than 1077,
often to within 2-5%, which is roughly the
accuracy obtainable in reading the values from
wures. However, for » > 1, we find
diffe as great as 10-2077, our values
generally being greater than Little’s. The situa-
tion is similar for I, and 17,. The origin of this
discrepancy probably lies in the relatively im-
precise 5 points integration method that Little
was obliged to use.

Weis (1972), and Kappus and Weis (1973) have
given a number of results, caleulated by a rather
different method (Weis 1969), mainly for the case
of different metal films deposited on either
sapphire or diamond. We generafly find agree-
ment to within better than 2%, although in 2
cases this was larger (9% for gold/diamond, 5%
for lead/sapphire). Finally, for the case of con-
stantan/MgO we find agreement with Wigmore's
value for I',, to within 2% (Wigmore [972).
Detailed results have also been published by
Peterson and Anderson (1973) for the case of
metal-epoxy sandwiches. Extracting boundary
resistances from their calculated sandwich resis-
tances, we obtain agreement to within about 5%
or better with the exception of epoxy/Be where
the difference is about 9%,.

A useful check is also provided by extending
the range of the calculations to the case where
medium 1 is liquid heliam, which corresponds to
the well-known Kapitza resistance. We should
then obtain reasonable agreement with the
results of Khalatnikov (1952, 1965) specifically
for this case. This limit can be obtained easily by

]
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using the refevant values of p, and ¢, for liquid
helium and putting n, > 1 corresponding to
the absence of transverse waves in medium 1.
We then obtain quantitative agreement (better
than 177) with the Khalatnikov result, evaluated
by using the F, values calculated by Challis and
Cheelke (1968), for values of 7 and p > 20. For
n = p = 5, the discrepancy is of 5 to 67, This is
quite normal as the result of Khalatnikov
supposes n and p > [. Effects due to surface
wave absorption are not included in either
calculation.

Hi. Curve Analysis

The analysis of the curves dI'/d0 hinges upon
the concepts of total reflexion and acoustic
impedance. In general, an incident wave upon a
boundary will be totally reflected if it is incident
in the medium of lower sound velocity, and this
atanangle O = sin™' (¢/e,) where ¢, is the sound
velocity of either longitudinal or transverse
waves in the second medium. Thus there are two
specific incidence angles, 0, and 0., at which
total reflection occurs for a given incident wave,
corresponding to longitudinal and  transverse
surlace waves in medium 2. The angle 0§ deter
mines the so-called critical cone. within which
there is partial transmission of the incident wive
with transmission coefficients given by [3], [4],
and [5]. The siteation is conveniently described
with the aid of the concept of acoustic impedance
Z = pefeos © which can be defined for cach |
and t mode in either medium. As we are generally
discussing only integrated coefficients I, it is
sufficient to speak of an averaged impedance
~pe. When we refer to matched (or mismatched)
media, we are tatking of solids of similar (or very
different) impedance.

(A) T,

We treat this case first because of its simplicity.
As stated previously, '\, can be written as a
function of two variables, which we write as
n = ¢y /¢, and p = p,/p,. The condition of
microscopic reversibility (or equal heat flows in
both directions in thermal equilibrium)

r(l*»z)l I(l—‘zm + [(1—»2)12
'7":7"2"“V "’“ o "W";" T
Ciy Cry
_ r(l——rl\,i L(}*‘H” "_“75(‘72 » 132
= ] 3
a4 Coy

leads, in the absence of the modes I and t;, to the
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condition
Uialn, p) = (1/n®)T (1), 1/p)

Study of the analytic form of ', and of Fig. 2
leads us to the following conclusions:

(@) p =1, I'5(n, 1) has a maximum value of
0.5 for n = 1, corresponding to perfect acoustic
matching (identical bodies in contact). The
curve is very unsymmetrical, with a sharp
maximum and discontinuous slope change at
I, corresponding to opening of the critical
cone to B = /2.

(O) p > 1. The maximum of I',, occurs at
those values of n which satisfy pn ~ 1, and
again a sharp change in slope occurs for n ~ I,
The curve has a vertical tangent at n = [ (the
series expansion of ', near n = | is of the form
@ + bl — nl log |l — a}). This is a point of
inflection as there is a maximum in 7, for
n> 1, but with {n ~ 1] « L.

{e) o~ 1 (e ~ ¢;), correspending to inci-
dence angle approximately equal to the angle of
refraction. The behaviour is most easily de-
seribed in terms of the half width of the critical
cone By, where

r [ T du
iz Jo (l + U

o=

5 sin 0 cos 0 df

with i = pr /1 — n? cos? Ojcos O and 0y, = (/2)
form < | = arcsin (I/n) forn > 1.

Forn < 1,0y = n/2, which means that dT/d6
is non-zero for all incidence angles 7.e. the cone is
fully open and there is partial transmission of
energy for all angles of incidence. For n > 1,
there is now a critical cone in the first medium,
Except for incidence very near the critical angle,
dl'/d0 is a relatively slowly varying tunction of It
and n, and the sharp decrease in I, then
corresponds to the decrease in the cone as we
increase 1,

{(d) pi ~ 1. This condition corresponds ap-
proximately to acoustic matching and hence a
maxunum in the heat transfer which can be seen
in detail as follows.

We have (du/(1 + w)?)sin B cos§ < 4sindcosd
for all n, so that the maximum value of

= |. When 0
varies, this condition corresponds to pn< 1. So
the maximum occurs for pn < |. We thus

expect I ,(n, p) to show a broad maximum with
pr~ 1 but with [T < 1/2, which is what the
detailed calculations show.

107

g — i i ¢
G.01 oAl 1 0

"5 as a fanction of 7 and p, where o PR
and p o= pyip,.

CB) T and U, General Remarks

e curves are presented o Fig,
U, they have been given as g fune
sileqand posopLip, for different
values of iy, = ey and ;= o, e
ing several geperal remarks concerning
licients, we present o more detuiled anulyar
showing the separate contributions of the (ran«
mitted longitudinat and transverse modes in each
case.

Very generally, for fixed 1. we can see that as 0
is increased. we will improve the matching (and
hence I' will increase) for n <« [. while the
reverse is truc (and hence T will decrease) for
3 1o A second gencral nroperty of all of the
curves (including T',) is that if there is
critical cone in the first medium (7 < 1), with T
being & slowly varving function of n, we have T°
approximately constant in this region. Hewever,
for n > 1, the cone in the first medium is
sharply decreasing as we increase 7 50 that T ;
decreases sharply.

As opposed to the case of I',, we sce 1l
there is much detailed structure in the resulis for
Iy and M. Two distinet maxima are observer.
the one to the right being more pronounced (and
shifting to the right) the higher the value o 1,
In general, the peak on the left is determined (e
impedance matching conditions. while that on
the right by effects due to mode conversion and
velocity matching in the two media,

ne
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The effects of mode conversion can be sum-
marised as follows; if the two media are approxi-
mately matched then mode conversion is small,
oy~ T ~05; T, ~T,., ~0. For
extreme values of n, we have, for ¢, = speed of
the incident mode, for n << 1, [ > ¢3/e; > 5,/c,
and [ > p,e,/pic; > pyca/pic;, which means
that the transmitted | mode is less poorly
adapted than the transmitted t mode so that
I ~ T Likewise for in > 1,1 < ¢, /e; << ¢y,/¢;
and | < pyey/pie; < pyoay/pic;, and by the
same reasoning I ~ I, |. This simplified type
of analysis is mainly valid for n, ~ 1,. A final
observation is that I, and I", are practically
independent of n, for # > 1 and to a lesser
degree independent of 1, for n « .

(i) T

The decomposition of the transmitted wave
into longitudinal and transverse components is
shown in Fig. 4¢. The behaviour for << | and
n > 1is determined by the considerations of the
previous section. For p == |, we note that there
is a pronounced dip in I',_,,. corresponding to
vastly reduced mode conversion when the two
media are approximately matched. The position
of the minimum is determined by the condition
Cy = e (e 0, = 04) so that there (s no mode
conversion, as can be seen from Fig. | For
p = 10, the situation 1s different as both | and t
modes are relatively poorly matched. leading to
virtual effacement of the minimum in I7, .
The two maxima in I', |, correspond to: («) for
n <1, to approximate impedance matching
I — tland (h) for n > 1. to closing of the cone
in the first medium (¢, < ¢,,,). As mentioned
previously, this second peak shifts to the lelt
with decreasing 1, eventually blending into the
peak in [},

(i) Ty,

Wesee in Figs. 4¢ and  that a minimum is also
often observed in this case, due again to a strong
decrease in the transmission of the mode con-
verted wave as compared to the mode trans-
mitted directly at conditions of approximate
matching. For the latter the minimum ol the
mode converted signal now occurs for 0, = 0,,
for the reasons given ahove. Another evident
feature is that the amplitude of the maximum
(n > 1} of the mode converted signal is always
inferior to that of the nonconverted maode.

(C) Angular Variation of Tz d1id0 (1)

The behaviour indicated above can be related

directly to the variation of dI7/d8 as a function

of 0. The case of T'; will be treated for simpliciiy
and for the particular case where 1, = .3,
N = 3o =15 and p = | and 10. As will be
indicated below, for this case. there is a direct
correspondence between the two peaks shown in
Fig. 5 and the contribution I}, and [, ., of
Fig. 4. In general, for n <« 1, the peaks coalesce
and dI7/d0 becomes a curve with simply one
smooth maximum. For s > | the two correspond

to Ty for small O and T2, Tor large 0. The
integrals of the respective curves give directly the
corresponding amplitudes 'y and T, shoan

in Fig. 4. In general, as will be explained helow
as noincreases. the contribution of the sceond
peak becomes more important. We now treat the
4 points indicated in Figs. do and 6 in turn,

Point 1 We are not too far from the im
pedance matching condition for 1 — 1. So (e
first (1 — D) peak is farge, with the | — | criticad
cone oceurring at 0~ 42

Poinr 2: Worsening mismatch for || and
improving match for { -+ t, means that the rel
tive peak heights are reversed.

Point 3 Same as Point | but with p ~ 10, W
have decreased the matching for |- 1 and im-
proved it for T -t so that the two contribue
tions hecome about equal.

Point 4 Same as Point 2 but with p ~ 10 The
same effect oceurs. but now the preponderance
ol 1= 1, 1y even greater.

Stmilar analyses were made Tor a farge range of
values of noand p oand the above behiwviour -
Fairly typical. A more complicated variation i
observed for dI7, /d0. but the basic principles of
course remain the same.

i

V. Results

A collection of the linal results for 17,
in Fig. 6 for a reasonable range of' ;. .. and p
We have given I, ruther than the separate
curves for 10 T Cand T, Tor convenience, A
complete set ol numerical values corresponding
to these curves is given in the Appendix. as weli
as results for many intermediate values of y, and
.. Forvery small vadues of . the value given
in the table is equal to 7, times the multiplving
lactor given in the right hand column.

Having switably defined the media 1 and 2 ot
the problem at hand. the user should then cafeu
fate 17,0050 and pappropriate to his svstent. In
general, the values of vy and 0, will not corre-
spond 1o those given in the curves and Appendix.
and the most suitable procedure is then to select
those scts ol curves which have 1, amd

IS e
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F16. 4. Decomposition of curves for I, and Iy interms of directly transmitted modes and converted

modes.

nearest to the desired values. This will give from
5 to 4 values of T, and with the aid of the
Appendix, a suitable interpolation can usually be
made to within better than 57 in our experience.
This is probably suflicient for the practical user
in most cases, especially in view of the intrinsic
uncertainty in the appropriate average values of
¢, and ¢, for crystalline media in any case.

As an example of the accuracy obtainable by
this procedure in typical cases. we have given in
Table 1 the results for [, calculated by this

method and compared to the exact values ob-
tained by the machine calculation for each
specific case.

V. Discussion

The present results should be useful chiefly in
providing quantitative estimates of thermal
boundary resistances between solids at low
temperatures and in the determination of phonon
radiation temperatures of pulse heated metal
flms on a variety of dielectric substrates. Both
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FiG. 5. Curves of dI/d8 for selected points of Fig. 4,
showing directly effects due to modc conversion.

applications follow directly from [l]. Before
commenting upon the range of validity of the
theory to these two problems, we shall deal
briefly with a number of modifications and ex-
tensions of the model which are generally applic-
able.

(A) Anisotropic Effects

Phonon Focussing

The classical theory of acoustic wave propaga-
tion in anisotropic media shows that in general
the energy propagation vector associated with a
mode is not parallel to g, with the consequence
that the energy flux density is greater in some
directions than in others. Such ‘phonon focus-
sing’ effects will of course alter the simple
Debye-Knudsen angular distribution of the
incident energy flux assumed in the present work.
A general description of this effect has been
given by Taylor er al. (1969), and its application
to heaf pulse propagation has been treated
quantitatively by Weis ez al.?

Transmission Between Anisotropic Media

The calculation outlined in the present work
becomes much more complicated. Even in the

3Martinon, C. 1975. Private communication.

TaBLE 1. Results for Iy, calculated by interpolation with
a comparison to machine-calculated exact values

Indium Tin Tin Epibond
Quartz  Sapphire  Quartz  Tungsten
| 0.45 0.32 0.62 0.28
(from
table)
Teae (.463 0.317 0.640 0.269
(machine
calculation)

case of an isotropic source medium, the trans-
mission coefficient will be altered due to acoustic
anisotropy in medium 2.
(B) Phonon Lifetime Effects

The phonon lifetime effects in the medium of’
the higher acoustic velocity may lead to im-
portant modifications of the above formulation
(Peterson and Anderson 1973). In this casc,
absorption of the generalised (Stoneley) surface
wave set up in the second medium leads to a
greatly enhanced heat flow, as the critical cone is
effectively opened. The effect is thus particularly
important in cases where the critical cone 1s
small (cases of large mismatch, for example the
metal-liquid helium interface) and is ecasily in-
cluded in the calculation by the use of complex
wave vectors (as opposed to the real ones used
here). Both the general uncertainty concerning
the value of the relevant attenuation coefficient
for any given problem plus the vastly increased
amount of information that would have to be
presented precluded any treatment of the eflect
in the present work.

(C) The Case of a Heated Film

In the case of a heated film, it has been shown
that, due to the finite thickness of the film, there
can be significant deviations from a Bose
Einstein distribution (Perrin and Budd [972:
Maris 1972). While such effects may be limited by
severe defect scattering in the film, they may
become very important at low temperatures and
for thin films.

(D) Phonon Dispersion

As the temperature is increased, there are
departures from a linear dispersion law and a
quadratic density of states so that the Debye
model is not strictly valid unless T« 0p. Effects
due to dispersion and the temperature depen-
dence of the Debye integral can be included
quantitatively as shown by Weis (1969) and
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Cheeke ¢t al. (1973). These corrections can
generally be neglected for T < 0p/10.

(E) Corrections

Corrections due to the nonequilibrium nature
of the phonon distribution function in the
presence of a heat current (Simons 1974). inclu-
sion of a nonspherical distribution function in
the Little (1959) model resolves a well-known
paradox concerning the necessary vanishing of
the boundary resistance when the two bodies are
identical. The corresponding correction to the
Little result should be important for the case
where the mismatch between the two media is
small,

We now pass to a brief consideration of the
above generalisations to the principal experi-
mental situations of interest. It is fortunate that

in the case of heat pulse phonon radiation most
of the above factors are either negligible or
easily included in the model under normal
operating conditions. In particular, the radiation
temperature is usually sufficiently high so that (¢)
and (¢) are not important and sufficiently low so
as to exclude (): i.e. in the range 4 < T < 20 K.
The film is isotropic in the plane and thick
enough to avoid the necessity of size corrections.
The substrate is usually optically polished. so
that (h) should be unimportant. If the substrate
is an anisotropic monocrystal, the actual trans-
mission coeflicients depend on the interface
direction. For media such as diamond and
sapphire, the isotropic model can be used and
leads to an agreement of a few percent with
experiment. When quartz is the heat pulse
transmission medium, some measures were also
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correctly explained by an averaged isotropic
model (Cheeke er al. 1972). Later on, using other
directions of propagation, discrepancies of 10%
to 309 were found (Martinon, 1976). No data or
calculation are as yet available on very aniso-
tropic systems. To use an isotropic model, one
needs to choose averaged velocities for longi-
tudinal and transverse modes. As the real phase
and group velocities may vary by a factor of 2 to
10 with the direction, the averaged values are not
easy to define.

All of the above refinements are of course also
present to varying degrees in the solid-solid
thermal resistance problem. Effects due to
phonon focussing and anisotropy have been
observed in thermal conductivity experiments in
sapphire (Doulat ¢ «/. 1976) but not as yet on
boundary resistance experiments. In most experi-
ments (and certainly in practical applications)
the materials used are polycrystalline, in which
case the correction should be very small. The
most important single correction is probably due
to phonon lifetime effects. These may be only of
the order of a few per cent for reasonably well
acoustically matched defect free solids (copper-
epoxy) but they may be very large (~50"] or
more) for badly matched solids with considerable
surface damage or a strong clectron-phonon
interaction (Be-epoxy). A thorough experimental
and theoretical treatment is given by Peterson
and Anderson (1973). In the special case of a solid
in contact with liquid helium (and undoubtedly
also for other quantum systems), lifetime effects
may reduce the boundary resistance by orders of
magnitude (Haug and Weiss 1972: Anderson and
Johnson 1972} at least near 7 ~ 0.1 K. As far as
nonequilibrium eflects are concerned, a special
case of a metal-epoxy sandwich has been in-
vestigated by Reynolds and Anderson (1975).
However, for this configuration (and in fact in
most experimental situations), one does not
know the frequency distribution of phonons
incident upon the boundary so that it is difficult
to compare Simons’ (Simons 1974) predictions
with existing data. Fortunately, if the mismatch
is large, the correction is small while if the
mismatch is small (where the Simons' correc-
tion may be important), the boundary resistance
is often masked by bulk or spurious thermal
resistances. The present calculations can be used
directly (by use of Simons’ equation (21)) to
examine this correction term for any particular
case. As the boundary resistance varies approxi-

mately as 7%, it becomes increasingly un-
important with increasing temperature (and, as
before, inapplicable due to the breakdown of the
Debye model). Hence the present tables arc
mainly of interest for low temperature work, and
will be useful for the temperature range below
roughly 4 K. It should be emphasized that in any
given problem, one must of course add in any
series or parallel bulk thermal resistances, size
effects, etc. In particular, it is important that
glued or greased joints be made as thin as
possible, otherwise the bulk contribution of the
glue may well swamp the boundary resistance.
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Appendix
Values of I'\, as a function of the density
ratio and longitudinal sound velocity ratio of the
two media are given in Table 2. For very small
values of ', the value given in Table 2 is equal
to I'y,, times the multiplying factor given in the
right-hand column,
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TaBLE 2. Values of I',, as a function of the density ratio and the longitudinal sound velocity ratio of the

two media
MELLUM L3 (WA ety FUlsSUNTS RATIO= J10VY
MEDLUM £} LL/Ci=1asu PULSHUNTS mATIU= 10U

UENSTTY 2/UENSITY |

Cer/el Ta5 10.0 15.u 20.0 MULTIPLYING
e mm e ——— FACTOR
Vel lel> 1.5l J ] Zaln 230 Zeud 2e57 2.51 2.2R 2,064 1
Vet la7o Cols e 30 FEy-3-1 ceol 2422 c.29 2.05 leb6 1.39%9
Ued el Cats 256 Zabb o> 231 1,96 .68 .29 l.06 1
R ES celb 3! 2udy 2uoe 2.36 2.19 laHe 1.53 1.16 930 1
Uew 2430 2436 2457 dotsd x4 2.8 Loty 1.6l 1.06 2841 1
Vasd 2e4l 2499 2uob IS 2aly lovYy lebY 1.31 2971 2769 1
Ve Lote'? 2.0l 2s30 £od> ¢»1l 1.90 1.5C 1.23 +901 <710 1
oo 2.57 /.0l 221 Zo24 lew? 1.75 l.36 l.10 <796 623 1
Ve .66 /.0l 2aud .05 1.75 1.53 lols «920 658 «512 1
1 2x75 2.2 2l lebb 155 1.32 «973 768 =17 o417 1
1.25 1.7u l.ov Lasrt 1.20 l.0¢ o843 663 2931 2381 «298 1
1951 1T ¢ .06 63 o793 «bbY 578 w32 306 2249 2196 1
175 829 . 720 670 543 455 +391 «290 2231 166 «131 1
I3 6.20 5.00 4.85 d.68 d.c2 2.76 2.03 1.62 1.1l6 2911 10
Ze5 .70 d.ce 2o 109 c.1l8 loty 1,52 l1.11 882 «630 e e © 10
3 2ottt Z.ub lolb 135 140 «930 bl «533 379 «297 10
3.5 1.70 lowl lels 895 R 609 LG40 2361 s 26 .192 10
“ 1.24 TR N-ra) el «50¢ PLY-3Y «303 2238 169 -132 10
B Taub 5409 “e27 EFEL) 2. 71 226 lebe 1.27 2897 698 100
1o 11.9 .03 [3Y-Y4 “a] J. 80 3,20 2.2% l.75 1.27 «936 1000
MEOluM L ClLscl=l.nu PUL3SUNIS RATIO= L1000
MEULUM ¢3¢ CL/CI=)al> FUIaSUNTS wATlU= 2576
UENSTTY 2/DENSITY 1
Cel/sChL 1.0 r4%Y Ry 4ol 540 7e5 i0.0 15.0 2Ua0  MULTIPLYING
................................................ - FACTOR
Vel JN 1.69 2.07 v U 2atet 257 2.55 2.36 2413 1
Vee Leby 2430 2453 258 2655 2436 2,14 1.76 JY:} 1
0.4 o0t ZeD3 Z2abH Z2adU 2.37 2.05 1.7/ 1.3R 1e12 1
Ve ds a1y Zant 2a55 deud 2.27 Levl 1.62 le.2e 1.00 1
Vet Ze2Y FFEL] -23-3% Za 3 2.16 1.78 ' 1.50 1.123 «907 1
Voad 2437 209 2ol 2.¢6 2.07 l.68 1.40 1.04 829 1
0.5 St Ze28 Zaml cely 194 1.58 1.31 «96R - 766 1
0.0 2453 2a3 2.2 2oUu 1.83 1.43 1.17 «854 671 1
Oor .59 2olet 2419 l.88 l.66 1.27 1.0¢ <735 573 1
1 2ot LS Le94 leba les2 1,05 836 «592 2458 1
1.25 2ed4 levl 157 1.33 1.15 -862 <688 s 490 . 381 1
Lo 1.51 legt 1.07 APUY 789 592 4T4 +339 266 1
1.75 1.09 213 = 755 639 553 <413 » 329 235 183 1
I -84 607 «Db4 et « 394 292 .232 . 165 128 1
25 S5.0¢ 3By d.10 2.97 2.20 1.61 1.27 BIs 692 10
3 3.32 2onul 1.94 159 1.35% 377 .T68 «538 «blis 10
3.5 2.32 1.6/ 1.29 1S .886 «637 <43l 347 2267 10
“ 1.69 Iolt T .730 .613 438 <34l .237 .182 10
) .83 hHedY 4.96G ERE-1 3.29 233 1.80 l.25 «951 100
10 1.65 oY <712 +955 -1 e3l% 0240 =163 o124 100
MEDIUM L3 CL/CT=1450 POLISSON'S RATIO= L1000
MEDIUM 2 cescd PUISSON'S RATIU= ,3333
UENSITY 2/DENSITY i
caL/eit 1.0 1.0 2ol eV 400 Set) TeS 10.0 15,0 20.,U  MULTIPLYING
----- FACTOR
Ol 1.0y 1,49 lool e 00 2el% 2040 2.57 257 2e4] 1
0.2 el 1.99 2acn 2249 298 2e57 2ot 2.21 1.84 1
Vel Le49 233 Zeatd 2.58 2453 2ets2 2ale 1.85 leut 1
0,35 2eld 2e4d 2693 I3 2oty 233 1.98 1.70 1.37 1
Gote 2e23 ?.aY 2.58 PR X] 2.39 2.23 lettb 1e58 1.20 1
V.45 2.32 224 2o dotst 2,31 2¢13 1.7% lea? 1.1 1
V.S 2:39 257 2e9b Lottt Call 2005 1,66 l.38 1403 1
Va6 2ol 2499 2.9% 233 2,10 1.89 1.50 1.23 2903 1
Ve 2eSk 2.95 2oid 2a18 Le9e l1.71 1.33 1.08 787 1
1 2057 2,04 o3y 2405 l.76 lobe 1ot .931 6bh 1
log> 2052 24430 Zelw la76 le#d le28 <549 o 754 «934 1
1.5 1094 l.82 Le0> 1.37 1.17 101 2761 +609 o435 1
Lel5 1039 .30 leld Y8l 84 2731 549 439 2314 1
2 l.05 =970 <881 <730 019 536 «400 »319 22R 1
245 bek9 S.d3 Ry 4021 KRS-Y4 J.ue 2.23 177 .28 10
3 4433 3,80 3.39 2265 2.19 1.87 1.37 1.08 « 756 10
3.5 3405 2a.b2 2021 1a7H8 leao 1a¢3 2 B94 s T01 k%] 10
& Ce2& 1.89 lebg 1.2% leU2 o858 617 ouBe «33m 10
5 1.3¢ leu8 owu’ 11] 553 463 329 <256 2177 10

10 2.28 1.73 letl 1ol - 187 o047 LY 0303 234 100
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TABLE 2 (Continued)

MEUIUM ] CL/Ci=lanu PUISSONYS waTI0= L1000

MELIUM g3 CL/Cl=242n FULlSSUNYS waT o= 37645
. DENSTTY 2/DENSITY |
ceLsiL Lot 1.3 Ceu 3.0 “eu 5.0 7.5 10,0 15,0 €0.0  MULTIPLYING
-------------------------------------------------- FACTOR

Usl leo> Lew3 Z2aly 2eds 2455 2.58 Caleh .27 1
Uac labg lavd 2a1n 2ot 2e5b F3-1-] 2eab 2.21 le92 l.be 1
[ lo9e 2.e1 2uuo 2458 2455 2eut 2418 Lone 1.53 1.20 1
Ueds c.06 T cede ees7 2euy e.37 2.05 1.78 1.39 1.13 1
Vas 2el? ?.6n ca56 2e55 ] 2.28 1.93 1.65 1.27 1.02 1
Uass 227 2e91 2ens Zeol 2436 2e19 1.82 Foo4 1,17 .938 1
[ 2434 -1 Pre-1-1 a7 2e2Y 2«10 1.72 los4 108 <865 1
v.6 Zatens ?.o7 245> <436 2415 IS 1.56 1.29 «95) 752 i
0.8 2450 2e33 2una Zalb leya 1.73 1.36 1.1 -811 .638 1
1 2oty 2.u9 2438 2409 144 1.62 1.24 101 .T2R 2569 1
1.25 cesb E 2e2u L5 1.58 1437 1.03 820 +584 2653 1
1.5 cons 2.27 2.u4 1.67 lew] 1.22 .906 .721 .51 .396 1
1,75 1.74 1,63 e Le2s 1.06 .923 ‘694 .555 .397 +309 1
¢ 1.31 l.¢2 lule L9334 . 796 L6492 .520 oulb .297 223} 1
2.5 .816 2y 673 .553 J4b6 a02 .299 .238 .1bg .131 1
4 S.6Y 4,90 “u3> 3451 2.9¢ 2450 1.86 1.6 1,03 .796 10
3.5 3.90 3,40 2evs ces7 195 1.66 1.¢1 .955 .67 517 10
4 Z.88 2ol Zela let? bedl lel6 N-C%) «654 460 e 354 10
5 1.71 1,42 l.cl 7S W74y .630 L4550 .351 L2644 .187 10
v .06 PETS Leay 1438 1.08 L4906 .oly 475 .324 .247 100

MEDLUM ] CLsCT=1,5u PULSSON'S waTI0= L1000

MEULUM 23 CL/sCi=2ah0 FUISSONT'S waTlU= .404n

RENSITY 2/70eNSITY ]

. A w0 MULTIPLYING
caLselL Lo 1.5 ¢ FACTOR
u.l .90y 1,23 Towy i
yee 1.a8 l.d7 2414 1
Vel 187 2.ce Cettd 1
vads 2.0l 2443 2.4y 1
Vea 2.1 2eke 2e04 1
[IPPR°S 2.22 2.47 2e3b 1
0.5 2.29 2.91 2en7 1
V.t 2e40 2455 2.55 1
0.8 2.46 2.91 2443 1
1 2443 2,44 2435 1
Lo 2.39 2.47 2,24 1
l.s 2440 2.27 2.07 1
1.75 2.15 2.02 1.84 1
e 1.61 1.51 1.38 1
2.5 1.00 +931 .898 1
3 .679 616 4593 1
3.9 4485 4,31 3.81 10
o 3460 E T 2414 10
5 2.16 1.82 1.56 1o
10 3.94 3.06 2.50 100

MEDIUM 13 CL/CT=1.50 FUISS0N'S RATIO= L1009
MEUIUM 21 CL/CT=3.00 POISSON'S RATIO=Z (6378
UENSITY 2/UENSITY 1
caLseiL 1.0 le5 2oy MULTIPLYING
-- s FACTOR
Ul 835 1ai6 1.3y 1.77 2.ud 2uee Ceah 2.56 .53 2439 1
V.2 1.39 1,77 2403 <a35 2450 2456 2u5¢ 2439 2.09 L.s2 1
Uay l1.76 2.13 Cedt 2493 -%-1-3 I 574 o3l £.09 1.7 lewa 1
U.3s L.yl 2.¢5 2eud <.56 2454 2aub 2.20 1.95 1456 1.30 1
Qen 203 2ed4 2ol 2456 Caly deldy £.09 lesie laiss 1.18 1
0,45 2.1¢ Cual 2452 2.56 T 2441 Loy 1.71 1.33 1.08 1
v.s 2.21 2.46 2454 <o5i 23y 2,23 1.88 1.61 124 1400 1
0.6 2.33 2.51 2454 .43 2.¢6 E 1.71 L.oa 1.00 1869 i
Vet 2439 2,47 Zous 2.2 ENI lanl loos 1.1y 879 .695 1
i 2436 2438 2.30 2.08 leoo 1e67 1.32 1.09 .80} V633 1
l.25 2.27 2.29 2.¢1 Lavs 1.76 1es7 1.23 1.00 742 W576 1
1.5 2430 2.29 2.106 187 1.62 load 1.09 878 V632 496 1
1.75 2.33 2,23 2.u4 L.70 1,45 1.26 ™ 755 a53R el8 1
e 2.4 2.19 1.96 1.61 1,36 leln 875 .696 494 .382 1
) 1,44 1,35 Laca Le0a 492 W170 $98Y 1669 $33% a26] 1
3 81 2913 833 SbYa 590 .51 .383 .308 .2la ' 169 1
3.s .707 L645 Lo81 76 w4ul AN $2596 $204 vlag W112 1
o 5.29 “oln 4ec2 Jenl 2a85 T 1,40 lese 1.00 W 776 10
S 3.2¢ Z.80 Il La92 laoy 1eids Y78 %431 +539 +415 10
10 6,15 4,88 4,03 2auy 24349 Lev? 1.39 1e07 .735 2560 100
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TaBLE 2 (Conrtinued)

MEULUM L CL/sCcT=1.15 FULaSONS KATIUS ornih
MEUIUM 3 FUla5UNES KATIUS 1008

GENSTTY 2/0ERNSTTY 1

caLseln 10.0 15.0 20,0 MULTIPLYING
--------------------------------------- FACTOR
uel [ ] lele Cenl a7l 3.l 3.26 3.30 3.19 2eB6 2,54 1
Ve 2ot 2ol ERRE] da32 EPRIU 3.20 ca8T 2e56 2. U6 1.71 1
Uas 29U 1,22 399 Seel 3.1 2.90 Coltte 2.08 1.59 1.29 1
Vs 3.04 EREL 3.4 3,20 2.8 2.75 226 1.90 Lot 1.15 1
Uase 315 I3k o34 313 2o 86 2.0l 2.1l 1.76 1031 1,04 1
Vaenb 3.23 3,46 3.4 Se0% 2415 2ot l.986 1.64 1.21 <956 1
U 3.29 3.37 3.8 o7 2.66 239 1.88 1454 1.13 =889 1
Uet 3.30 1,46 3.22 2.86 2422 2204 1o 70 lead 1.03 810 1
Vet 3.50 1,31 3.0l catrth 2410 lasl 1.35 1.08 765 2593 1
1 266 2.0 2.eb 1en8 1.59 1.37 1.02 W811 577 S44B 1
Le2v 1,66 loo% 140 1.16 J9BY . 858 ablb 2516 PERA 291 1
leb 1.13 1.0% o933 o764 ab4e 2554 w1l 330 2237 <187 1
ko759 oBl4 <77 s 4D 384 W32 370 273 218 2156 122 1
I3 .06 5,31 4409 d.08 3.0 2460 190 le51 1.08 847 10
(3] d.65 3. 09 2.03 2.0k 168 1e62 1.03 817 -1-r <455 10
3 237 1.96 l.bo 1.27 1.03 «B63 .623 2491 o349 2272 10
EPS-] 1.64 1ed2 1.11 2835 b2 S-1.14 405 «319 «2d6 176 . 10
“ .18 947 L3777 IS-214} Jab> o384 278 219 o154 120 10
5 669 D.cl w.cb Sal4 2.2U0 2.08 1e48 lo16 <Ble 633 100
v 10.7 7.49 DB D10 3.0 2.91 2059 1.58 l.l0 B840 1000
MEDIUM 13 PULSSONYS RATIU= 2576
MEDLUM & FULaSUNTS RATIU=S (2976
DENSTTY 2/70DENSTTY
CeL/il 3.0 5.0 [ 1060 19.0 CU.0  MULTIPLYING
FACTOR
Ual 1
Uee 1
Vsl 1
[P 1
[ 1
Ueud 1
045 1
0eb 1
0.8 Jekb 3,38 1
1 3.586 3.31 2476 Ceel 2.0¢ 1,28 1.02 721 S-3-1} 1
.25 2.20 24,09 1e08 1455 142 «B6G 692 e 495 386 1
beb l.ab 1.47 leg> 1.06 Be K 576 461 .329 « 256 1
1.75 1.07 942 L) 729 oblo E 2395 314 «223 <173 1
I +B06 . 723 2044 S-7-3% 036 276 218 0154 120 1
245 4.91 4,27 3. 1¢ 2.94 2a42 1.50 1.18 «HB2R +638 10
3 3.23 2.74 244> 1.82 1.49 +90% 708 496 379 10
35 2:29 1.86 leod 1.21 =978 .587 N4 0317 o263 10
N 1463 1.43 1.12 843 77 402 312 216 .165 10
5 T 7.46 6.17 4458 3.66 2.13 1.64 1.13 .861 100
10 1.55 1.i% Woin .650 L505 3 284 .217 ale7 2111 100
MEDIUM 1: CL/CT=1ato PQI550N*S RATIO= 2576
MELIUM 2% cLsct=2.00 PUISSON®S RaTlu= 43333
UENSITY 27DENSITY |
caL/Ccik u 4e0 S5a0 7.5 10.0 15.0 20.0 MULTIPLYING
FACTOR
Oel 1
Yeg i
Oes 1
U.35 1
Do 1
(P} 1
Veb 1
Ut 1
0.8 1
1 1
le25 1
1.5 190 1.76 1.0l 1e39 l.15 1.000 753 o604 1
1.7% 1<36 1.¢6 1e15 J9b1l Hld <710 «533 426 306 237 1
2 1.03 o9u7 800 . TUS I5-21-] 915 .383 « 305 217 168 1
265 6437 506 SelU 4,02 3.36 2«86 2.09 1.65 lel17 »901 10
K] b4o2b J.66 delY 2051 2006 1.75 1.27 2997 +89R «537 10
3.5 2497 2.91 2elt l.67 1.36 1al5 827 11 030 e 346 10
o 2.17 1.80 la3 1.17 LY o« 795 i5-1.1-] sl «307 «235 10
El l1.26 1.02 853 »639 I3-2%1 b2t +301 «233 J161 123 10
10 2014 1.6l le29 ol Y] o886 24086 2310 «21) o160 100
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MLULUM 13 CLsCT=1417% FUTSHUNTS raTU: 2578
 Meulum gz CL/CT=¢aen FULSSUNYS mATius 376y

UENSTLY 270kt ITY

C2uselL 1.0 Lo 2oy 4au LY 7.5 10,0 15,0 20,0 MULTIPLYING

—— FACTOR
Vel 1.38 .03 Zala 2ehb 24917 3.l> de 34 3.13 2,86 1
[y 2417 2.0b PR ERy-] Jadn 3.33 3.13 2.81 Z2e40 co0s 1
Ue3 cebt .07 ERY-] da35 3427 3.16 2alb 2.4l 1.90 l.96 1
Gads et jalb 1.3¢ 3.43 EFpE) 3.0l 2.58 2.2¢2 1.72 l.40 1
0.6 Ca3b loct Ja3> ERY4.] d.uy F-y-14 Zabse 2406 le57 .27
Uaab Jelo 431 3.3 Sele ENY 2.77 2el8 l.9¢ leo4s lol6 1
0o Jale ST EPETS 4415 2.94 2466 2.16 1.80 1.3 1.07 1
Vet 3.23 1,34 3.28 ERY 2.73 Can? 1.96 l1.62 l.20 » 946 1
Vons 3.30 3.43 3.21 Zebil 2456 2e29 l.80¢ leai l1.0R <854 1
1 3.38 3.3 deld a6 el 2.00 1.52 1.23 PR TA 2691 1
l.zb 3434 Y4 Zaol e300 l.vs 1.68 1425 . 998 «71n 551 1
los 2435 2e2d Z2aud 170 1a45 1.26 «953 LT65 0544 428 1
1.75 171 1= leus lece .04 + 705 687 547 «397 «30% 1
2 le2y l.19 Lauv +907 <773 071 +004 «403 «28H 2224 1
€5 «BOo 727 2621 «530 .45 PRLR] .<83 <224 . 159 <123 1
3 938 Gols 4.18 334 2.76 2436 la72 1.3¢6 «955 737 10
EFY-] 3.40 EPY<.) 32 PY-L3 la84 1,96 1413 .883 «b1R 75 . 10
“ 2.79 236 2aud lan? l.28 l.ug « 7176 «606 Y- 324 10
5 165 la3o leis “B66 L bY5 502 413 o321 .227 «170 10
10 2.80 Za.l8 lafo Ledt L IHT 201 N-1-31 £430 293 222 100
MeEUTUM 1@ CLrsci=lats PUISS50NS kaTiu=s 25176
MEDLUM g3 CLsci=g.50 PULSHUNTS RATIU= .60u4n
UENSETY 270ENSTTY |
Carr/el 1.0 1.5 2.y 340 4.y Sl 1.5 10.0 15.0 20.0  MULTIPLYING
------------------------------------------------------------------------------ FACTOR
Jel 1.32 1,76 2oty £s5% 2.1 3.1 3.33 3.35 ERS T 2eYu 1
Ve 2alu 239 1Y .23 3. 34 335 ERRL) 2494 2oy 2a13 1
Vel .59 3.0l YR 3435 d. 30 319 2.83 2,49 1.99 l.64 1
O35 276 Jalés 330 Je 36 EP-E) J.07 2ebb 2.31 l.8n Less7 1
Uou 2e8Y S.22 EFEES 3,30 dala 295 2+50 2414 1.65 1.33 1
Qoub 3,00 3.8 d.35 Ja25 daus 284 2436 2.00 lab? l.22 1
Uab 3.09 3,34 3.35 dalY 2.96 2.73 2e24 1.88 Law 1.13 1
0.6 3.19 3,33 Ja2vy d.09 FERL] 2453 2eU3 l.h8 l.25 <980 1
0.8 3.24 3.30 3.20 cab9 2.5Y 2.33 1.85 1.5¢ Lalp 891 i
1 3.30 3.30 J.la 215 2441 2413 labs 1.34 .97 763 1
l.2 3.29 J.14 2,088 2al 2405 l.78 1.34 1.07 <770 =600 i
1.5 2494 2477 2451 2.08 1.77 le54 l.16 «926 <663 516 1
175 2.11 197 1,40 le51 l.29 1.13 «851 L6873 490 . 382 1
é 1«58 loa7 JE ] 1413 » 965 SH41 + 634 .908 + 364 286 1
2eb 2989 <909 Bes 681 «576 BGE «371 « 296 «210 2163 1
3 6,68 5,98 9.33 4431 3.60 3.08 2.27 1.80 1.27 «981 10
3.5 4475 4416 3,09 2490 2ot 2alo 1.49 1.17 .8e3 «63% 10
4 3.51 .02 2.6¢ 2.05 l.68 los2 1.03 <807 <564 2434 10
S 2409 lela le4d 1413 «v17 »770 «551 429 29R «228 10
1v 3.72 2.86 Z2e32 l.68 l.32 1.09 « 754 «578 395 +300 100
MEDIUM 1: CL/CT=1.7% PUISSUN'S KATIO= 2576
MEUD UM 2@ CL/sCP=3.00 PUI>SUNTS KATIU= ,41375
VENSTTY 2/0ENSITY 1
ca2L/CiL MULTIPLYING
FACTOR
0.1 1.22 1,64 Lew? Cand 2.8V 1
0.2 1.97 2446 2ol 4.16 3.1 1
0.9 2ol 2491 3.15 deds 3.4 1
[P 2abls 3.05 J.és Jo3% KRy ) 1
Vac 2479 .15 3.30 3.33 3.22 3
Vonb 2490 3.2¢ 3.38 3430 deds 1
(O] 3.00 3.¢7 3.4 ERYS-) 3.un 1
Qa6 3.12 3.30 d.d0 3.12 2aty 1
Ut 3.6 EIVLY 3.ls 2a91 2.64 1
i 3.17 3.21 4.10 2. 79 2490 1
l.25 3.16 3.5 IRl Zetr} 2.28 1
la% 3.18 Je.us 2alY £.33 1levy 1
la7% 3.05 2.87 2459 2ale 1oyl 1
I3 2.28 2,14 lavb lebd lew} 1
2.5 1ot 1.4¢ lecl Leu2 L8609 1
3 967 .89 BuY 570 568 1
3.5 «695 627 I-1-2% 456 . 382 1
4 S.18 4.0y PONTES Ju2s 2.6y 10
9 3.13. r-21-1] £ 32 IR latg 10
1 5.85 4,98 Juit 2476 2ol 100
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MrLlut bt
ME s lum 2

pulssuidts mallus
FUlsSUNtS rATIUS

CLsC s cuy
CL/e=1ou0

EEERE]
«louu

sEas1TY 2/uENSETY L

CoLsuaL 2u.U  MULTIPLYING
FACTOR
Ul coin L 3.3v EPEY LIS 4olb 4411 i
Uec 4.40 i.0l “ayU2 “ale 4alu 3.9 ERS-10 3.09 2ol 2405 1
Uus senl wals +.2y walib Seni 3eb4 2495 €.51 1eve 1.55 1
U s davh Eayay 4oy 3.t 3.059 3.3 .74 2.30 1.7 1.38 1
Uas w7 wald wort 3ersb 3o J.19 I 2»13 1.59 .26 1
Uend 4al> 4en wal3 3. it 3.38 3,09 2ol 2.00 lawn 1.17 1
(U Y G, ca aau? ERYLY-) 3.¢9 Zevt 2233 1.92 latl 1.11 1
Uan 430 4eed weul Joun 3.03 2abH 2.07 1.69 1.27 970 1
U ERST4 [ 3o 0 caln L 2¢.06 1.96 1.25 907 o716 i
1 Cast v 39 Fain Lene 1eo> 1435 1.00 LHOO 570 %63 1
Leeo Lebe 1.50 Les0 beld eUDH N-EB 623 2200 359 281 3
len 1.12 1.01 PR 137 b1y D32 395 316 .227 178 1
1elo 794 Tul Y-S} cagt Wl «303 . 26U 206 P lur 116 1
4 ERRE Nl wand EPS-T4 Z.BY 2o4b 1.HU 1.3 1.u? «T96 10
€e 1a5% cari 2ad% Letdn 1a59 1o 3 970 765 T sh26 10
3 ¢ o 30 l.008 Lene 120 PRA-T 810 583 454 .325 «253 10
3.0 Lano locn Teuo . fub ob iU o228 378 «2917 209 <163 10
“ 1.13 PSS L P L] P 2363 o299 .203 o143 111 10
5 by R EUR £y 2e 33 194 lesn 1.07 e 797 582 100
iy 1ol 1.8 PR wald Sect 269 188 1.4> 1.00 « 706 1000
[ AV AL LL/CT=200y FUlssSUNTS KaTlus 23333
MEULUM ¢l LLsci=ziado PULSSUNYS HATIUS Jebln
DENSTTY e/7BENSTTY
Cel/edL MULTIPLYING
FACTOR
uel 1
Vec Jeld LA Y @,y “.lo 4eUb jubn 3.25 Z2ube 1
Vas EPRAL 4.uv EEY4Y 4el3 Sae 3.n7 3ell Zatl Ceus 1.67 1
Ue 1o ERLE a.bd “ace WUl 301 3.u9 .89 2eted 1.5 Loy 1
Uen “4.00 Goce “edU ERS -] 3ebs 3.33 ZeTl 2.2 o0 1.3¢ 1
Vs 40y 4.4 watd Jabb 431 Jel9 2.56 2412 Teow 1.26 1
Ve uulo “. 2l 4al3 477 daau 3.o08 2eld 2.0 l.on 1.19 1
Ueth 4.21 4.25 walu se07 Jecf 292 2,30 1.29 Ledm 1.0% 1
Usis 4ol 4.2l Jeb> d.20 273 2437 1.79 1.43 1.0 799 1
1 3eal 1,27 it dolate 2 uf 1.80 1435 1,098 «773 0603 1
l.¢5 2415 1.9y 1e8¢ lenl 1.29 1.12 aBu3 76 Y- <377 1
ben Teub 1434 Lace J.Ul «BOU o Tab 559 ST + 319 2268 1
1.7% 1.06 L3061 [9=1-74 LT00 593 510 . 378 301 «213 105 1
Zé » 798 s TUD T4 «HUL sald . 357 L2he 207 slen 113 i
e 4.81 4413 3.58 24h0 2,30 1.95 Lol 1.11 W 173 «99Y 10
3 3.15 2ob4 2ah 1.73 1.40 l1.18 L Bub 660 -1 352 10
3.5 2.18 1.79 lebl lala 2919 169 L5467 L424 294 .225 10
“ 1657 1,27 l.ub 2793 <634 +529 374 . 28Y 2199 o152 10
E) 9.02 7.u8 S.82 “.28 3.39 281 1.97 1.51 1.04 aT91 100
1o 1.66 1.08 <851 $602 -1 o380 .261 199 135 2102 100
MEDiIUM 1% cLsci=2.00 PUISSON'S *ATIO= 43333
MEUDIUM ¢33 cLscl=2.00 FUTSSONTS KATIO= 3333

DENSITY 2/DENSITY 1

cer/Cie
U.l 2.03 2.6c 3400 3. 6¢ 394 4cll “ell 4.1t 3478 .38
Uec 3.05 1.02 ERR 2 “aly 4.2 4ale 3.76 3.39 2eTR 2,43
Ve labl 4,03 449 “oll 4,00 3. 78 Jel4 2.80 2e1R 1.77
Ue3b 3.79 4013 4.2¢ “ell J.n? 3.01 3.02 P-1-) 1497 1.59
Oate 3.93 4.l9 “wel2 %e02 3.73 3,45 2o Rk 24349 Le81 L,a5
UaiS 4,03 4.22 “oll $e.93 3.61 3,30 2ab 2424 1.67 1.33
Uab 4010 w. @3 4olb 384 J.49 3.17 2eb5 2.1¢ la27 1.25
Veb LSS “wa.cé LolU 3.7 3.37 3.0« Zawd 2,01 l.u9 1.18
Uets 4034 “w,28 aaud ER 2.98 2,61 2400 1.61 1.17 oFit
i 450 “.l8 EFRES 305 Zeo7 2.2¢ 1.66 1.42 WHed <733
lego 2.77 2428 éodn le9b lob/ lout lell 883 e 634 <499
la5 l.80 1.72 1.7 131 1.12 o9 i3 . 132 587 o2 - 327
1.5 1,3 1.2 lale 435 $ 794 Loy W16 a1l e 294 2229
Z 1.0¢ 927 FLRE) «6H3 -4 249D BRIy 0 29¢ <207 L3t
2. 6.26 5.90 “o83 3a85 3oty 2471 190 1,50 leln 0 B85
4 boll ER-13 3.06 ¢a39 195 lebS 1e19 PR RE] <65 «500
EXS-] 2eMY 7auc 2o Ut je-1.] locs leun . 173 602 2 lR . 320
“ 210 1e/3 1o%0 1e11 . B%U o Tun o229 o6l 419 217
E l1.22 973 SHBUT ALY v ln 397 2 w218 s leR 2113
o 2e02 1.o1 loct cBbe NCLR) =LY o313 2 EB6 o191 o laub

MULTIPLYING
FaCTOw
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TaBLE 2 (Continued)

MEDIuM 1:
MEULUM e

CL/CT=2.0u
CL/CT=2.¢5

PUlSHUNYS raT LU
PUISSUNTS RATIO

ceLseln 1.0 le> 16,0 1540 20,0 MULTIPLYING
e mmmmmmmmm e ————— FACTOR
Uel 1,93 dadl 1
Ve AR L] 3.93 1
Ve 3453 3,98 1
Vel 3.7¢ w4, 1l 1
[ren 3.86 wadd 1
VDesd 3.57 “.21 1
Ve 4,05 4.ec 1
V.t 4409 4,20 1
Uen “. 75 a.ed 1
1 CRTN delv 1
l.es Joub 3.27 1
Lo 2«34 Aol 1
La75 l.68 1.5> 1
Z 1.27 .17 1
-] AT Tus 1
4 bard 4,00 10
d.o 3.72 7 10
“ el fuct 10
B Laoy LacY 1o
lv cale auh 100
MEUiuM L LL/sCt=ea00 PULISSUNTS waTHo= L1333
MEUluM 1 CL/tt=rany FUlSSUNYS rATIU= Ja0ah
LERSTTY g/utnsITY
CevselL 1.0 bao Zay Selt 10.0 Is.u 2us0 MULTIPLYING
FACTOR
Vel 1arts Saue Canhd ERT ) Sl wertd “ade 442U 3a9d 3,00 1
Uer £anb S 3 sadl walw CRYE] “acl ERR 2 3okl deur T i
Veo feles 1evd “ela 4ecd “ale ERR Sebh ERE Zabr l.9n 1
Ues> 2aba “@aud Gacu el 4all 379 32> éenu 2alm 1.77 1
Vet fany “alu “eld el Jard 3.63 3.U5 cetl 1o l.61 1
Vesb 4.9l HalY Hazd “4aUb I 01 dauy 2aHb Canl Lora boanr 1
Ued 400 LYY 442U ERT .65 3.35 SN E) 224 1ol0 137 1
Vet 4005 “ulb Gell ERLY d.00 3215 a5 2.11 1.7 beeS 1
Uen 4ol 4.2e CRvE] Jebd dect 2 £e33 1e9¢ Tow] 1,12 1
1 4.3z 4.2¢ PR 335 2any IER] a3 Lot Lol By 1
lee> 4. 30 waul Jabu 249 1Y Zalb lebz 1.30 L] 723 1
Lo 2419 2,04 2.40 ZeUb 1.70 1.53 lale PR 073 «9Deb 1
Lels 2406 1.v¢ 1e75 lead luco 1a10 830 NN salo W37 1
c 1,55 1.94 o3l 110 TS 819 51K 495 . 395 aL 1
) 977 LAYU sB8UC 659 «956 LIt BELY) 2R .20} 16 1
3 6.57 R -¥4 Sel2 “ell ERE L) 2en D =] 1.70 Tecr aved 10
3.5 4469 “.v3 Jaol 2477 2.2n 1e93 JRE oy 770 593 10
“ 3.kl 2.1 23l LevwS 1459 1ade avhY «I54 B4 4l 3 10
> 2.02 l.07 lawl 1.07 .bbe dee ol < 39K L 211 10
10 3.54 Z.09 2ol 1.56 lece l1.u0 695 532 367 weis 100
MEULUM 13 CLsCl=eauy FULSSONTS waTlus 3334
MEUTUM 3 CLseT=3.00 PUIS5UNYS ®aTlus L4475
eSS IT 270EtNsTTY
Cc2L/seln lev 2y EFN .o Is.u U U MULTIPLYING
rACTOw
ol 1.71 Zach Calu Je 30 3eby Jav g sacl “.23 “aus $.77 1
Uee 2oy LRIy feno Haun wace Gecd balls .77 Sele 278 1
(U} 3030 3.5l “waul Gecd “aln Gaun ERLX] 323 cabii 2.6 1
0. 35 J.51 1.y “alo “ucd “aluy 3o EPER) 3. 00 .37 lovs 1
Vet .67 4.Ub “ell o le a.uu PR facu 2.7 2l 1.76 1
Vend derl “ 13 “ece “ole KPR sebl Sent Z2ahl Caun 1,02 1
Veb d.90 wald wecl Galin 3aln Jeb0) 1Y Zanb 1ok Lauy 1
Vet J.95 “ale S.le ERY-2 PR TN $.20 cetS Zale labr lede 1
Vel “a0b “welo “aub .71 SRS 1Y Janile ekt PSR E] 1972 lo2l 1
i “ols 4ol “eyu ERRTS Selb 2ane ¢l lone 1ade 1.U6 1
l.25 4a17 “,UD e in Salnm cals 23y LA Leal Lau7 36 1
1an 4aly 3.1 3e0¢ Cory Caah Zald Lebl 1.29 Rz 720 1
l.75 £e9Y 2,80 2450 Zalw Lants leoh Loce 9RO Uk P-3-T-4 1
é 24 2.08 be?l Lebl JIR L} lazu Ry W 13w T4 eeld 1
() 1.39 ey lalw SRy ebus «/3h eI suih PRI eln? 1
Kl A9bh% wuie B8 PERR aDun PERA BELY . 28U 19y 154 1
ER] beoh mell PR} EREL] S$atS 3al st 1.82 lagn L) 10
“ Se09 LD da5u 3.10 et Zaln Leny .25 anic W6la 10
5> 305 £ e fdede Lal¢ lewuy Lelw e IS 1R sl RS 10
lu Seov L, dn 3aod Zab5h 2aus Janm N T LY WB12 FATL-) 100
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mebluM 13
MEulum g3

LLscl=2ees
CL/CT=1emu

FULa5uN
FUlabun

s wallu=
'S kallu=

L3769
s LUUO

VENSTITY 2ZUENSITY

CzLsCie EN Loy 5.0 7eS 16.0 15.0 2040 MULTIPLYING
£ e m e m— i ——————————— e e S e S FACTOR
Vel 05 .19 Yol sortd 506 5.13 2.00 Lol2 4ol 3.63 1
Use Sects G4on4 Deun 2.la 498 4.6 G.17 3.01 2697 2ol 1
U.d “adS S.10 EL] ERRR) G4o58 “e23 3e51 2.97 2e26 .82 1
Ueso DUl beel Salo “ally 639 “atl 3.26 2.73 2.05 1.4 1
Ueu Selé h.E3 DedV aunl “alls 3.83 3.07 2.55 1.849 1.50 1
Used Sty Segs Deu wan? a.ll EFESY Ze.9b 2oth 1.81 leu3 1
Ve EYE) S Save 4a4b 3o 3.53 2.77 2.27 1.67 1.31 1
Uab Detl B.l4 wal “eub 3euy d.00 e 1.90 1438 1.08 1
Uek 3oty 3.o8 3.2t Zols 2434 2405 1.56 l.26 919 727 i
1 CovsY 2.3 2oll 176 1.50 1.31 «PBU 781 554 2032 1
lagd laby 1au? lads 1.10 oMY «8U5 JH06 PRI s 348 2273 1
15 1410 T «bol AT L9998 «513 381 304 o 2lA 2171 1
lo7s L Jhat NCDR] waly PRET 338 L) W19 lun 2110 1
4 ERED] “oIY 43 3.3k 277 2a35 1.71 L35 «9by 2753 10
(%] Jaad 2,87 o3 LaHb L.o1 1.27 <918 W723 512 <399 10
4 2.23 1.40 le2i lale eYia 706 #5950 43c L3058 237 10
3.5 Labe l.2l louy o Tut . 5%e PR L . 356 279 o196 0152 10
“ bauy omol “039 251 eell . dud LTS 191 o134 2104 10
5 t.le 4,09 J.80 e 17 Z2ely 1.R¢ 1.29 l.ul 1013 hue 100
1u a5 T ETELY 3.9 J.ub P4 Le75 1e 35 +927 =707 1000
MeULluM 1: CLsel=2¢ues FULSSURYS waTlus o 37hY
MEULUM 23 LhsCt=lo iy Fulssutits raTlu= Wdnis
LENSTTY 270EnSTTY 1
c2L/0lL l.u Ta2 Zev Sl 1u.0 .U 2u.U  MULTIPLYING
FACTOR
Usl 1
O.¢ 1
Ued 1
U.35 ! 1
Gat Se0s S.2¢ Selo woln “edn “e U0 .25 .71 ¢eu l.b2 1
Uaud Dele hace EXS Y @etin “a o 3.nb S.11 P2=14] ey 1.53 1
Ve S.16 Secd Db/ “obl woll ERNA. Ja0¢ 2ev1l 1.87 lLaug 1
Uetr n.2Y 5.7 YR “4anl 1. 1O 3wl cebt 2.17 Leow l.2% 1
Ok 9.21 4,74 waul K] 3.16 2415 200 1.67 .20 <938 1
1 3.38 1,17 Y- £ad9 2avd La77 1a33 1.07 AL WH00 1
koo 2411 1.9% 107 Laoe leco Lauy encu 656 wala . 366 1
les Peas 1.3¢ Lo - Ynl ndu Wl L5uy XD £ 307 $239 1
1e7% 1.05 94l ) bnh 513 R) RIS 2y 206 e 158 1
I <781 LT .bub cubn bl o302 2250 o197 L 107 i
233 4.71 4001 Se4d 2a.b9 - Y49 Lonb 1o 36 1.05 729 560 10
3 3407 7425 dalo Lab> 1.43 lale «79b 621 w30 329 10
EPS-) 2ale 1.7¢ Lawa L9 oy d «Dla 39K 275 <210 10
“ l.%2 l.ce laui oine oYY ST 35U 271 18 slu2 10
B B.hb A, l6 S.03 405 3.1y 2ahn 1 84 loal 967 # 735 100
1v 13.8 101 Mauu 2.03 . db 30w 2end 1.8% 1.25 IRLR) 1000
mMEDIUM 1@ FUESSUNTS wallu= o 4709
MELIUM 21 PULSSUNTS wallus L3333
GENSTTY 2/UENSLITY L
caL/sCiL MULTIPLYING
FACTOR
Vel Zelé J.ul EY) BT EXR] Salk w98 449 “.02 1
Vac Ja9Y 4.b4 YR L] 5.19 Sals 4451 4404 3449 2.75 1
God 4.k S.uf Decy DLl L ERE-1-) 3.32 2.57 2.09 1
Ueds “.H3 Ma16 5.2l 4499 “abb 3461 3.00 2433 l.88 i
Ve 4e97 bael bSels EL} 4490 3.39 2.85 2415 l1.72 1
Vot Se06 S.21 Sels 4. 7b 435 EFRN d.2¢ 2e69 .01 1.60 1
Oty Dely 4y RIS HabY Yalb 3.d2 Sela Z.62 le9m 1.56 1
V.o Sell Seeb Seus “.9Y 4ol 3.09 .92 2441 lo78 Lol 1
Ues ErEs-1 5.2¢ ERNAd “aue 3a43 3.00 ¢.27 1.83 1,37 1,03 i
t 4atl) 4.4 3o % EIY 2,04 430 1.7 1.40 1.0} 187 1
lezZn 2ell Pend Lol Le9d leba 1ol 1.00 -1 <623 cleB6 1
ieb Petts 1,09 laos Lo l1aUv 2] 2711 569 607 317 1
lel> 1e33 1.2¢ lelu Y W17¢ ALY <500 2399 285 +221 1
I3 1.01 L9un 813 663 550 ) <354 281 <199 «156 1
oy halb S, 36 4,08 370 3.ud 2e5Y 1.89 low8 1.0¢ « 799 10
3 4q0% EPLE] 2eD ca2Y l.80 1e57 l1.13 «B81 613 0670 1¢
Ery-] detie fadb la78 laol locd le02 <128 -1.13 <397 2300 10
“ £e0% 1.06 1a3% 1.05 LY «703 497, 385 =266 203 10
> lelt o932 270 -TE el 370 afbe 202 «13R <108 10
1u Le9s 1.42 leis «HUD 620 506 o da? 2o 2179 +13S 100
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TaBLE 2 (Continued)

MEOLUM |3 HULsSUMES kaT[0= 376y
MEUIUM ¢: FUISHONTS wallus L4789
’ UENSTIY 2/bEms]TY )
CeLsCiL lev led dat ERY] S 7.5 10.0 1940 20.0  MULTIPLYING
---------------- FACTOR
Uel S.10 DelU S5.07 “4eb7 “.18 1
Oz Salin “abi 4el9 da45 2490 1
Ues “.6b LD .68 2o 7] 2021 1
["PREY 4au5 3.75 3.20 ceth 1299 1
Gaos 4426 3452 2498 2e2h l.B1 1
Ut 4008 3433 279 2e10 l.67 1
U 3a46 .22 Z.tY 2.01 1.61 1
0.6 EPLE] Seub 2.96 1.9 1.53 1
'3 3.27 2e51 2404 loun 1.17 1
1 2,77 ¢ 08 1.67 lolg <932 1
1 Y4-1 1.81 1a37 1410 2793 +620 1
lev Tell «911 742 <52k «410 1
la1o 855 =T X] 515 « 36K «287 1
L4 2631 47c 377 «269 209 1
Ceb 351 «25b 203 slan 111 1
4 2413 1e54 1.21 “Huh 4651 10
3.5 1.9 99y 779 BT <415 10
“ <960 683 531 L3681 «281 10
e o122 361 279 L 1v2 «lub 10
1u <Tuu cane IRy L2uy « 189 100
MELIUM | CL/CT=¢,¢5 FUTSSUNYS raTlus 476y
MEULUM g3 LLsCi=easy FOLSSUNYS RATIUS 404n
UENSTTY 2/0ENSTTY |
c2L/Cie 1.0 j -] Zeu 3.0 4oy Sat) 75 lu.0 dU.0  MULTIPLYING
------------------------------------------- FAaCTOR
u.l ERA) Helb Gatid “.07 Bele 5.13 “aTa “.31 1
Use “eos 5.17 Sedl S5e13 4,75 4.3¢ 3.59 KR 1
Va3 Dedd Da19 S.01 Galb Gala d.61 -1 €.33 1
KLY bab66 SelY Dl Sell 4485 Ge56 .86 3.33 41 2409 1
Veuw ERE ] S.l6 ERY- Selie 4.0 4e37 Jeb5 3.10 2e 36 Le50 1
Vet 4494 Saly Seld “a90 4obu “4e19 Joba 2.90 2.1y 1.75 1
Uao 4497 Sadb Seld “4e80 4.0 4.04 3.30 2el6 2407 1.66 1
Ue6 5,03 Sel? S.u? 4.68 “edd J.H9 3.15 2,63 1.98 1.8 1
Vot .26 “.cl HauUb baad 3,94 3.51 cela 2424 .65 1,30 1
1 Seal S.07 “ole 3493 3.35 2.91 £.20 1.78 logwu 1.00 1
lago 4022 3.96 EPE-1Y] 3.00 2456 dedu 1.70 1.37 9] w177 1
leb ¢.83 2.63 2.4y 2401 l.72 1.51 1ol «923 LTS 521 1
175 2403 l.s7 1.71 143 l.ee lau7 2806 LY 469 363 1
4 1.53 l.sl le29 1.08 y17 798 <601 a8l . 345 . 269 1
Cels « 965 812 . 782 $ 640 o538 - PRETY 273 197 +150 1
3 6,47 5.68 D00 3.98 3.30 2e81 2405 lebe 1.13 .87 10
EPE-) 4256 3.91 EPKL] ce.b6 ca18 1.84 1.33 1.06 727 «559%9 10
“ 334 2482 2enl 1.46 | =31 l.27 .912 <711 a4 «379 10
3 lav6 1.060 la3b l.02 Blo «6H1 483 «374 258 <197 10
1o 3.38 2.95 24US 1,47 1.15 «939 L-TY-) 495 <337 255 100
MELUIUM 13 CLsCT=g2. g5 POISSON'S WATIO= 3769
MEUIUM ¢ CLsCcT= PUISSONTS waTiUs L4379
UENSTTY 2ZUENSTTY )
cerscit l.0 1.9 2atl del Geu Sef 7.5 12.0 cUell  MULTIPLYING
-------------------------------------------- FACTOR
Vel 2431 J.u2 3.50 “ec9 4.l w97 bele s.9] CR-T% 1
Ueg 3456 4.28 4ol ETSS] S.22 9.20 S92 BRY-L 330 1
() 4e2b 484 Sell Decé 51l “e92 “e3f 3.0m 2455 1
Veds> “a5l Se00 Sals S.18 “uY Gy ta 4411 ca8a 2429 1
Uaes “o7U SeUY Sect ERUS1 Garn 4eob 3.87 2.27 2.08 1
(U 4483 Sels S.cl 501 “uly 43n dett /.37 1e91 i
[ ERY.13 S.le Dalw “a. 20 CEE-+1 “or) feul 2.22 l.78 1
Vst “.91 S.1l Deu? 4o lu 4. 36 3,99 ERY2-1 c.08 l.b4 1
Oob 5.08 belY Saub 461 4.1b 3,77 3ave lonwn Lao0 1
i S.27 “.23 “e7> 4430 d. 10 3e9e 2450 1454 1.2¢2 1
le2s 5430 G449l LS 74 SaTu Juls 2elb 2e0Y le2] Ty 1
la5 4,10 .05 Jenl Ze3 ] ey Leb? L Eat « 760 1
Lle7b 2493 2.13 ¢avu 2410 lany Lol ledu 2 T0e 95 1
2 2419 2ala lado 1.57 1e34 1.17 «HAY «Sla 402 1
Zeb 1.37 lec? letv 7Y Bed W76 ao3y «300 20 1
3 e Y44 eH5b +foB B30 53l suo/ v 339 19y 4B 1
KPt-) Gola 9,96 Yot “ecle de1 3400 caly le2? +439 10
4 499 PR Sel/ cat 2and 2408 leSt H27 037 10
> ZeH 7a20 calt Lebs o34 lal2 104 «434 « 432 10
1u 5.36 “ald EPE) IFLE! 1a9] lao7 109 570 433 100
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TaBLE 2 (Contintied)

MEDLLUM 1 CL/CI=2any PUOLSSUNIS RATIU=E cal4s
meUlumM 21 L/c1=ienv PUISSUN'S waTluz 21000
‘ UENSITY 2/0ENSTITY L
CeLsCit 1.0 1o 540 190 20,0 MULTIPLYING
cwomam= R bt aiuiudedaiiadiatebiaiieg mammmesmo oo P e lehduibdadied FACTOR
. 30495 4,83 6.2l DYt @87 4ol 1
:.; S:hl u:ul S.b3 Lo8H 4637 2,17 i
U3 b2 .30 YLl @all 267 2ol0 1
Vesd b8 CPRE] 4.73 3,83 3.20 2035 191 1
REY be2Y £ de CYE1 KNY-1-1 304 2026 .79 1
UakS 6437 YL beld3 KRy 2.82 2.0R l.b4 i
Veb 6,47 hedS 4e00 ERRRY 2453 1.85 Lokt 1
[V b.6b 6.l 3.%0 2e67 2.16 1.57 le2é
() 3.73 J.a? 201 1,593 1.24 909 . 720 1
L Coted 2259 1027 cYhG 160 54} 620 1
1.2% 1ab7? L E] 782 1L} a7V 2338 2265 1
1.5 1.08 908 o697 o368 293 21in 168 1
1.7 WJI71 W67l =325 2238 2189 £135 «105 1
2 S.6Y 4,85 2425 1ebé 1.29 #919 717 10
-] 3,37 2.18 .21 2875 688 cBhA .378 10
3 Z2.16 1.7¢ 730 523 WGl10 2284 224 10
3.5 1ew? 1.106 Ry «338 266 V188 2143 10
- 10.5 BalT 3.25 2e31 1.80 le26 Al 100
o S.H9 PP 1.73 l.2¢ s 909 061 508 100
1v 9,049 hat1l 2.37 1.6% 1.26 LBOA 659 1000
MEULUM L3 LL/CT=2a0y PULSSUNTS KATIUZ .sled
MeDlUM 23 cLscl=1a45 PULSSUNYS KaTIO= L2976
DENSLTY 2/UENSTTY 1
ceL/ell 1.0 1eo dav 3.0 MULTIPLYING
------------------------------------------ FeCTOR
V.l 3.73 4.bh SelH 3.9U0 6.7 685 t.lu 5.7/ 5.07 Lo 1
Vee b9a23 Gevl belY b.cd 6boul Seal sell 4.51 J.bn 2,98 1
U.d .90 haeld becd 6. U0 b.oY 5.1Y “e33 3,68 Z2.81 2.27 1
["PELY 6,08 6432 6425 - bed7 4493 404 3,40 2e0F 2.05 1
Uesr be20 6033 6.9 5.70 5.2V Golb 3.84 3.21 2aal 191 1
Uaus 6.2 b.33 b.l0 Deb3 S5.10 Lebld 3.73 3.1 PR 1.85 1
Uss 6,33 6,37 bl ETET4 LS ) woted 3451 2.0 Z2ala 1.70
0.6 6453 6.6 Have 5,06 CPEL] 3.86 2.97 2042 [ RS l.38 1
Vol Sele 4,82 aky 3269 3.1t 2417 21l 1.71 1.2 2968 1
1 3.30 3.u8 2e8¢ 2434 1e99 173 1,30 1.0% « 751 587 1
legs 2.07 1.9l 174 lotte l1.22 1.086 196 617 shbg 2355 1
leo leu2 1.29 l.l0 958 »810 701 923 el <297 231 1
1.75 1.03 923 H2l 2665 2556 w7 .352 279 V197 2152 1
I3 «T70 672 584 2468 2387 329 o240 189 <132 .102 1
2ed 4.6l 3.90 3. 34 2459 2.11 1.77 1.27 $995 692 0531 10
3 2.99 2ot 2.08 1.58 1.27 1.07 758 588 407 «311 10
3e5 2.06 l.66 1.38 104 2829 «690 «aB7 .376 +259 198 10
4 lett 117 96y «T17 <569 a72 »331 255 178 «133 10
) B3k Ga4Y St 3.85 3,03 2uty 174 1433 +9009 <690 100
v 13.2 9.63 757 2a31 4.10 3.33 2.28 1.73 1.17 -Lrs 1000
MEDLuUM 11 (X2 EF-PL1 POISSON'S KATLU= <&OuH
MEDTUM 21 CL/CT=2.00 PULSSUN®S WATIU= 43333
LENSITY 2/70ENSTTY 1
ceLselL MULTIPLYING

FACTOR

Uel Rk a.u7 1
V.2 9a07 EW-1] boi4 b.29 617 S5.4H 5.3l 4.le Ja7 1
Ved De Y ~eld be3l belU S5.74 5436 wabe 3.81 2o 2,42 1
Uesd DedY Ha 30 bedY 9.95 S.9¢ G910 4ele RN 21y 218 1
[P tele rodd bl set1 S5eds baony RS L) 3o 4> 2457 2.0} 1
Yasb Held PET] 6.l 571 Secl w17 3aHb 3.2 - 1.96 1
Ve bele .32 6o l7 D.bt Dall a0l 3.77 Jolw 2.3% 1.88 1
Veb ©e3Y fhaou0 b.le Saal 4.8 4.0 3433 273 2.01 1.59 1
Vet beTl bodl b.bY w70 Javy Jend 2e6¢ 2.1l 1.51) l1.18 1
1 4.31 4.0k J.0b 305 2.60 2act L2 1edv L.00 « 785 1
legd 2a67 Potb 2och Len7 1.59 139 1.05 o Bt «007 W76 1
19} 1e81 1.65 1.50 1.25 l.0b W91 2690 «ohe 2395 307 1
Lol 1.31 1.19 l.ut 14 192 051 ceBb . 388 o274 «215 1
4 967 891 ALY abkd =LY bbbl o342 211 192 o le8 1
e 600 523 493 da08 294 Qen 1.80 letl 989 « 760 10
3 3.97 3.33 2485 £.20 1.78 1.50 1.07 «B37 581 a5 10
Jad 275 2.26 1ev1 letsS l1.16 2974 2692 2536 37 +283 10
“ 199 1e61 1034 labU 802 1.1 071 o 364 «£51 191 10
9 1la% Aa96 Tedn Dot .28 EFE-1] gl 1.90 1.30 2 9G] 100
10 1,04 le35 1.07 s 156 1L w76 o326 o248 L1 2127 100
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TABLE 2 (Continued)

MEDLIUM 12 CL/CT=2,5¢ PULSSUN'S waTlUz .40644
MEDIUM 21 CL/CTz2. 25 FOISSUNYS RaTIO= 3769
DERSITY 2/DENSITY )
CeLsCiL 1.0 1.5 2ot el 4.0 560 75 1040 15.0 20.0 MULTIPLYING
- ———————— FACTOR
Uel bu2n be26 6,05 Seuh 4,88 1
0.2 .06 Sl 491 “s00 3.3% 1
0.3 03] b.lH S.86 Senl “a70 4e05 3els 2,56 1
0,35 5.90 bell 6.41 o004 5.65 5.25 4,39 3.73 2485 2.3¢0 1
0.6 6.05 6.0 6.26 D90 S.6b 5.02 “al3 3.48 2463 2.11 1
0445 6,09 6.28 619 3.77 S5.30 4,86 3.97 3.34 2452 2.01 1
0.5 6.13 6.28 616 5.71 S.¢2 477 3.89 3,26 2,46 1.97 1
Q.6 6,27 6.36 6.17 5.60 5.03 4ad4 3.62 3.00 2.23 1.77 1
['hY-] 6.6] 6435 S.65 4492 4,22 .70 ce82 2.28 1.65 1.29 1
1 S.45 S.12 4464 385 .29 2+87 2.17 Te75 l.27 2993 1
1.25 3.38 3.11 2.83 2437 2.0¢ 1.77 134 1.08 179 «610 1
1.5 2.26 2.08 1.89 1.58 1e35 1.17 885 711 510 2398 1
le75 1.63 l.49 leds 1a13 $997 831 624 o439 «357 278 1
t4 124 1.13 laue 838 STy a6l 458 2366 « 260 202 1
2e5 <770 678 598 2478 397 «339 248 «19% «137 106 1
3 5.09 4,36 3.77 <95 2abge 204 1o47 la15 «805 +618 10
3.5 3.55 2498 2454 le9s 1.58 143 a951 «740 »513 »393 10
o 2.58 2.12 179 1.36 loUy s «649 «503 «34R 266 10
5 1.50 l.ev 990 « 730 =113 486 341 «263 181 =138 10
10 2.48 1.84 laaw? Leba oBUT b9 453 365 234 177 100
MEUIUM 1t LL/scT=2.50 POISSON'S WATIU= .alan
MEDIUM 23 CL/CT=2450 FPUISSUN'S RATIO= .404n
DENSTTY 2/0ENSTITY
caLsein 1.0 1.5 2.0 10.0 15.0 20.0 MULTIPLYING
------ - - FACTOR
Val 3.26 4.16 4aevl balu 5.6) .06 1
U.2 4,80 S.09 6.0l 5.08 4418 3.52 1
Cos S.58 6a.1¢ bedU 4,22 3.30 2,69 1
V.35 S.82 6,24 6.2 3.8Y 2499 2ot 1
Gt 5.98 fecB bacl 3.62 2.175 2.21 1
0.45 6.02 6,26 B2l 3.43 2459 2,07 1
0.5 6,06 6.25 6.L7 3.33 2.52 2,02 1
Vet 6.17 6430 6l 3.7 2.38 1.90 1
0o 6,50 6.42 Guus 2.52 1.84 1.45 1
1 6475 6,28 5.04 2,05 lat7 1.15 1
1.2% 4,15 3.86 3.92 1.36 «990 .778 1
1.5 2.78 2.57 2ol 895 LY 505 i
l.7% 2.00 1,84 lab? 629 «65] «302 1
4 1.51 1,38 leco -1 «333 259 1
2.5 » 354 <856 » 705 264 »187 «las 1
3 6.36 5+55 4.86 1.55 l.08 «836 10
3.5 4a67 3,41 3.¢9 2992 269) «530 10
4 3.27 2.73 2433 675 «4bA =358 10
5 le91 1e55 1.4u »354 s 244 =186 10
10 3.24 2,43 leys 468 o316 =239 100
MEDLUM |3 FOISSON'S KATIO= ,4064
MEDIUM 2t POISSUN'S RATIU= .437%
OENSITY 2/DENSITY |
CarLsCcit 1.0 1.5 2ol MULTIPLYING
FACTOR
0.1 3.03 de92 Ls-¥4 6434 626 S.8a 2,35 1
V.2 4256 S.40 Sa.ob be26 6443 6.26 S.Ha S5.36 450 3.83 1
Vo 5.39 6.00 bed> b0 6,12 SeH5 S5a14 4.51 J.5H 2.95 1
0,35 5465 felS 631 0.22 DeY4 beb? 4e82 4el7 3.25 2.65 1
V. .84 6.23 by 6.10 5.76 hedd .54 3.88 2.9r 2.4} 1
Qaus $.89 6.21 LYY-X} 2,96 St 5,16 “e30 3,64 2.77 2.23 1
0.5 5.9 P19 baly D.8> Seue S.01 “.13 d.48 r-2%.77 2.11 1
(Y} .01 6.22 Bele .72 Sees 4441 3e93 3.31 2.50 2.01 1
0.8 6,28 fa37 6417 2e56 497 Gets 7 J.5% 2494 celr 174 1
1 6.56 f, 34 5.88 4499 4430 3078 2490 2,35 1.7] 1.35 1
l.25 6.00 Sebb beld “.26 Jebe delb 239 1e9y lewn l1.09 1
1.5 404 3.6 KL} 2.R8 2.47 2.16 1.65 1.33 96k 2759 1
La79 c.88 2,67 2elh celb ls76 Laebs lols «954 «69p 2543 1
e 2416 1499 lame X 1adl lete »H63 E-T1 500 «390 1
%] 1.36 l.24 1a13 auz BUZ 647 <924 420 <300 2236 1
3 .932 Ray o751 513 W5l5 chhk 0329 2261 2 185 o143 1
3.5 6,64 5.83 Sely 4.09 3.3y ZeHY éell lebt lelm 897 10
“ 4490 4.2 .60 cen? 2435 1.99 latets 1a13 <78R 2605 10
E 2.951 2o4l 2.U0 lebH l.27 teu7 IRLR] «593 sl ]} 316 10
10 Sele ETY 3.1y ¢e31 le8l Touy 1e03 2787 253k 407 100
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NEwlum

1

ArlluM ¢

wesei=E

CLsCI=leou

$eUy FUlssunts weTlus

PULSSUNES wallus

R YA
Llnot

PN ETY p/Ub STy
ceL/suit MULTIPLYING
FACTOR
v, 1 i
[ 1
U s e} EPR Y .09 {avy Toen aahn RFEH w52 EPENY 1
e ds MU EES T4 Aenl faml Totin by 5.15 4429 3.2 2.56 1
Uew Tl e Aokt ot buoi St wabib 3.85 2otk 2.28 1
[ Fell Aa00 sei bes? balis Sesa “al> 3239 2.49 147 i
Oao vadf nL.82 1a97 0.2 Sebr CR L 3081 3.10 c.27 1.80 i
Uso faed houe S.2Y “ehb CYSUE] 3,90 ZeT4 2ok .66 1.31 1
V) 3455 1.2 Jeul -1 2ol 1o41 Loao 1ol 2670 .690 i
1 34 2uln Le92 L.b2 1.4 1.70 <303 720 511 « 396 1
Y] 1abe 1.8 lecs Lede L850 o Tud -3-1.1 WB6b . 320 431 1
Lo 1.05 PEER WHce bR ahuY w7l . 3064 277 L « 155 i
1o7n 7.4b Aol D.26 w37 S PN 2209 222 1.76 l.25 <976 10
< Sebb w0l 1.95 KRt} Zenh 2ell l.52 1.20 B49 660 10
Zan EPY:44 2.0l Zecy Lebt 1,48 tale «BUb .633 T o345 10
3 240 1.04 JPRE .Ul Lnub 673 LaH0 W37 L2673 .203 10
ERN led9 Louy anve sbbn B-Y] s d5 09 2al bk . 130 1o
4 G .18 7.0l LY a3 3459 2a98 Zall 1.64 Lole 879 100
] ERE-11 “.ib 3a35> dend Levl Teor lell JHO0 -2 eusT 100
1v e 39 F.Ub wald 337 Fatil 2als Lot 113 772 L1 1000
M lum Ll M4 ERPIY FUlsSUMtS HeTIu= L4 37>
mMEULUM i LLsci=tais mUpsStery walius w2o7n
SENSTYY esoEnsETY
eLseib T.u 13 dev 3ol 4.t Saelr [ 10.0 15.0 CULU HULTIPLYING
-------------------------------------------- FACTOR
Vel ERY:1) lote L] Bty ne Yy Haln medl 7.73 6,68 2,77 1
Uee fattd H.ol Hend BehH naed Todz [P Senf Heb?2 1.8 i
Ues Betrl Al natd aalk Teod 643 EYRAY Gabtl .05 2.93 1
U3 dalb a9 He0f Tevy 7.30 LEL-L] SetS 4038 ERLT 2.17 1
Uas 5eHb IS At tent Tola il 2418 43¢ 4273 2.58 i
Vaubd Y le Rowb Aa2b 1an7 6.0 5.00 4.73 3.849 24HR 2428 1
UsS Yell My e Heds .15 bede 5450 426 3o48 €455 2.01 1
U6 LY Haoul Tebs 0.37 Sl 419 Je67 2497 2alf 1,69 1
Usd 4492 4,58 “elY ERS-11 3.Ub 2.61 2405 1.66 1.20 LGu5 1
1 3.18 2,95 2.0v ¢c3 1.89 1lené 1.23 »IHY S Th0 «555 1
lego 2.02 1.84 lebb 1.37 l.16 1.00 152 601 a420 « 334 1
1.5 1.39 1.25 lele 913 Y 66> L495 394 .28n 217 1
1.75 1.01 «B%0 T8l +633 =12 “u52 . 332 262 . 185 o143 1
z Tt 6,45 Sebl Hatel Jeba 3.09 2ot 1.76 l.23 » Gl 10
2.5 Lolts 3.70 3elo P-ET Y 1.90 1.65 1a18 Gla L6 34 485 10
3 2.86 2.33 la¥o 1auT 1.18 <9 <695 - . 370 .283 10
3.5 196 1.96 lec9 +960 .763 «633 T T «235 179 10
4 l.40 1.10 Y 661 TN wd2 302 232 199 <121 10
El 7.88 6.03 4.88 3.93 2.76 2.27 1.57 1.20 820 622 100
lu 12.2 8,82 6ol w82 3.7u 3.01 2.05 1.5% 1.08 191 1000
MEULIUM b3 CL/CT=3.00 PUISSUNTS RATIUS w375
MED UM 3 CLse1=2.00 PUOLISSONTS wATIu= 23333
DENSTTY 2/7UENSTTY
ca2L/Cle 1.0 1.2 dov ERY) 44U Se0 Tab 10.0 2.0 20.0 MULTIPLYIN
bt ———— FACTOW
0.1 Sa.bl 6,89 7.0b Rl B. 1Y PR He0l 7.99 b. Gk 6,09 1
Vel 1.61 Ha5U0 B.8U 8717 Ba.uS Baus 7.03 vall 4.9 409 1
) Ba6Y Ho b7 A.oc 4438 Tafa T.16 9.95 5.05 3e86 3.1l 1
U.3b He65 H4.86 Aall dall Toub bedh 5.63 4.5 do6n 2.8% 1
[ 8.72 A,al Aaof de0l 74343 bell Deuk “ab] 3,49 2.80 1
0,45 ERGK] Roda 4.00 7.90 Tela bau? 5420 4o 34 3.25 2459 1
Got 899 ERUY da0l 7.9 6.7y sau? 4479 3e9n 2,97 2.32 i
Vet Y27 HePl ey 6e93 San 5.2 4.03 J.27 2. 3R .87 1
Ueo 650 holl Senl 4.69 4oUk EP-T eaTl 219 1.59 1.25 1
i 4elS ENC-R 1.01 2.92 Loy 2s17 labs Ve3¢ 955 749 1
laes £s9Y 2ea7 2sid 1.78 1.51 1.42 <992 T97 574 LY 1
j -] lo76 1.60 1ans lody 1.0l «Bll ab92 521 <372 290 1
LefS le2% 1.1> lavs LB4g W17 N-T44 Pube 0364 «267% 2206 1
I <9713 «ROU . Joz “ole -P¥4 439 2323 2255 . 180 <139 1
Zeb ERL-13 5,00 4o 3l 337 cal> 2633 lat# 1.31 «912 2700 10
3 3081 3.7 ZabY dolS l.0t6 1449 .98y 769 «537 2007 10
4.5 2e63 2.13 l1alY 1o34 leus o897 NC-xTY s 90 «33R 257 10
“ 1.89 le51 o> .72Y o739 613 430 « 332 228 .173 10
El 0.8 Rod6 noae “ard 3eve 3ee3 de25 1.73 lolR 2895 100
lv 170 1.0% A L s0eY st 8l 295 o223 #1151} slla 100
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MEudum g CL/CT=1,00 RULSSUNTS AT (0= a7y
MED UM 23 CL/ACh=p,en FUlsSuNtS maljus L3769

vens LY 2/Z7DENSTTY |

{eurselt 1.0 lao Y] Il 4aU 5.0 7.5 10.0 15.0 2UaU  MULTIPLYING
----------------------------------------- FACTOR

Vel 53y hool T.ou L] 470 Hode b.o4 65.20 7.21 ©.38 1
Gee [T Had9 Helo nena Haoy Ael) T2t LR Sei7 “.29 1
ued 4037 LR} s8> Basb Towe 7,37 tals S.28 4006 3.28 1
Ued> a455 Hode Aals Sedd Tt} 7.02 S.81 449] 3.73 3.00

Ues cab ] Hode A7 ALy 7alets b ECR} 4.76 3.6} 2,91

[P HabY H.86 H.on Rty Teds 6,71 Sebts 4.61 3,069 2,80 1
Uso Bel] R, v H,09 fave Tols Houl 5.20 4,33 J.la 2.59 1
Ust well Haue A.5l laa0 baouy 2,75 4kl J.617 2.69 2.13 1
Uers 8426 l.83 tals S.46 S.ll Yot Jeul 2475 2.00 1,57 1
1 5.217 4.1 Gaut de7¢ 3.8 2.0 2411 1.71 le24 971 1
fees 3.25 P9y 2.1 it 1a9¢ Len8 1.27 l.02 <737 577 1
e 2420 2,00 IRLH Led0 l.e8 .1l «H35 670 s481 «375

A 1e59 1.46 1.30 l.07 TH0Y « 788 591 a2 «337 262 1
4 1.21 1.u6 97 +80u 6l s OHG «a36 0347 247 192 1
Ze Tety 6.22 PR “.53 3. 74 3.18 2.32 l.82 l.2R 983 10
E] w9z 4.l danl 217 2.6 [T 1.37 l1.07 Y «568 10
.o Jasl 2.82 2.3y l.d2 1as7 123 875 679 Y- 359 10
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We treat the Kapitza thermal boundary resistance Ry between a Debye solid and liquid
He in the temperature range 0.1 to 1 K, where the phonon transmission coefficient is
known to be highly anomalous. Using a continuum model, we consider the consequences
of a solid van der Waals layer of helium which is acoustically absorbing. Using values
of acoustic wave attenuation in the layer based on experiment, we are able to predict the
correct order of magnitude and temperature dependence of Ry for copper.

The anomalously high phonon transmission co-
efficient between liquid helium and solids has
been a well-known problem since its discovery by
Kapitza in 1941." Khalatnikov® proposed an acous-
tic mismatch model which in its simplest form
failed to predict the observed magnitude of the
effect.® In this Letter we propose a more general
macroscopic model based on acoustic mismatch
which successfully predicts the order of magni-
tude of the experimental results,

The Kapitza effect has been found to exist*® in
both liquid and solid *He and *He and even solid
H, and D, and it is now generally believed to be
characteristic of quantum systems. For simplic-
ity and brevity we restrict our discussion here to
the “classic” problem of the steady-state thermal
boundary resistance Ry for phonon transport be-
tween an isotropic ordinary Debye solid in con-
tact with a bath of liquid *He in the temperature
range 0.1 to 2 K. In this case classic acoustic
theory predicts the existence of a small critical
cone for total reflection in the heiium as a result
of the large difference in acoustic properties of
the two media. The small transmission coeffi-

cient for incidence within this cone explains the
high values of Ry predicted by the Khalatnikov
theory.

A first attempt to provide a mechanism for an
increased phonon transmission coefficient was
made by Challis, Dransfeld, and Wiltks (CDW!.°
who took into account the formation of a dense
layer of helium at the interface due to the van der
Waals attraction of helium atoms to the substrats
This layer acts as an acoustic matching unit
which leads to an increased transmission co
cient within the critical cone; this is, howe
quite insufficient in itself to resolve the discrep
ancy. More recently, other workers™ have con-
sidered the effects of a finite phonon lifetime in
the substrate, which led to an effective widening
of the critical cone. The two mechanisms have
been combined in a single calculation by Opsatl
and Pollack.® However a large body of evidencs'
suggests that substrate lifetime effects cannct
provide the sole basis for the correct explanation
for T =1 K and we do not consider them further
here,

The present model uses the existence of a
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dense layer as its starting point. For simplicity
we consider a model composed of two solid lay-
ers each 3-A thick at pressures of 30 and 260
atm; values of density and longitudinal and trans-
verse sound velocities for each layer were ob-
tained by using experimental results for bulk sol-
id at these pressures.!! As did previous work-
ers,®» we use a continuum model in that the van
der Waals layer is chosen as an elastic continuum
across which plane waves propagate from one
medium to the other,® mostly in the limit in
which the wavelength is larger than the layer
thickness,

The new and crucial point is that in the present
work we consider explicitly that the van der
Waals layer is an acoustically absorbing medium.
We can obtain an estimate of the attenuation con-
stant for 1-K thermal phonons in such a layer
from the work of Anderson and Sabisky'?; for
slightly thicker films this gives a mean free path
1~100 A at a frequency of about 60 GHz varying
approximately linearly with wavelength. The at-
tenuation is expected to be even greater for the
thin inhomogeneous layer considered here even
though it is solid. In any case, we treat the ab-
sorption constant v as a free parameter in the
calculation, of the order of the above value (v
~0.2 for an average wave in our film),*

The actual calculation (both of the acoustic
properties of the multilayered system and of the
heat flow) follows very closely the now standard
formalism for such problems which has been pre-
sented in great detail by Opsal and Pollack.® The
boundary conditions lead to a secular expression
which is solved by computer to determine the
wave amplitudes in the incident and substrate
media for a given incident wave in the liquid he-
lium at angle 6. The corresponding energy fluxes
are determined in the usual way, and for the sim-
ple and known case of no absorption in the film
we verify conservation of energy at angle 6, as
well as verifying an enhanced transmission with
respect to Khalatnikov of at most 3 or 4, as ob-
tained by previous workers.® We now include
absorption in the film by expressing the phonon
wave vector as k =k’ +2k” in the van der Waals
layer, with 2”=vk’. Wave amplitudes are again
calculated by computer and, following the astuce
of Peterson and Anderson’ in a similar problem,
we obtain by subtraction the energy flux in the
layer for incidence at angle #, Integration over
6 and w then gives the total heat flux absorbed in
the layer; and the crucial question now is to de-
termine what fraction 8 of this heat flux is sub-

sequently transmitted into the substrate, As the
calculation is macroscopic we are unable to treat
questions related to the frequency spectrum of
the re-emitted phonons in the layer (e.g., the
possibility of frequency conversion, etc.).

The determination of 8 is based entirely upon
acoustic mismatch.’® At each interface we deter-
mine an average transmission and reflection co-
efficient deduced from the calculated Ry for an
interface between the corresponding semi-infinite
media,®” We then consider that there are inco-
herent multiple reflections in the film, a hypoth-
esis that has been used successfully in similar
problems of transmission of thermal phonons
across thin foils or sandwiches.'™ This argu-
ment leads to the expression

B=34,(1+7)/1 =7 r,),

where 7, and ¢, are average reflection and trans-
mission coefficients at the layer-to-liquid inter-
face and r, and ¢, the corresponding entities at
the layer-to-substrate interface. 3 is typically
of the order of 107° in the cases of interest
here,® but this is quite sufficient to obtain agree-
ment with experiment as most of the energy flux
from the liquid comes from outside the critical
cone, . .

By adding the above heat flux @, to that @,
transmitted directly inside the cone we thus de-
termine RyT? for each value of 7. The results
are presented in the Fig. 1 for the case of copper
and compared with a representative selection of
available experimental values.®?° 1t is clear that
the basic Khalatnikov model as well as that with
a dense layer with v =0 are quite incapable of ex-
plaining the results, while the present model with
v in the range 0.1 to 0.5 reproduces the correct
general magnitude and temperature dependence.
For v=0.5and T=1K, we have §,/Q, ~30 which
illustrates the predominance of the present mech-
anism. For materials other than copper, a rep-
resentative comparison is made in Table I where
we see that aluminum'™ and quartz® can be satis-
factorily explained while the discrepancy is rath-
er bigger and perhaps significant for silicon.?*
Disagreement by a factor of 2 to 4 seems rather
typical for such high-8, materials (e.g. Ni and
Al,O,). Whether or not this disagreement is sig-
nificant will depend upon the outcome of a more
elaborate treatment of our model, and upon de-
tailed calculations on possible competing paral-
lel mechanisms.

It is easy to see the physical significance of
the additional heat flow calculated in the present
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FIG. 1. Calculated values of Ry7? vs T compared
with experimental results for copper: ---, Khalatni-

kov (term F,) from Ref. 2; curve A, dense layer with
v=0; curve B, dense layer with »=0.1; curve C,
dense layer with »=0.5; e, experiment (Ref, 20); a,
experiment (Ref. 19); +, experiment (Ref, 19),

model. The presence of absorption (imaginary &
vector) in the layer relaxes Snell’s law, permit-
ting absorption of the incident energy flux that en-
ters the layer by direct transmission. A conse-
quence is that, for v>0.1, we calculate a trans-
mission coefficient approximately independent of
angle. This agrees with an empirical suggestion
by Challis® concerning the dependence of the
transmission coefficient on the relative densities
and sound velocities. Physically it corresponds
to an “opening out” of the critical cone to most of
the incident half space.

In conclusion, the simple macroscopic model
presented here seems capable of predicting the
rough temperature dependence and the order of
magnitude for Ry of Cu~liquid *He. This model
is consistent with the idea of an anomalous trans-
mission for quantum systems, for which the high
compressibility leads to the formation of a dense
layer; the high attenuation in the layer may also
have a characteristic quantum origin, but this is
beyond the scope of the present analysis. The
model does not explain per se the Kapitza anom-

TABLE I Values of R¢7? calculated for aluminum,
quartz, and silicon at T=1.5 K compared to experiment
in watt-centimeter units,

Al 8i0, Si
Khalatnikov (F) * 1060 1300 3880
Solid layer with®
v=0 460 788 1490
Our theory with .
v=01 42.3 72 129
v=0.5 18.2 31 58
Experiment ~20°¢ ~209 ~24¢

“Ref, 2, and L. J, Challis and J, D. N. Cheeke, Proc.
Roy. Soc. London, Ser. A 304, 479 (1968).

“We include both longitudinal and transverse waves
in the layer.

“Ref, 17.

dRef. 6
°Ref. 21.

aly, but for the first time it does indicate the
lines along which a successful microscopic cal-
culation could be carried out.
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Abstract

Results of calculations of Kapitza resistance and phonon reflectivity are
presented for clean and dirty solid surfaces in contact with liquid helium.
We suppose the existence of a thin attenuating layer of absorbed solid
helium at the interface. It is shown that even 5 - 158 thick layers of
contamination can very significantly improve the phonon transmission near

1 - 2 K, and could also explain results for hydrogen, deuterium and neon.
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I INTRODUCTION

The explanation of the anomalous transmission of high frequency
phonons between ordinary solids and quantum media (primarily helium)
temainé a major problem of low temperature physics (1) . This is still
so despite the information obtained from the use of new techniques (heat
pulse (2) and tunnel junction (3) reflectivity, spin phonon spectrometry
(4) etc) in the high frequency ( f > 20 GHz) and high temperature
(T > 0,1K) range which interests us here. In particular it has been shown
for helium that the anomalous transmission may be associated with the
presence of the first few absorbed atomic layers (2) (3) and that the effect
is apparently characteristic of quantum systems (3He, H2, D2 and perhaps
Ne) (5) . The fastest change in phonon reflectivity with frequency has

been observed to be in the range 20 to 140 GHz for typical solids (4)

An examinatlon of the published data indicates that the results
in this temperature and/or frequency range depend on the state of the
substrate surface in a subtle way. Recent experiments using both steady
state (6)(7) and reflectivity (8) techniques in which efforts were made
to reduce both physical and chemical imperfections of the surface indicate
that the anomalous transmission is reduced for clean and perfect surfaces.
Also results at lower temperatures (T ~ 0,1K) on copper seem to be expli-

cable in terms of the condition of the solid surface (9

On the theoretical side there have been many microscopic models.
None of these has apparently been successful. We restrict our attention

here to a strictly macroscopic approach, first adopted by Khalatnikov
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in 1952 (10) in terms of partial transmission of phonons due to acoustic
mismatéh. Numerous modifications to this model have been quite encouraging.
The first of these was due to Challis, Dransfeld & Wilks (11), (C.D.W.);

on the ‘basis of an observed weak pressure dependence of the Kapitza Resis-
tance (RK = l/hK) in the range 0.5 - 2,0K, they proposed the existence

of a dense helium layer at the interface due to the Van der Waals (VDW)
attraction. This dense inhomogeneous layer of helium was seen to act as

an impedance matching layer, improving the classical transmission coeffi-
éient by a factor ~ 3-4 for T ~ 1 - 2K. Later Peterson and Anderson (12)
and Haug and Weiss (13) successfully explained RK measurements at lower
temperatures (0,1K < T < 0,5K) by including the attenuation of the evanes-
cent wave set up in the solid by helium phonons incident outside the
critical cone. Opsal and Pollack (14) combined the two previous mechanisms
in the hope of explaining the RK data for .T vl - 2K. While a reasonable
fit to selected data was obtained, we feel that this explanation must be
ruled out, for reasons given in detail in section II. Finally the present
authors (15) proposed a model based on attenuation in the helium film which
successfully predicted many of the experimental features. The essential
idea of this model is retained in the present work, although the detailed

approach is quite different.

The present paper is divided up as follows. In section 11 we
present a critique of the experimental evidence, which would seem to be
necessary due to the increasing complexity and ambiguity of the observed

phenomena. 1In section III we outline the approach adopted here as well
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as details of the model. The main predictions of the model (transmission
coefficient as a function of mode, incidence angle, frequency, surface condi-
tion and quanticity) are given in section IV and comparison with experiment

is made where possible. The conclusions are summarised in V.

ITI EXPERIMENT: CRITIQUE OF AVAILABLE DATA

Generally one can say that the surface preparation is certainly
important over the whole temperature range, except perhaps for T - 0.
The situation seems most confusing in the range 1 - 2K, and from now on
we concentrate mainly on this range. For some time, it has been well
known (16) (17) that the experimental results were notoriously
unreproducible and a typical disagreement with Khalatnikov of
about 50 to 100 was obtained. 1In principle the anomalously high values
of hK could be due to both physical and chemical imperfections. Physical
defects (roughness, dislocations etc.) would decrease the phonon lifetime
and hence RK in the manner described previously (12) (13) . "Chemical"
contamination would lead to the formation of acoustic matching units as
described in the present work. For extreme imperfection of both types
an increase in RK could and indeed has been observed (18) (19) due to a

large thermal resistance correction for the steady state technique. Such

cases can usually be identified and easily avoided if desired.

We consider first the case of physical deformation. We believe

that this is not the primary cause of the anomalous transmission in the
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1 - 2K range for the following reasons;

a) A number of RK measurements have been made on polished
sapphire surfaces between helium on one hand and indium on the other.
As sapbhire is extremely hard and the polishing techniques standard, the

surfaces involved must all be very similar. Numerical calculation shows

4

that if we are to explain the anomalous h for AL, O He by surface

K 2°3

attenuation, this would imply a disagreement between experiment and the
‘acoustic mismatch value of hK for AQZO3 - Indium by a factor of 12.
However independent steady state (20) and heat pulse (21) experiments
have established that the AJLZO3 -~ In data can be explained by standard

acoustic mismatch theory without surface attenuation.

b) A series of steady state R, measurements in a copper cell

K
on 3He, 4He, H D and Ne showed a disagreement by a factor of ~ 80

2 72

with the Khalatnikov model for 4He (5). It would require excessive values
of attenuation to bring about agreement with theory, but even if this were
possible, it would imply a disagreement by a factor ~ 5 for Cu-Ne.

However the latter results are in agreement with the basic Khalatnikov

model to 207.

c) Careful experiments to look for a significant increase in
hK due to surface damage have been made independently for Fe, Co, Ni (22)
and for Cu (7 ) . The resuits ﬁere negative in all cases. Very recently
(23) careful work on electropolished copper would seem to indicate a

small contribution due to dislocations, but the remaining disagreement with

theory is very much larger.
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Finally points (a) and (b) would also seem to eliminate surface
roughnéss (24) as it is essentially equivalent to an attenuation model in
the limit of large roughness. Hence in what follows we will not consider

further effects due either to dislocations or to roughness.

In contrast, it is now known that even monolayers of surface
contimanation (either chemi - or physi - sorbed) may have a significant

and systematic effect.

a) Van der Sluijs and coworkers (7 ) have observed a systematic

decrease in hK with pumping time for a same copper surface.

b) Anderson and Sabisky ( 4) found an increase in transmission

due to accidental deposition of pump oil on the surface.

c) Weber et al ( 8) observed a systematic and significant increase
in the reflectivity at 290 GHz after cleaving crystals of LiF and NaF under

liquid helium or in ultravacuum (UHV) at helium temperatures.

d) Snyder (6 ) prepared a copper surface in UHV at room tempe—

rature and found that RK was sensitive to monolayer contamination.

e) Solecki and Veran (25) have observed highly unreproducible
heat pulse reflectivity between 3He and Silicon. The crystals were all
polished in a similar manner but differed in surface treatment. For transver—
se phonons, reflectivities of 0,3, 0,6 and 0,9 under nominally identical

conditions were observed.
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Thus the conclusion here, based on available experimental results,
is that even monolayer contamination may be important. This being the éase
we will then compare calculations for the clean surface only with surfaces
prepared under liquid helium or in UHV. For typical "dirty'" surfaces we
will suppose the existence of a thin layer of contamination as explained

in section III.

There is very little daﬁa in the literature that one can use
‘with confidence to compare with the clean surface phonon transmission
calculations. The work on metals (26) (19) was motivated by a search
for an electron tunnelling mechanism, and extraction of the phonon term
cannot be made due to possible competing effects of surface damage and
subsequent surface contamination upon annealing. Probably the most usable
metal surface results available are those of Snyder for copper prepared

under UHV, but even here monolayer contamination is likely.

A small amount of data is available for insulators cleaved
in liquid helium; we assume, without proof, that effects associated
with mechanical damage are small here. Johnson cleaved KCL in superfluid
helium (27) and obtained a conductance significantly ( ~v x 15 - 30)
larger than the Khalatnikov value . Similar work was done by Weber et al
for LiF and NaF by reflectivity measurements,and a comparable disagreement,
with Khalatnikov is deduced. Finally Anderson and Sabisky (4 ) heated
a SrF2 crystal to 180K in a 4K environnement to remove physisorbed

layers and found no spectacular change in the general form of the reflec-

tivity, as a function of frequency over the 20 - 200 GHz range. This
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result may or may not be significant as the character of the contamination

is unknown.

III CALCULATIONS

For the clean surface we use the model already proposed (15),
whereby the enhanced heat transfer is seen as being due to acoustic attenua-
tion in the thin inhomogeneous layer of solid helium obserbed at the inter-—
face., Viewed from the liquid this corresponds to an effective widening
of the critical cone in the helium. 1In the previous treatment we consi-
dered incidence from the liquid in the usual way' (l4) integrating over
all incidence angles and frequencies and then summing the directly transmit-
ted heat flux and that dissipated in the film and retransmitted into the

solid, to obtain finally h This approach has the advantage that it

K
permits a direct comparison with the basic Khalatniknov model and the
modified version due to surface attenuation (12) (13) (14) . However
there are two disadvantages to this approach. Firstly the transmission
factor B for the heat flux re-emitted from the film is in principle
determined by acoustic mismatch, but in practise, even for a simplified
model, it seems very difficult to determine with precision. Secondly we
would like to compare calculations with reflectivity data as a function
of mode, incidence,angle and frequency, and this cannot be done via that
approach. For these reasons we base our present work on incldence from
the substrate side of the boundary, where both of these limitations are

removed. In addition we are able to determine the effects of thin conta-

minating layers on the surface in a much more direct way.
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For the clean surface we suppose the existence of either one or
two layers of absorbed solid helium at the interface, depending on the
estimated values of the Van der Waals (VDW) potential (28) . The appro-
priate density and sound velocities for each layer were estimated from the
calculated mean pressure in the layer using bulk data; all of these calcu-
lations are now standard (14) (15) and will not be repeated here.
Following (15) we use the attenuation parameter in the layer v as an
ajustable parameter, and experimenf suggests that v v 0,2 is an appropriate
‘value in the 1 - 2K range. Here the phonon wave vector in the film is

T =%+ ik" and k' = vk'.

A calculation of the transmission coefficient involves conside-
ring incidence of a given plane wave mode (Q,tl or t2) at angle g and
frequency w in the solid. Reflected wave fields in the solid and those
transmitted in the layer and the liquid are defined in the usual way (14).
We note that in all cases the phonon vectors in the solid and the fluid
are real so that the possible contribution of evanescent waves in either
medium is excluded from the calculation. It is a straightforward matter
to calculate the transmitted energy flux for a given incidence, while
that absorbed in the layer for a given value of v is deduced by substrac-
tion of the reflected and transmitted fluxes from that incident. We make
the simplifying assumption that the total incoherent energy flux trapped
in the film is transmitted to the liquid; from the point of view of
acoustic mismatch this is a good approximation (to about 10_3) for all

the cases treated here, and corresponds to neglecting backscattering
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from the film into the solid. 1In this way we obtain directly curves of

the transmission coefficient for each mode in the solid as a function of

O and w . The Kapitza resistance RK corresponding to this transmission-
absorption mechanism of bulk modes is readily obtained by integration over

6 and w and summing the contributions of the three modes.

For a "dirty" surface covered with several layers of contami-
nation, we have chosen to represent the latter by a variable number of
monolayers. There are many likely contaminant materials: water, grease,
acetone etc. Preferential condensation during cooldown and tﬁe use of
distilled water in electropolishing solutions, final surface rinses  etc.
would suggest water as an obvious candidate for typical contamination.

The particular choice of ice is of course somewhat arbitrary, but it does give
an indication of the result expected for thin layers of a contaminant with
properties intermediate between those of typical substrates and liquid and
solid helium. We suppose the layer of contaminant to be covered by one

or two layers of solid helium; the choice is uncertain due to a lack of
knowledge of the VDW constants of ice, but in any case the results are
relatively insensitive to this choice. The ice layer has been chosen non
attenuating in the lack of any information on the subject and also because
inclusion of dissipation would lead us to the same type of uncertainty

in the calculation previously mentionned in connection with the parameter
B in (15) . An alternative and equally plausible approach would be to
replace the contaminant layer plus attenuating dense helium layer by some

sort of thick, wavy dissipative "sponge'" of intermediate properties (29),
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but we believe that the results would be qualitatively the same as those

obtained here.

IV RESULTS AND COMPARISON WITH EXPERIMENT

1, Transmission ~ Angular Variation-Clean Surface

In this section we look at the energy transmission coefficient
frequency, chosen as 290 GHz so as'to permit a comparison with recent expe-
.rimental results (8). 1In the case of interest where the helium layer is
strongly attenuating, the sharp resonances characteristic of ghe transmis-
sion for a non-absorbing film as a function of frequency seen in figs.

(4) to (7) are smeared out, so that the curves shown here are quite typical
for the high frequency régime (above 100 GHz). The results for LiF with

an appropriately chosen solid layer are given in figs (1) (2) and (3).

The detailed behaviour of these curves can be understood in terms of
general principles of impedance matching and mode conversion. Incident
modes from the solid will set up displacements normal and tangential to
the surface in the layer. 1In the absence of absorption the normal compo-
nent is well coupled to the liquid while the tangential component is not
transmitted at all. Then the effect of absorption in the film 1s to
reduce the transmission of the normal component (set up mainly by & at
normal incidence or tl at large incidence angles). The tangential compo-

nent will be absorbed for increasing v and thus coupled to the liquid

(t

normal incidence, & at large incidence angle, t, at all §).

1 2



-84-

These .considerations explain most of the features of the curves. We note
that the results for 6 n 0° will be useful in interpreting reflectivity

experiments, while the behaviour at 6 ~ 45° 4is more appropriate to the

determination of RK .

These results can be used to compare with reflectivity experiments
on clean surfaces. For the reflectivity R we use R =1 - g for each mode.
Comparing the results of Weber et al (8) figs (1) and (2), in fig (1) their
first pulse corresponds to t2 at normal incidence. We have g ~n 1.5 - 27
as opposed to a v 3% for the second peak (tl at‘ZOO), compared to the
experimental values of < 17 and 67 respectively. Referring to their
fig (2) , we see that the observed transmission is about the same for [}
and degenerate t modes at normal incidence; for v ~ 0,2 we find ) ~ 5%,
o, " 47. Thus it would seem that at least the major trends of the experi—‘
mental results are correctly predicted, despite the simplifications used
in the model. For the dirty surface the experimental results have been

found to be quite unreproducible and it seems pointless to attempt detailed

comparisons.

2. Transmission - Frequency dependence - clean and dirty surfaces

This is probably the most direct and interesting type of curve
to use to characterise the anomalous transmission. It should be noted that

the mode t2 is not transmitted at all in a model with v = 0, so this
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mode is expected to play a major role in the extra "anomalous'" transmission.
We also emphasise that the resonances seen in the figures are of type A/4
for either ice or helium layers and in real life these would almost certainly
be smoothed out for all but the most perfect surfaces, and this is assumed

in the'discussion. Finally the dirty surface has been represented as one

with 15 R of ice which would seem to be a realistic contamination thickness. .

For the clean surface transmission curves the effects of attenuation
.are seen to correspond to the conclusions of §1 at all frequencies; this

is seen dramatically for t. and t

1 5 s where it is clear that we can only

obtain an anomalous transmission by including dissipation in the film.

For all modes a 15 & ice layer has no effect for frequencies
inferior to 150 GHz which is expected as we are far from the XA/4 resonance
at 250 - 300 GHz. This could explain the results of Anderson and Sabisky
in SrF2 - Likewise their observation of pump o1l effects at these frequen-
cies would suggest that these films were rather thicker than the usual
residual layer of contamination. As this type of experiment is sensitive
to the same phonons as RK (transverse at 45°) but is frequency selective,
we conclude that the observed rapid frequency dependence is due to t2.
In the high frequency region ( ~ 300 GHz) for either a clean or a dirty
surface, it is clear that the anomalous transmission can only be explained
by dissipation in the layers. Finally we note that at these frequencics

ice increases the transmission for g and t by an order of magnitude

2
while £ is only moderately affected, and this is again in good agreement

with reflectivity measurements on dirty surfaces, where one usually finds

RQ vl
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3. Kapitza Resistance

One can in principle determine the contributions of different
modes and the importance of various parameters by detailed inspection of
figuresl(l) to (7). However this is a tedious business and suffice it
to say that the & mode can be neglected due to the small density of
states, the behaviour of t is highly complicated and finally that

1

the inclusion of t, due to attenuation in the layer is the most impor-
tant single effect. In what follows we have integrated the transmitted
energy over 6 and w to obtain RKT3 vs T to compare with experiment.
Generally we note that the curves saturate at low temperatures around

0,1 to 0,3K and the biggest deviation from a simple Khalatnikov model

occurs between 1 and 2K.

We compare experiment first with the only chemically clean results
available, those of Johnson for K€% (27) shown in fig (8).For v © 0,2 we
obtain agreement to within a factor of two. A 5 2 dense layer at 100
atmospheres pressure has been assumed in the calculation, reflecting the
relativity small VDW constant expected for this case (28); using a
thicker two layer structure as for figs (4) to (7) doesn't significantly
improve the agreement (Vv 10% variation). In view of the paucity of expe-
rimental data and the many hypotheses made in the calculation (to be discus-
sed later), we feel that agreement to within a factor of two is a very

encouraging result.
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Comparison of theory and experiment for the case where we expect
only a few monolayers of contamination can best be made for the case of
copper, shown in figs (9) and (10). Experimentally the results of Snyder
(6) and.Van der Sluijs et al (23) are consistent and will be taken as repre-
sentative of such a surface, which we assume has a negligeable concentration
of dislocations. Again agreement between the model and experiment is verv
encouraging and order of magnitude agreement is obtained if we assume the
presence of about 15 R of HZO' Thére is not enough available experimental

data to come to any clear conclusions regarding the temperature dependence.

Finally it is interesting to consider the implications of quantum
effects on this work, which can be done most fruitfully by comparing with the
experimental results of Anderson et al (5). It is in the spirit of our model
that quantum effects are manifested primarily by the enhanced compressibility
of the medium, leading to the creation of a dense attenuating layer at the
interface; the resulting anomalous phonon transmission is then further
increased due to the existence of thin contaminating layers of impureties.

As all reported experiments so far have been done on slightly contaminated
surfaces, and as the effects associated with the dense layer are expected
to be much smaller for quantum systems other than 3He or 4He, it is impor-
tant to verify that the anomalous transmission observed for HZ’ D2 and

Ne 1is compatible with the presence of a thin layer of contamination.

This is done in Table (1) where we have assumed the existence of a 15 b
layer of HZO on the copper surface. It is seen that theory and experiment
are quite compatible; for HZ and D2 we are unable to reproduce the

observed temperature dependence but the disagreement is small and perhaps

not significant. 1In fact, examination of fig (10) and some unpublished
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curves lead us to the conclusion that this disagreement could be removed
if the-contaminating layer was rather thicker than 15 & or slightly

attenuating,

Thus it is quite possible that the anomalous transmission observed
for quantum systems other than helium could be ascribed mainly to improved
impedance matching by contamination. Experiments on freshly cleaved surfaces

are needed to confirm this point.

IV DISCUSSION AND CONCLUSION

It is in order to emphasise that many hypotheses have been made
both explicitly and implicitly in our treatment and so we really cannot
justify looking for anything better than rough agreement for both magnitude

and T dependence of RK . Some of these assumptions are:

1) Plane wave continuum approach which must certainly be question-
ned for monolayer thicknesses, although this can be justified for solid

helium if the correct densities and sound velocities are used (15).

2) Homogeneous and isotropic medium. The homogeneity will be
upset by surface imperfections and deviations from isotropy lead to phonon
focussing, group velocity corrections which may well be far from minor,

especially of course for the reflectivity at given 6 and w.

3) Concerning comparison with experiment, v will generally be a
frequency, temperature and perhaps even sample dependent parameter. It
will basically depend on the microscopic excitation spectrum of the layer

and this is as yet a subject very much in its infancy.
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4) The nature of the contaminating layer is quite open. It

could of course be acoustically attenuating and also composed of mole-
cules (organic) larger than HZO. Both of these effects would increase
the heat flow, as compared to ocur calculation, for a given number of mono-

layers. In short we have taken what we feel is a conservative approcah

in order to show that contamination effects are really important.

5) The surface wave contribution has not been included here.
For the case of small dissipative effects (residual surface roughness
and dislocations, conduction electron attenuation) this term sﬁould be
of the order of magnitude of that calculated by Khalatnikov (10), which
would reduce RK by about 10% in our case. TIn addition, we estimate
that attenuation of Rayleigh and Love waves in the dense helium layer would
lead to at most a further 57% reduction in RK(BO). We have not calculated
these effects in detail as the above considerétions plus the reasonable
agreement with experiment obtained in this work would suggest that the
surface wave term is secondary in the present context. Of course for a
solid surface that is highly attenuating this term could become important

and even dominant at lower temperatures, as has apparently been observed 9).

A final point is that the saturation temperatures at which RK
approaches the Khalatnikov value are rather higher here than these calcu-
lated for the case of incidence from the liquid considered previously (15).

We feel that this is mainly due to uncertainty in the parameter 8§ as men-

tionned there; the value of B depends critically upon the assumptions
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made on the multiple reflections in the layer and could well be frequency
dependént in consequence (31). Thus while B 1is uniquely determined iﬁ
principle for the calculation with incidence from the liquid, in fact
this is impracticable, and we regard the present treatment as being quanti-

tatively correct, within the reserves given above.

In conclusion the present work shows that thin layers of contami-
nation can have an important effect on RK’ in agreement with experiment.
We believe that the main features of all experiments can be explained
by an essentially classical treatment of a layered system, which in turn
owes 1ts existence to important quantum effects in liquid and solid helium.
Finally as the reflectivity coefficients appropriate to ideal surfaces are
approaching unity, it may be that in future work on such surfaces, low
temperature phonon transmission experiments or RK measurements over the

whole temperature range will be more fruitful than reflectivity studies.

ACKNOWLEDGEMENT

This work was partially supported by the France-Québec exchange
programme, the Groupe de recherches sur les semiconducteurs et les diélec—
triques and the National Research Council of Canada. We would like to
thank Drs. H.J. Maris and J.C.A. Van der Sluijs for preprints before
publication. One of us (H.E.) wishes to thank the Dé&partement de physique,

Université de Sherbrooke for their hospitality.



=g ]~

REFERENCES

1) L.J. Challis, J. Phys. C 7, 481 (1974)

2) C.J. Guo and H.J. Maris, Phys. Rev. AlO0, 960 (1974)

2) W. Dietsche and H. Kinder, J. Low Temp. Phys.23, 27 (1976).

4) E.S. Sabisky and C.H. Anderson, Solid State Comm. 17, 1095 (1975).
5) C.L. Reynolds and A.C. Anderson, Phys. Rev. B 15, 5466 (1977).

6) N.S. Snyder, J. Low Temp. Phys. 22, 257 (1976).

7) J.C.A. Van der Sluijs and A.E. Al Naimi, Cryogenics 16, 161 (1976).

8) J. Weber, W. Sandmann, W. Dietsche and H. Kinder, Phys. Rev. Letters

40, 1469 (1978).
9) A.C. Anderson and W.L. Johnson, J. Low Temp. Phys. 7, 1 (1972).

10) I1.M. Khalatnikov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 22, 687, (1952) and Introduc-—

tion to the theory of superfluidity, Benjamin, New York, 1965.

11) L.J. Challis, K. Dransfeld and J. Wilks, Proc. Ray. Soc. London

Ser A 260 , 31, (1961).
12) R.E. Peterson and A.C. Anderson, J. Low Temp. Phys. 1, 639 (1973).

13) H. Haug and K. Weiss, Phys. Lett. A40, 19 (1972).



14)
15)
16)
17)
183
19)
20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

J.L.

D.A.

=92

Opsal and G.L. Pollack, Phys. Rev. A3, 2227 (1974).

. Cheeke and H. Ettinger, Phys. Rev. Letters 37, 1625 (1976) .

. Pollack, Rev. Mod. Phys. 41, 48 (1969).

Snyder, Cryogenics 10, 89 (1970).

Challis, Proc. Phys. Soc. 80, 759 (1962),

.N. Cheeke, Cryogenics 10, 463 (1970).

Neeper and J.R. Dillinger, Phys. Rev. 135, A 1028 (1964).

-N. Cheeke, B. Hebral and C. Martincn, J. Phys. (Paris) 34,

257 (1973).

.N. Cheeke, B. Hébral and J. Richard, J. Low Temp. Phys. 12,

353 (1973).

- Rawlings and J.C.A. Van der Sluijs, J. Low Temp. Phys.

(to be published).

. Adamenko and I.M. Fuks, Sov. Phys. JETP 32, 1123 (1971).

Solecki and J.L. Veran,private communication and J.L. Veran,

Thése de 3e cycle, Université de Grenoble (unpublished) 1977.

. Johnson and W.A. Little, Phys. Rev. 130, 596 (1963).

Johnson, Bull. of the American Physical Society 9, 713 (1964)



=93

28) E.S. Sabisky and C.H. Anderson, Phys. Rev. A 7, 790 (1973).
29) H.J. Maris, Phys. Rev. B (to be published).
30) H. Ettinger,Thése , Université de Grenoble 1979 (unpublished)

31) We define (ro, to) and (r'o, t'O) the amplitude reflection and trans-
mission coefficients at normal inerdence at the layer /liquid and
layer / solid respectively and (RO, TO) (R'O, T' ) the same quantities

' o
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no interference we find B n =2~ | 0On the other hand
max 2 1 - RO)

for long mean free puth and multiple interference we have 8 min

T'O(l RO) /|1 - ror'o i¢’2 ’ ¢ being the round trip phase change.

The ratio of the two could be as large as 5 or 10. Bmax is more

likely to be applicable to the high temperature régime (1 - 2K) and

Bmin progressively more appropriate at lower temperatures. An esti-
mate of RK based on electromagnetic tﬁeory (R. Guermeur and C. Jacolin,
Jour. Low Temp. Phys. 28, 369, 1977) similar to the approach adopted

in the present work also enables a direct calculation of B8 to be

avoided.
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LEGENDS TO FIGURES

o, (8) for a LiF/5 2

Solid 4He at 100 atm/liq,AHe interface

at 290 GHz. The damping parameter v varies from 0O to 0,5.

a,,(8) for a LiF/5 2

t1
at 290 GHz.
(8) for a LiF/s &

S0

at 290 GHz.

£

solid 4He at 100 atm/liq. aHe interface

solid 4He

sol “He at 400 atm/3,5 & solid

at 100 atm/liq‘AHe interface

o, as a function of frequency for a A22O3/15 2 ice/3,5 R

4He at 40 atm/liq.AHe interface.

a .y as a function of frequency at 5° incidence for a AR,OB/IS 1

2

ice /3,5 2 sol. 4He at 400 atm/3,5 R solid 4He at 40 atm/Liq.qu

interface.

atl as a function of

15 8 ice /3,5 % sol.

atm/liq.AHe interface.

a as a function of
t2

15 R ice /3,5 % sol.

frequency

4He at 400

frequency

4He at 400

at 45° incidence for a AQZOB/

atm/3,5 & sol. 4Ile at

at s5° incidence for a AQZOB/

4
atm /3,5 R sol. ‘e at

40 atm/liq.4He interface. o 2 has almost the same values for

 varying from 0° to

t
45°.
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Fig. (8) RKT3 vs T for a perfectly clean KC2 surface. Experiment
is from reference (27) and the theoretical curves are calculated

for a KC2/5 & sol. “He at 100 atm/liq.l‘ﬂe interface.

Fig. (9) RKT3 for copper as a function of HZO layer thickness at
different temperatures. The curves were calculated for a

copper / ice /3,5 2 solid 4He at 400 atm/3,5 & solid 4He at

40 atm/liq_aHe interface.

Fig. (10) RKT3 for copper as a function of temperature for different
thicknesses of HZO in 8. The curves were calculated for a

, 2 L 4 { 4
copper /ice /3,5 A solid 'He at 400 atm/3,5 A solid He at

40 atm/liq,aHe interface. The experimental points are from

reference (6).



-96-

LEGENDS TO TABLES

Comparison of calculations of RK for a copper surface
with 158 of ice and HZ’ D2 and Ne. The experimental

values are from reference (5).

Numerical values of parameters used in the calculations.
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TABLE 1
Interface Temperature dependance RK,Khalatnikov/RK
of RK T3 at T =2 K
This work Exp. This work Exp.
ca/u, rt-8 n T° 3.8 3.9 - 5.9
Cu/D, 7126 v 2.9 34+0.1
Cu/Ne 77921 N 1.25 1.2 = 0.1
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TABLE 2

Material o(g/cmB) c(km/s) b (km/s)
*He (liquid) 0.145 0.24 .
4He. (40atm) 0.2 0.54 .27
e (100 atm) 0.24 0.7 .35
Z’He(c'oOO atm) 0.3 1.1 .6
Ice 0.94 3.8 .7
LiF 2.65 7.2 .1
KCS 2 4.09 .31
A!LZO3 3.9 11.0 .04
Cu 9.0 4.8 L4
H2 (4K) 0.0882 1.95 .15
D2(4K) 0.2 1.78

Ne (4K) 1.507 1.13 6133
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ANALYSE D'UN MODELE D'ECHOS DE POLARISATION POUR UNE POUDRE
PIEZOELECTRIQUE
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INTRODUCTION

Les échos de polarisation que nous allons considérer
appartiennent 3 une famille de phénoménes dont les caractéristiques
sont les suivantes : un &chantillon est soumis & une premiére impul-
sion d'un champ haute fréquence (qui dure typiquement une dizaine de
périodes). Un temps T aprés, il est soumis & une deuxidme impulsiom
analogue. Un temps T aprés, 1'échantillon émet spontanément, 3 la
fréquence du champ excitateur une impulsion usuellement appelé e, et
que nous nommerons &cho direct. Cet effet a d'abord été observé pour
un systéme de spins nucléaires, soumis & un champ magnétique, vers
1950.

La théorie quantique du phénoméne est assez simple et
montre que la deuxi®me impulsion joue, en quelque sorte, le réle
d'inverser le temps. Les spins qui &taient excités en phase par la
premiére impulsion, se sont déphasés pendant le temps T. La deuxiéme
impulsion "renversant le temps" fera que ces spins seront de nouveau
en phase au temps 2T, et par suite il y aura émission d'un signal
notable.

Depuis lors, des &chos analogues ont été observés dans
des plasmas, ou avec des photons ou des phonons, dans des milieux
monocristallins ou en poudre. Dans tous ces cas, le phénoméne a &té
associé 3 une non-linéarité des &quations du milieu en présence du
champ excitateur. Quelque soit le processus "yibratoire" excité par
le champ, il relaxe,d'une maniére plus ou moins compliquée, mais il
est évident que si T est grand par rapport au temps de relaxation
T,, toute "mémoire" de la premi&re impulsion est alors perdue, on
ne peut avoir d'écho.

Un processus qualitativement nouveau peut gtre mis en
évidence quand on soumet une poudre piézoélectrique & 2 impulsions de
champ &lectrique d'une fréquence voisine de la fréquence propre de
vibrations des grainms.

Aprés avoir envoyé les deux impulsions (et avoir obtenu
1'écho ez), on attend maintenant un temps tr&s long par rapport a Tj.
T, est de 1'ordre de quelques dizaines de microsecondes. Dans certains
cas, on a pu attendre plusieurs jours. Alors, une impulsion analogue
aux précédentes génére un &cho ey un temps T plus tard. Cela signifie
donc que l'intervalle de temps T a Eté "inscrit" dans la poudre d'une

mani&re stable. Nous appellerons e, écho de mémoire.
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Il est naturellement nécessaire de faire appel & un
processus d'un type différent qu'une relation de phase entre grains
vibrants, pour expliquer ej. Il est donc tentant de chercher & expliquer
les deux échos e, et e, par le mémebprocessus.

‘ En fait, comme pour beaucoup de mesures associfes 3 des
temps de relaxation aussi petits, 1'expérience réalisée est en général
un peu plus compliquée : plutdt que d'envoyer uniquemeﬁt 2 impulsions,
on envoie des trains de deux impulsioms, séparés par un temps grand
devant TZ’ mais humainement petit (quelques millisecondes, typiquement)
et 1'appareillage électronique de mesure détermine 1'écho par échantil-
lonage du signal émié par la poudre. On vérifie alors aisément que
1'amplitude de e, est une fonction croissante du nombre de cycles
d""écriture". L'amplitude ey aussi, car,pour des impulsions identiques,
elle est pratiquement &gale & celle de e, Réciproquement, si on "1lit"
l'échantillon un grand nombre de fois, sans écriture intermédiaire,
eq diminue et tend & disparaitre. D'autre part, des mesures effec-
tuées avec de l'électronique plus sensible, susceptible de mesurer
1'écho e, aprés une seule "écriture’, ne mettent pas en svidence e,

Ce qui renforce 1'idée que la mémorisation est un effet cumulatif.

Un modéle simple a &té proposé pour expliquer la rémanence de
eqs qui doit 8tre inscrite de maniére mécanique(staéle ou métastable)
dans la poudre. Melcher et Shiren ont supposé que les grains pi&zo&lec-
triques, qui vibraient sous l'effet du champ électrique excitateur, ‘
tournaient aussi, sous 1'effet du couple créé par ce méme champ agissant
sur le moment &lectrique oscillant du grain (surtout pendant la deuxiéme
impulsion).

Cette rotation avait tendance 3 orienter 1'axe principal du
grain soit vers le champ, soit perpendiculairement & celui-ci selon que
le champ et le moment &taient en phase ou non. Or cette relation de
phase est déterminée par la fréquence propre du grain, et par le temps
pendant lequel ce grain a vibré librement, c'est-a-dire entre deux
impulsions. On assiste donc & une réorganisation des orientations des
grains, réorganisation d'autant plus compléte que le nombre de cycles
de. deux impulsions est grand (dans ce moddle, les rotations pour deux
impulsions sont d'une fraction de degré). C'est ce "spectre' de grains,
quand il est excité par une impulsion, longtemps aprés, qui pourrait

générer 1'écho es.
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Nous avons développé les calculs relatifs A ce modéle, en
gardant les hypothéses simplificatrices de base : essentiellement,
assimiler chaque grain a un moment électrique oscillant & une fréquence
propre, bien déterminée, et selon une direction rigidement lige au
grain. Beaucoup de résultats cemblent confirmer la plausibilité de ce
modéle, sauf une expérience simple : si le champ excitateur de la
3e impulsion n'est pas dirigé dans la méme direction que pour 1'"écri-
ture', mais fait un angle 6 avec celle-ci, le modéle considéré prévoit
une dépendance de 1'amplitude de 1'écho en ‘cosoe - EEEE—‘, alors que
1'expérience montre une dépendance en cos 6 et en particulier plus
d'écho si 6 = 90°. Il nous parait un probléme encore ouvert de savoir
si cela suffit & éliminer ce mod&le-qui a 1'intérét d4'8tre physiquement
frés simple- ou s'il faudrait rechercher des raffinements, en particu-
jier au niveau du modé&le de chague grain.Il est évident, par exemple,
qu'avoir un seul axe piézoélectrique rigidement 1ié au grain est une
simplification dont il est difficile de juger de la portée. Récipro-
quement, le comportement réel d'un grain est probablement trop compli-
qué pour 8tre exploité directement, méme en lui supposant une forme
géométrique simple, la piézoélectricité supposant une anisotropie

notable du cristal.
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Deux publications sont présentées i 1'appui de ce travail
P P PP

- Orientation dependence of the memory echo in piezoelectric powders,
D. CHEEKE, A.A. LAWATL et H, ETTINGER,
Solid State Comm. 25, pages 289,291 (1978).

- Aspects théoriques des é&chos de polarisation pour une poudre pi&zo-
électrique,
H. ETTINGER, A.A. LAKHANT et D. CHEEKE,
' C.J.P. 56, 7, pages 865-71 (1978).
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Observation of two pulse and memory echos in TeOp powder is reported. An
electric field rotation experiment on the reading pulse gives a cos?e de-

pendence of the echo amplitude.

This is in apparent disagreement with

the predictions of the orientation model.

The echo phenomenon, the coherent reemis~
sion by a nonlinear system after absorption of
two applied RF pulses, was first observed for
nuclear spinsl. Since then, the effect has been
observed in plasmas2’3, photons“, phonons>,
magnetic, metallic and superconducting powders6
ete. A particularly interesting case, that which
concerns us here, 1s that of polarisation echos
in a piezoelectric powder, where long memory ti-
mes of the order of days or weeks have been
observed. An explanation for this observation
has been proposed recently in the form of an
orientation model for the piezoelectric grains
In this letter, we present results which provide
a direct experimental test of this orientation
model. We also give a simple phase space des-
cription of the echo formation which gives a
more clear physical basis to the recent models’ 8
as well as making contact with older and more
general treatments?s3:5. The experiments were
carried out on paratellurite (TeO3), a material
which has particularly interesting acoustical
and optical properties and which had not pre-
viously been studied by the polarisation echo
technique.

The experiments were done On laboratory
grade TeO, powder with an estimated mean grain
size d 50u. The powder was placed between the
plates of a condenser to which radio frequency
pulses (width 1-5 usecs, RF power 1 - 2 kwatts)
in the range 10 - 100 MHz were applied by use
of a MATEC 6600 ultrasonic system and a model 70
matching unit. When two pulses (called writing
pulses) were applied at t =0 and t = T a series
of strong echos at times (n ¥+ 1)T where n = 1,2...
were obtained. The echo height decreased expo-
nentially with t and was found to give a
relaxation time Tp ~~ l5usec at 300 K and ~ 100U
sec at 20 K. A memory echo at time t =T + oz
could easily be obtained, at all temperatures
studied, by the application of a third pulse
(the reading pulse) at time t =T. This memory
echo could be observed for periods of up to
several days and could be read as often as
desired without noticeable decrease of the echo
amplitude.

The formation of both the two pulse and
memory echo can be described by a simple particle

7,8,

orientation model?>8. The first pulse sets up
mechanical oscillations of the plezoelectric
grains at the applied frequency and there is

an associated oscillatory dipole moment. Melcher
and Shiren (MS) have given nonlinear equations of
motion for the dipole moment and the angle between
the piezoelectric axis and the electric field di-
rection for a system of independent particles” .
These equations determine the subsequent motion;
following application of the first RF pulse, pha-
se mixing occurs due to the spectrum of natural
frequencies of the grains which characterises

the powder. The second RF pulse not only changes
the amplitude of oscillations of the grains but
simultaneously applies a torque. The sense of
rotation of each grain is determined by the phase
of its dynamic dipole with respect to that of

the second RF pulse. Hence, a static pattern of
the piezoelectric axes is formed and this pattern
can be probed by subsequent RF pulses to give a
memory echo.

In order to test the reorientation model, we
placed the powder in a thin walled quartz tube
which was inserted between the condenser plates.
After the termination of the writing pulses, the
sample was rotated by angle 6 about an axis
parallel to the plates and the height and shape
of the resulting memory echo (e3) were studied.
The results are shown in figure Ia. in which the
number associated with each curve corresponds to
the orientation angle. The echo height decrea-
ses rapidly as the sample is rotated and reaches
a value approximately zero at 6 =90 . Rotation
through an angle of 180 resylts in almost the
same echo height as at 6 =0 . The results cor-
respond to a cos26 variation of the amplitude
as shown in fig. Ib. An experiment was also done
in which the tube was continuously rotated during
the writing sequence; we then find, as expected,
that the memory echo is independent of 8. As
other observers, we find that a sharp rap, which
disturbs the spatial orientation of the grains,
ig sufficient to destroy the memory echo. All
of these results thus provide evidence in favour
of the establishment of.a static preferred axis
in the system.

As an aid to the interpretation of the abo-
ve results, following the original work of Gouldj
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Figure 1, The memory echo as a function of the

orientation of the sample between the
plates of a condenser. (a) The numbers
associated with each curve give the
angle of rotation 8, with respect to
the position during the writing pulses,
(b) Normalized height of the echo
versus cosZ8

we give a simple phase space description of echo
formation in the context of the MS model. The
phase of each dipole with respect to a dipole
oscillating at frequency w(in phase with the
first pulse) is given by the angle ¢. Without
loss of generality, we consider a set of dipoles
initially oriented in space at the same angle
to the RF electric field. Only narrow pulses
are considered so that no dephasing occurs within
the duration of a pulse.

In fig. 2(a), all elastic dipole oscillators
are equally excited and are in phase at t = 0
but they quickly become dephased during
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0 <t <1 (T <Ty) due to their natural frequency
spectrum. The numbers around the circle in fig.
2(b) indicate groups of oscillators which have

the same phase at a given time t. The second RF
pulse at t = t (for simplicity assumed to have the
same phase as the first one) applies a torque,
reorients the grains and consequently imparts dif-
ferent amplitudes to different grains depending

on their relative phases as shown in fig. 2(c¢).

At a time t later the oscillators rebunch to gi-
ve a net polarisation as in fig. 2(d) resulting

in an echo. The reorientation of the grain axis
continues during each two pulse sequence until a
static distribution of the grain axes is esta-
blished. The echo height is expected to increase
during this writing process; this has been
observed by ourselves and other workers.

P =
t =0 2 t=27
° 3/,
A 7'

(a) 8 (1)

<t < =

3 0 t T t T
4 2
5432
5 { 678 |
6 8
7
(b} {e)
=T t= T+T
3
2
4
{
| 5 |
6

7 8

(f)
Figure 2, Representation of the system in phase
space in the frame of reference of a
dipole oscillating at a frequency w,

At a time t each point P in phase

space indicates the amplitude as well
as the relative phase ¢ of a given
dipole. (a) All dipoles have the same
phase, 0, and amplitude A after the
first pulse; (b) complete phase mixing
occurs before the second pulse; (c)
after thé second pulse; (d) at the
time of the first echo the oscillators
rehunch and give a net polarization;
(e) after the reading pulse and (f) at
the time of the memory echo.

The mwemory echo can be explained in similar
fashion. When a third pulse is applied at t = T,
fig. 2(e), all dipoles are excited in phase but
there is now a spectrum in amplitude which re-
flects their previous static orientation spectrum.
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After a time t, we thus find a memory echo, fig.
(2£), in analogy to the two pulse echo of fig.
2(d). The phase space picture can be used to pre-
dict the behaviour of the memory echo when the
sample is rotated after the completion of the
writing sequence. In particular, if we consider
the 90  orientation, the third pulse inverts the
relative amplitude distribution shown in fig. 2e.
For example, the relative positions of group 1
and 5 are interchanged. Such an amplitude dis-
tribut%on would result in a memory echo when

6 =90".

More quantitative considerations of the MS
model lead to the same conclusion. Following (8)
we have done a numerical calculation for the two
and three pulse echos for a model powder similar
to that used by them. As these authors, we find
that the dipoles in phase with the second rf pul-
se are preferentially oriented towards the elec
tric field direction while out of phase dipoles
are reoriented towards the plane perpendicular to
the field. We would thus expect to see a memory
echo in both the € == 90" and 6 = 0 directions.
This conclusion is confirmed by a computer calcu-
lation in which a rotation of axes by 90o is
applied to the equations of motion of each grain
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for ghe third pulse. The calculation predictg

a 90° echo of half the amplitude of the 6§ =0
echo. Behaviour at “intermediate angles 1s more
complicated and will be published elsewhere, but
it is in clear disagreement with a cos?8 law.
Thus the predictions of a simplified version of
the MS theory are in contradiction with experi-
ment.

The MS model has been seen to provide a
convenient framework for discussing polarisation
echo experiments in piezoelectric powders . In
fact, this model has explained all of the princi-
pal observations reported up to now, with the
exception of the cos?8 dependence. In order to
decide whether it is the simplicity of the model
used or the theory itself that is in question,

a possible next step would be to consider a more
realistic model of a piezoelectric powder, taking
into account for example the tensorial nature of
the coupling and the excitation of several dif-
ferent acoustic modes in the same grain.
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Aspects théoriques des échos de polarisation pour une poudre piézoélectrique
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Une étude théorique des conséquences du modéle Melcher—Shiren pour les échos d’une
poudre piézoélectrique est présentée. Le modele prédit la plupart des résultats expérimentaux
saufles effets de rotation de I"échantillon sur I’écho de mémoire.

A theoretical study of the consequences of the model of Melcher and Shiren for the echos of a
piezoelectric powder is presented. This model predicts most of the experimental results, but
disagrees with the results of a rotation of the sample on the memory echo. .

Can. J. Phys., 56, 865 (1978)

Des échos de polarisation pour diverses poudres
piézoélectriques ont été mis en évidence depuis quel-
ques années (1-3).

On soumet I’échantillon & trois impulsions d’un
champ électrique de haute fréquence (susceptible de
faire résonner les grains) aux temps 0, T et 7. Il y
émission de deux échos, ¢, au temps 2tete, a 7 + 1.
Alors que Iétude de ¢, en fonction de 1 indique des
temps de relaxation de la miiliseconde ou moins, le
temps 7 atteint, dans certains cas, quelques heures
ou quelques jours (3-6). Un phénoméne de mémoire
aussi stable suppose une méthode d’ ““écriture’’ du
temps 1 dans la poudre suivant un processus stati-
que, c’est-a-dire qui subsiste bien aprés que tous les
grains aient fini de vibrer. Un modéle physique simple,
qui considére la réorientation des grains, a été pro-
posé par Melcher et Shiren (7). En utilisant cette
idée, nous avons calculé la polarisation d’un échan-
titlon de poudre. Ceci nous permet de bien mettre
en évidence que l'orientation sélective des grains
crée un spectre en fréquence propre et que c’est ce
spectre qui explique les deux échos e, et e5. De plus,
nous montrons que e, et ¢; doivent croitre avec le
nombre de séquences d’écriture, avec une saturation
qui s’interpréte aisément. Mais les prédictions du
modéle sont en opposition avec les résultats de me-
sures de e, quand on fait tourner I’échantitlon avant
le temps 7'(8). Nos calculs sont basés sur I’hypothése,
Justifiée numériquement et expérimentalement, que
les grains tournent d’un angle trés petit & chaque
impulsion. Cela nous permet de séparer les divers
parameétres intervenant dans la formation des échos
plus clairement que ne le firent Wilms e¢ al. (9) dont
le travail était plus numérique.

I. Modele
Le modele étudié considére que les grains, qui vi-

brent sous I'influence du champ excitateur, sont
orientés par rotation due au couple p x &, si p est
le moment dipolaire d’un grain. Le sens de cette
orientation (vers le champ ou s’écartant du champ)
dépend de la phase relative de p et &, laquelle fait
intervenir le temps t© pendant lequel les grains ont
vibré indépendemment, & leur fréquence de résonance.
Par ailleurs, cette rotation une fois effectuée a peu
de raison d’étre effacée par le temps, si le systéme
reste a I’abri de toute perturbation mécanique, ce
qui explique que I’on puisse attendre des heures avant
de “lire”’ le spectre ainsi créé. Les équations pro-
posées par Melcher et Shiren (7) sont, pour un grain
donné, de diamétre et pulsation propre ©,:

2,2
[1] ﬁ+72~ﬁ+m02p=yﬁea£cosa
A ¢

[2] a+Fa=—7p51na
ou 75, le temps de relaxation d’un grain; a, I’angle
de p et & Q, la pulsation de &; e, la constante
piézoélectrique de la poudre; y, une constante
numérique de I’ordre de I; @, une moyenne en volume,
environ $¥; V, étant le volume du grain; ¢, ’inverse
du module mécanique adéquat; I', un coefficient
d’amortissement de la rotation; 7, le moment d’inertie
du grain.

En changeant I'unité de temps t' = Qr, ce qui
revient & normaliser & | la pulsation du champ, on
obtient:

2 2 2=

Y/ +—Tﬁﬁ + (%) p= Ye)aé”cosccz A& cosa
2
6+ g0 = _ngSZlHO(:Béap sin o
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En posant ¢ = JA/Bp, E = JABE, k = T/Q,
o = e/ et en considérant T,Q > 1, on arrive au
systéme entre quantités sans dimensions:

(3]
[4]

identique & celui étudié par Wilms et al. (9).

j + w?q= Ecosa

& + he = — Egsina

}. Résolution des équations
Soit p la masse spécifique du matériau piézoélectri-
que et v la vitesse du son pour le mode considéré

i~V =nd2

I ~ (1/10)d*V = (n/60)pd®
Q ~ wy, ~ nvfd
pev? ~ 1
Donc,
2=
_d S,
AB = 7%e) pad ¢

Par suite £ ~ e¢4. Numériquement, ¢ varie de 2 a
200 x 107! em/V, & de 10° & 10* V/jem, ce qui donne
une valeur typique de E de ’ordre de 107°. On peut
s'attendre & ce que |g| soit de 'ordre de | £], auquel
cas la rotation pendant une impulsion de durée A
(en temps normalisé) sera de I"ordre de 8o ~ | Eq|Ajk
par intégration de I’équation 4.

do. ~ EZAJk ~ 107'° Afk, a priori do <« 1. Nous
reviendrons sur ce résultat pour le justifier & la fin
du calcul. Par suite, nous pouvons résoudre le
systéme [3], [4] en considérant que o varie trés peu
pendant | cycle décriture. Ceci correspond bien &
I'expérience, qui montre que I’amplitude de e, (et de
¢4) croit réguliérement si on augmente le nombre de
cycles d’écriture, c’est-a-dire de deux impulsions de
largeurs A séparées par un temps T, les séquences
étant séparées par un temps assez grand par rapport
art,.

Dans ces conditions, pour chaque cycle, o sera

Ey
— w,

Y g;cos o ~ 5
o 2

L’mn/l
0

]

pr*¥ e?d
®; — O

P(t) ~

n/2

~113=-
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considéré comme constant dans [3], qui sera alors
résolue analytiquement pour une forme simple de
E(1). Nous avons choisi £ = E| sin ¢ pendant I'im-
pulsion, 0 en dehors. Cette forme, qui correspond a
un créneau rigoureux, est certainement approxima-
tive, mais permet de pousser plus loin les calculs
formels.
Alors, on obtient

(5]

L’amplitude g ne dépend plus de « et E,, mais
seulement du grain (par Uintermédiaire de sa pulsa-
tion propre ©) et des paramétres A et 1.

Dans la méme approximation sur a, [4] s’intégre:

g = cosa Eyq(t, )

ko = — sinacosa E,* | ¢ sin ¢ dr

intégrale ne devant étre calculée que pour les inter-
valles ol E est non nul.

(6]

f ne dépend pas de a.
Pour o <« 1, ceci s’intégre pour N cycles a partir
d’une valeur og.
2
)

Considérons un échantillon de poudre, de volume
", les grains ayant un diamétre moyen d, (et donc
un volume moyen V, ~ (n/6)d,>) et une pulsation
propre normalisée répartie & peu prés uniformément
entre ®; et ©,.

Le rapport A/B entre p* et q* vaut

3o = — sino cos o Eq? flw)

NE,

[7] -

lgo = tgoy exp (—

A yelalQ? 21, a2 Y 5
B - ~ (pv*¥oe) a0 p ~ pVovieq
La polarisation totale de I’échantillon, par raison de
symétrie, est dirigée dans la direction du champ et
vaut

P =73 p,cosa; ~ pVovle q;cosq,;

w2
sin oy doggy f
Wy

g cos’ adw

sin oy dotg f g(1, ®) cos’> a(®) do

Cela suppose que I'on s'intéresse & P(f) quand les grains ont fini de tourner.

Grace a [7], on peut intégrer sur o

2 nj2
f cos? o sin oy doy = f
0 0

[8]

sin otg dotg _ B NEy* f(w)
Tr ey P (- LS

g étant une fonction exprimable analytiquement (cf. appendice).



“114=

ETTINGER ET AL.

Donc, on arrive au résultat principal;
prie*y’§ (o2

PO ~ 0, — O

[91

w1

En dehors des impulsions de champ électrique,
g(w, r) est une fonction sinusoidale du temps de
pulsation ®, d’amplitude et de phase a Iorigine
dépendant bien entendu de w, A, T (et éventuellement
la forme réelle des impulsions). P(¢) est donné, dans
[9] & partir de sa transformée de Fourier. En ap-
pendice, nous donnons les formules de g (pour e, et
¢3) et de f, pour des impulsions ‘‘rectangulaires’’.

IH. Analyse des résultats

La fonction f, qui est proportionnelle a la rotation
d’un grain pour un cycle, est une fonction oscillante
de ®, dont la “‘période’” vaut 2n/t. Elle s’amortit
pour | — 1| 2 2m/A et ne change plus de signe
pour | — | = 2n/3A (fig. 1). Les valeurs extrémes
sont de l'ordre de +A?%/4. Nous avons vu que f
n’intervient que dans le terme u = exp (— (NE,*[k)f).
L’argument oscille donc entre +(N/K)(E,A[2)%
Nous allons appeler S = (N/k)(E,A/2)? facteur de
saturation, pour des raisons qui apparaitront plus
loin.
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FiG. 1. Rotation normalisée d’un grain aprés un cycle:

f(2/A)? (---) et fonction g(w) (—) aprés un grand nombre de
cycles. A = 200m, x = 100m(ey — 1), T = 6A.

g(w, t)g[eXp (—

Nfozf) :' do

Si S est assez grand, presque pour tout ®, u est ou
trés grand ou trés petit, ce qui signifie que 1’angle «
est ou proche de n/2 (grain orienté normalement au
champ) ou trés petit (grain orienté dans le sens du
champ). C’est cette structure angulaire fonction de la
fréquence propre qui va créer les échos. De maniére
plus précise, dans la transformée de Fourier de P(¢),
g vaudra ~1 si f > 0, et sera trés petit si f < O.
Donc, n’interviennent que les grains dont la pulsa-
tion propre est telle qu’ils ont tendance a s’aligner
sur le champ. Les autres (pour une valeur de S
assez grande) ne seront plus polarisés car leur axe
sera normal & §. Comme f ne change pas de signe
pour |@ — 1] 2 2r/3A, le spectre d’orientation cor-
respond essentiellement & ce domaine.

Rappelons que ¢ n’est pas vraiment proportionnel
a la polarisation d’un grain, qui contient le facteur
cosa. Donc, méme si g est grand, si o = 7/2, le grain
n’est pas polarisé. gest proportionnel 4 la polarisation
qu’aurait un grain qui garderait une direction fixe,
sans tourner sous 'influence du couple p x &.

Pour I’étude de g, nous allons séparer les cas ¢, et
¢y et commencer par le plus simple, a savoir ej.
C’est également le plus fondamental, puisque le
modéle doit expliquer les temps énormes de ré-
manence de la mémoire.

(A) Echo de mémoire: e5 (fig. 2)

Aprés I'impulsion de lecture, ¢ est un fonction
sinusoidale du temps, de pulsation ®, dont I’ampli-
tude varie comme

sin (o — DAJ2

o) = = =TAn
r’"_ﬁ"
y M
/7 \
V4
/7 \
7/
/
7/
7/
/
/
/
/7
/7
/
7/
1 A 1 1
3 2 1 0 1 2 X 3

FiG. 2. Amplitude normalisée 2¢/A (---) et transformée de
Fourier de P(t) (—) pour e;. A = 200r, x = 100n(w — 1),
T = 6A.
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(voir appendice). Les phases & I'origine peuvent étre
annulées par un bon choix de ’origine des temps.
h(w) varie lentement par rapport a g. En effet, pour
o — 1} < % n/A, h reste compris entre 1 ¢t 0.8 et
varie réguliérement. Dong, la transformée de Fourier
de P(t) est essentiellement une série de créneaux de
“périodicité’” 2r/t. Ceci nous donnera des batte-
ments, avec amplitude extrémale au voisinage de
t = 1. Le fait que ces créneaux sont localisés par
o — I} < % n/A, donc sur un intervalle de 4n/34,
correspond 4 une largeur de I’écho de 'ordre de
3A/2.

(B) Echo direct: e, (fig. 3)

L’expression de I'amplitude g est plus compliquée,
¢'est maintenant une fonction oscillante modulant
Ja fanction trouvée dans le cas ¢4. On pourrait penser
qu’il y aurait un écho méme si les grains ne tour-
naient pas. En effet, ¢ n’en serait pas modifié et il
semble bien étre analogue au g(w) étudié précédem-
ment. Bien que ce ne soit pas évident sur la figure,
il est facile de se convaincre que [ aussi, on n'a
d"écho que parce qu’il y a rotation des grains. Autre-
ment dit, gue P(f) ne présente pas d amplitude grande
au voisinage de t = T, si on remplace g par une
constante. Cela peut se faire analytiquement ou
numériquement mais surtout il suffit de considérer
qu’alors, les équations 3 et 4 se résument a [’équation
3, linéaire, et qu’il faut un phénomeéne non linéaire
pour donner naissance a un écho.

Les calculs numériques conduisent a un écho ¢,
d’amplitude approximativement égale a celle de ¢;.

(C) Effets de saturation

On sait, aussi bien sur le plan expérimental que
théorique, que les effets des cycles consécutifs sont
cumulatifs, ce qui est une caractéristique de ce type
d’échos (5. 10). De plus, I"étude de la croissance en
fonction du nombre de séquences de ¢,, aisément
mesurable sur un oscilloscope, permettrait de donner
un ordre de grandeur au sew/ paramétre trés mal
déterminé, a savoir k, correspondant d 'amortisse-
ment de la rotation des grains. Nous avons vu que
la rotation d'un grain aprés N cycles fait intervenir
exp (— NEGfIk) et que f varie entre-+(A/2)%. Le
caleul numérique montre (fig. 4) que 1'¢cho croit
avec NV jusqu’a ce que le facteur S vaille 4 ou 5, et
sature ensuite (ce qui explique le nom choisi). Prati-
quement, la croissance de 'écho, mesurée, s'étend
sur plusieurs milliers de cycles. Cest une assurance
de cohérence interne du modéle, a savorr da « |
pour un cycle. Une autre conséquence de ce calcul est
que ¢, et ¢, sont pratiquement idehtiques, ce qui
correspond bien. aussi, a I'expérience.
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Fig. 3. Amplitude normalisée 2¢/A
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Fii. 4. Energic de ¢; en fonction de S, qui est proportionnel
au nombre de cycles décriture.

Ceci est montré pour un cas particulier dans la
fig. 5. 00 on représente les échos ¢, et ¢y calculés a
partir du modéle. Pour ¢y, on montre un écho loin
de saturation (S ~ 1.5) et I"écho d’amplitude plus
grande presque saturé (S ~ 10).
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IV. Rotation de ’échantillon

Nous avons mesuré la variation de I"amplitude de
¢3, quand D’échantillon est tourné d’un angle 0
autour d’un axe normal au champ & entre 1'inscrip-
tion et la lecture (8).

cosa’ = cosacos b + sina sin

Il faut donc remplacer g(w) par
1

2n
o), d¢

"

n/2

I,
[n/z
J O

_sin’8
T2

,
cos” o
2

If

gR((O: e)

(0052 0 —

Comme nous ’avons vu précédemment, prendre une
valeur constante pour g ne donne lieu & aucun écho.

Par suite, ¢, sera uniquement dii a la partie de
grlm, 8) proportionnelle & g(w), et son amplitude doit
varier comme |cos? 0 — 4 sin? 9]

T T T T T T
0.4t ~
Qa3 4
0.2+ -
0a B

SWE\ e,

0 A 200 400 600 800 1000 1200
T t(periodes)

FiG. 5. Energie des échos ¢, et e3. ----- ¢3, — ¢, pour une
saturation des orientations (S = 10), --- pour ¢; non saturé
(S = 1.5). Les petites oscillations (‘‘ringing”) sont dues & une
annulation de phase incompléte, ce qui est caractéristique d’un

systéme d'un petit nombre de grains.

cos? a cos? 8 sin? « sin®

si
cos? B 4+ =

cos? oc(cos2 0 —

Considérons que & est dirigé suivant Oz, et que
I’axe d’un grain est repéré par les angles polaires
(2, ¢) avant toute impulsion (fig. 6). Aprés N cycles
de deux impulsions, il sera dirigé suivant (a, ¢). On
tourne maintenant 1’échantillon d’un angle 6 autour
de Ox. o devient o, avec

¢ sin B cos® o

sin 2o sin 26 sin ¢

a2
¢ sin” 8 + 5

n/2
f cos® o’ sin oy doy = gg(w, 0)
0

nzecS
—si
2

n? 9) sin oy detg

sin?
2

sin’ 0
2

) sin? o doty +

sin? 0
2

e

Cette fonction décroit de 1 4 0 quand 0 varie de 0
a arctg /2, et croit de nouveau jusqu’a 0.5 pour
0 = n/2 (fig. 7).

Ce comportement n’est pas vérifié par I’expérience
qui montre une décroissance monotone (approxima-
tivement comme cos* 8) quand 0 croit, et pas d’écho
¢3 notable pour 8 = nt/2 (8).

Y. Conclusion

En conclusion, nous avons vu qu’une théorie basée
sur la notion d’une réorientation des particules de
poudre peut expliquer beaucoup, mais pas toutes,
des propriétés observées des échos de polarisation.
En particulier fe modéle le plus simple imaginable,

te
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FiG. 6. Angles polaires de I'axe du grain. L’axe est suivant
OM, avant toute impulsion, suivant OM aprés ‘‘écriture”,
suivant OM " apres rotation de I’échantillon. 6 est I’'angle entre
les plans xOM et xOM".
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Fi. 7. Amplitude de ¢; en fonction de l'angle de rotation

de P'échantillon: — d’aprés le modéle, - d’apres Jes résultats
expérimentaux.

celui proposé par Melcher et Shiren (7). peut
expliquer en détail les observations suivantes:

{1) L'existence de ¢, et ¢5. (2) Les temps de mémoire
7, infiniment longs. (3) Les effets de saturation.
(4) Effacement de ¢, par vibration ou compaction
de la poudre, ou I'imprégnation de la poudre d'une
cire. (3) Observation de ¢ dans une poudre mais pas
dans le milieu cristallin correspondant.

Par contre, ce modele simplifié ne peut pas expli-
quer le comportement observé pour ¢; pendant une
rotation de I'échantillon. Il faudrait alors chercher &
raffiner ce modéle avant de conclure que la théorie
de réorientation elle-méme est fausse. Nous voyons
guelques possibilités a cet égard. D abord. pour une
poudre cristalline et non-isotrope, 'intcraction sera
obligatoirement tensorielie de nature et pas uniaxiale
comme cest supposé par Melcher et Shiren (7).
De plus, méme pour des grains quasi-sphériques, il
existerait de nombreux modes résonants acoustiques.
Les effets conjugués de 'anisotropie du tenseur
piézo-électrique et les modes acoustiques devraient
nous donner des grains d’un comportement passable-
ment compligué. Il faudrait aussi tenir compte des
cffets dépolarisants pour déterminer le champ
électrique effectif agissant sur chaque grain. 1 est
possible que des modifications au modcle de ce genre
pourraient expliquer I'écart entre le modéle Melcher-
Shiren et P'expérience trouvée ici, mais ceci est mani-
festement une modification majeure qui dépasse le
cadre du travail présent.
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Appendice
Pour simplifier les formules, nous avons considéré
des impulsions identiques, de durée normalisée & =
2r, dutype E = Eysint, 0 < ¢ < A. La deuxiéme
impulsion commence au temps 1. Les équations a
résoudre sont:

[AT] g + w'q = EJE,
[A2] /= Jq(E[Eg) dt

Pour o = 1, les formules qui suivent deviennent
indéterminées et ne sont donc pas utilisables directe-
ment (pour un ordinateur, par exemple). Mais les
fonctions g, 1. g, etc, sont continues pour o = |, qui
ne nécessite aucune étude spéciale. Le choix de la
valeur de A (n périodes du champ) peut masquer
certaines symétries des formules. Ainsi, sin 2mno =
sin 2ma(m — 1) et |sin tno] = {sin (o — 1)]. Pendant
une impulsion:

1 (S. - sin ot + g cos of
g =—5— |sint — —— c s«
==\ ® 1o
sin f

o ©

sig, et g, sont les valeurs de g et g pour f = 0, pris
comme début de 'impulsion.
En I’absence de champ excitateur,

sin ot

¢ = (o cos ot + qy o
]
en prenant pour origine des temps la fin de I'impul-
sion, et g, et §, les valeurs correspondantes.
Aprés quelques calculs simples, on en déduit que,
pour un cycle de deux impulsions:

. 2 sin TAO
[A3] =" (”” T o = 1)

x (cos mam — sin A sin mt))

et que, en prenant chaque fois pour origine des temps
le milieu de la derniére impulsion précédent 1’écho,
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[A4] poure,ig = m

% (cos o(t + 1) + cos wt) sin TAK
2 .

[A5] pouresigq = T sin (mnw) cos ot
L’étude faite plus haut montre que toute intégrale en

© de ces fonctions peut &tre limitée & jo — 1| < 1/n.
Enfin, la fonction

"2 sin‘a, dog . u
kg(u) - fo 1+ u?tg?a, Y= JI =
vaut:

1 [ arctg Y
1_“2(\1~ v ) si0 < u< |

1 Arg Th'Y ’
=2 ( v - 1) Sl u>1
. st u=1

Pour mieux mettre en évidence les approximations a
faire, nous allons poser:

y=w-—1, x=nmy

nest assez grand (la valeur numérique utilisée est 100),
donc y << 1. Nous prendrons aussi t multiple de 2.
Nous obtenons:

2nn sin x T
ZIRSX s

[A6] poure:gq ~ —

2
X COS (o)t +-J£)
2
[A7]  pourey: g ~ 220 cos (1 + »)t
1 - fl¥ (cos x — sin x sin ry),

Pour étudier I’évolution de la polarisation, nous

avons calculé:
1 to+b R
Ef e”dtfquu)
to—b

P(t) étant essentiellement une fonction sinusoidale
de pulsation 1 modulée, W est proportionnel a
I’énergie moyenne que recevrait un récepteur, pen-
dant 'intervalle de temps t, — b, t, + b, & condition
que le récepteur posséde une bande passante Ao/o
au moins de 'ordre de t/b. L intérét de cette méthode
est qu’elle nous donne le profil de I’énergie émise en
calculant quelques valeurs de W, chaque valeur cor-
respondant & un calcul (pour ’ordinateur) du méme
ordre de grandeur que celui d’une valeur de P(t).
Comme P est rapidement oscillant, si on voulait
étudier directement P, il faudrait prendre des valeurs
de 1 séparées par une fraction de la période du champ
électrique, ¢’est-a-dire ici calculer plusieurs centaines
de points pour un écho. Nous avons pris b = 20m,
A = 10b. En intégrant ¢, en tenant compte de ce que
dw = dx/nn et sin b = 0, nous obtenons:

sin x Ty\ sin yb
[ )

x eVt Dg(y) dx

2

[A9] W(to) =

pour e,: W~

2

2

pour ey: W ~ ! f sin x sin )b g(u) €10 dx

Pour les valeurs de x considérées (|x| < 7) (sin yb)/yb
reste compris entre 1 et 0.96, et varie réguliérement.
On peut donc omettre ce facteur sous 'intégrale.

Aprés divers essais, nous avons choisi x, = 3.
Les parties négligées des intégrales correspondant a
3 < |x| < 20 donnent une correction de 1 a 27 seule-
ment. De fait ~90% de la valeur de W, donc la
quasi-totalité de la polarisation est due aux grains
tels que |x] < 1.5



