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Fig. 1 - Courbe d’équilibre liquide-vapeur cu dioxyde
de carbone (d'aprés Andrews (1))



Bien que la découverte du premier phénomene critique soit

ancienne [1'article d'Andraws (1)

sur le point critigque du dicxyde de
carbone date de 1869). 1'étude de ces phénoméngs connalt actuellement
un développement considérable (la majeurs partie des articles sur le
sujst a été publiée depuils 1967). Ce regain d'intérdt résulte de plu-
sisurs causes : il existe un grand nomhre de systémés physigues présen-
tant des points critigques, et le comportement de ces systémes est ana-

logue au voisinage de ces points. C'est 1'idée de 1'Universalité des

phénomanes critigues. Une deuxiéme raison de ce regain est gue les pro-

gréé de la théoris quantigque des champg ont fourni 1'outil mathématigue

nécessalre & la résclution, au moins approchée d'une partie de ces pro-
N (2)

hlemes .

1} D&Finition d'un point critigue

Mais d'abord qu'est-ce gqu'un poin% critique ?

Prenons 1'exemple, historique, du:.dioxyde de carbone. A une
température inférieure & 31°C environ, il est possible de liquéfier ce
gaz par compression, puls de le splidifier. Poﬁr des valeurs supérieures
de la température,ce n'est plus possible ; le fluide reste homogéne, quel-
le que solt la pression appligquée. Il existe donc un point d'arrét £
(voir Tig. 1) de la courbe d'éguilibre liquide vapeur au deld duquel
il n'existe gu'une seule phase,autour de ce point, on peut paéser conti-

niment du liguide & la vapeur sans que le fluide cesse d'éire homogeéne.

{'‘examen de ce qui se passe trés prés du point critique mon-
tre que la différence de densité des deux phases s'y annule, que la
compressibilité du fluide y est tres grande, que toute la masse du
fluide devient opalescente, et que le systéme atteint tres lentement
san 8tat d'éguilibre. Ces daux derniéres observations traduisent des

fluctuations trés importantes, traés étenduss et trsés lentes.

Nous appelerons paramétre d'ordre toute grandeur caractérisant

“la différence entre les deux phases {ici ce peut gtre la différence des
masses volumigues Py 7 Pg 3 cE peyt &tre également la chaleur latente de

changement d'état); Susceptibilité la dérivée du paramdtre d’ordre par




rappdrt a4 la grandsur thermodynamique conjuguée (la grandeur conjuguée

& la masse volumigue sst la pression, gelle conjuguée & la chaleur la- -
tente est la température ; les susceptibilités correspondantes sent donc
la compressibilité isctherma d'une part, le guotient I:|:J/T de 1'autrel.

La langueur de corrélation sera une grandeur associée {d’une fagop gue

N

neys précisercons plus loinm) & 1'étendue des Tluctuations.,

Les caractéres généraux d'un point critique ssront

- l'annulation du (ou des) paramétre(s]) d'ordre,

1

la divergence de la {oy des) susceptibilité(s} associésl(s),

1

la divergence de la {ou des) longueur(sg) de corrélation,

le ralentissement des fluctuations.

2L 'universalité des phénoménes critigues ; les exposants critiques
wE = LML A osants critigue:

Tous les fluides présentent les m@mes caractéristigues en
leur point critique, et de plus,si 1'on mesure les grandeurs d'état en
unités reduites (P/pg »T/7g5 »V/yc etc...), les courbes de coexistence
se correspondent rigoursusement (fig. 2}, C'est la loi des "états cor-
respondanta”.

Pour un fluide pur, on a

]3

(py - Pyl v Cte [E;;-IQ} pour P = P prés de Tg (1)

Te

Les aimants cnt un comportement analogue prés de leur point
de Curie lorsgue 1'on choisit le moment magnétigue en champ nul comme
paramétre d'ordre et 1'on obtient

M3~ Cte x [l;;“lg] prés du peint critigue {(2)

Te

Considérons égelement le cas d'un mélangs binaire AB partiel-
lement miscible, Le diagramme de concentration (fig. 3) du composant B
dans 'lg mélange est séparé en deux régions, 1'upe instabls, ol le mélange
se scinde en deux phases, 1'autre stable et homogéne, ces deux régions

étant séparéss par la ligne de démixtion.
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Fig. 2 =~ Courbe de coexistence de flyides purs (tiré de
*Phases transitions and Critical Phenomena” de
Stanieyl.
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Fig. 3 - Courbe de demixtion du mélange aniline-hexane
(¢ pprés Phvsigue de 1'état liguide Damcisg 1942)




La pression d&démixticon passe par un maximum en fonction de la concentration

en un point G. Au voisinage de G, on observe une divergence de la com-

: . Hp
prassibilité osmotique %éBT PDD U= ﬁ%‘" %%. et 1’'annuletion du para-
uotel

meétre d'ordre Xg - Xp (o0 Xg est la concentration de la phase riche en B,
Xp celle de la phase "pauvre”),0n observe également une opalescence cri-

tigue indiguant la divergence de la ipngueur de correlations

paur X v X, on a (Xg = Xp)° = Cte [I.—]_T.lﬂJ (3)
' C
Ces trois exemples montrent gue les phénoménes critiques ne
présgntent pag gue des analogies gualitatives, mais que les caractéres
communs sont bgaucoup plus profonds. Ceux-ci ne seront cependant mis en
évidence gue preés du point critigue, En particulier, les éguaticns d'état,

~exprimées en unités sans dimensions, auront laméme forme.

Expérimentalaement, 1'éguation d'état n'est pas directement

agcessible, C'est pourguol on est amené & définir des exposants critigues.

Un exemple d'exppsant critique est B défini par

W

B :
[ Cte x IEwa-411 ‘pour le fluide pur,

Po

Te

Cte x M pour l'aimant.

11

X - X . '
Cte x [vﬁ;*~*ﬂl ‘pour le mélange binaire.
. C . B

(d'aprés ce gui a &té dit, on a aehéiblemant B = 1/3 dans ces trols cas).

On définit 1'exposant critigue A d’une grandeur G en fonction
du paramétré W par

A= l1im 75 LDg.G .. ‘ (4}
]
e s Log

. Cette défihitipn impligue une restriction importante sur la

formg cde 1'éguation d'etat. £lle suppose gue toutes les grandeurs thermo-




dynamigues varient suivant une ipil en puissance pres d'un point critigue.

Elle élimine les fonctions cde type G (W) = exp Y par exempla. Elle ne
permet pas de distinguar G (M) = Cte de G (W) = Log K, ou G (W) = pe
de G (u) = pu¥Log u. C'est 14 un point faible de la définiticn : A = 0O
peut correspondre soit & une constante, soit & ung fongtlon en échelon,

spit & une divergence logarithmigue.

S)Limitea de l'hypothése d'uniyersalité ; lal"semi—univarsalité" les lois
d'échelle

L'hypothése d'unjiversalité se traduira done experimentalement
par le fait que les exposants critigues doivent &tre ind@pendants du

systéme considéré. Qu'en est-il en réalité ?

v Fluides : Aimants

" Qystéme considéré f—__W_TT’___f__——_T—”ﬂr""ff"_"’fguPZaEDn—f dvidéle .
Yo, Pxe foni T Eus orbrg [CUOREHRR sing :

.
e i R T TP N P T [ T e e e ey = e et A R TR e T MR T mm T e e e e e e —

0,34' 0,35' 0,42° 0,33 ' 0,388° 0,500 ¢ 0,312

B .
T TTTTTTTT, T, T T Tyttt T
: itude H : : : : ; : :
+ Incertitude . 0,01 o,0¢" 0,01’ g,01 P p,005° 0,005 | 0,001

approximative H

Le tableau ci-desgsus montre que les écarts entre les diffe-
rentes des exposants peuvent dépasser largement les marges d'incertitude.
Faut-il pour autant renoncer & 1'idée d'universalité ? Un examen attentif
'de tous les résultats expérimentaux actuellement disponibles montre gu'en
fait, il existe plusieurs classes différentes d’exposants critiques mais
gu'a 1'intérieur d'une méme classe, les exposants homologues sont identi-

ques pour des systémes cdont la nature physigue peut 8tre traés différente.




Par exemple, les cristaux liguides, les supraconducteurs st
pertains crigtaux ferroglectriques appartiennent & 1'une de ces classes,

les fluides purs et les mélanges binaires & une autre ; les aimants iso-

tropes et les anisotropes & des classes différentes...
4) Paramétres régissant 1gs classes d'exposants critiques

Les grahdeurs qul déterminent 1'appartenance & 1l'une ou l'autre

(3)

de ces classes sont la portée des interactions ¢, la dimension d'es-

pace d, et la "dimension de spin” s.

La dimension d'espace n'est pas nécessairment d = 3 : si
L'interaction n'est importante gu'entre des files parall&lss d'atomes,
onadr= 1[?]c’est le cas de pertalns antiferromagnéiiques. Elle peut
ge faire seulement. dans des plang ; alors d = 2[5J « 0= plus, il n’est

. pas éans intérét théorigue de considérer d comme 1'une des variables

du praobléme.

La portée de 1'interaction est définie par
Jlr) = Cte/rd+*®, (J (r) est 1'énergie de 1'interaction gui

.donne lieu & la transition de phase, en fonction de la distance r enlre

les atomes impligués dans celle-ci).

La dimension du champ n se définit par la symétrie de rotation
de la grandeur caractérisant la transition. Ce peut &tre un scalaire
(n = 1i, comme dans le cas des fluides : ce peut &tre un vecteur (n = 3J,
comme dans celui des aimants (la grandéur caractéristigues étant le moment
magnetiquel, oy un tenseur d'ordre supérieur, comme dans pelui des cris-

taux liguices.

LA

i d €2, la transition disparait en général,
5i 2 ¢d g 4, la classe d'exposants dépend de n et de o.

Bi g > 2, 2t 81 n = 1, le aystéme est de la classe du modéle-

d'Ising de spin 1/2.
31 n = 3, il est de celle du modile d’Heisenberg.

51 i+, 11 tend vers celle du modé&le sphérique.



SUSCERPTIRILITY CRITICAL EXPONENT (v}

EXPANSION PARAMETER (e = 4 — d)

-1 0 1 2
I ' { ' l
2.0
Fxact s = Y& Ising resuit
184
— 1.75 Exact spherical-model (n = o) resuit
RSN
1.6 4
1.4 .
- 1.25
1.2 4 Bast estimate from series
expansions for s = ¥z sing models
Exact “classical’ reauf foralln
NS D S - |
i | I B |

5 4 3 . 2
SPATIAL DIMENSIONALITY (d)

Predictions of the ¢ = 4 — d expansions for the susceptibility critical exponent 7y, for ditfer-
ent spin dimenaionality: A = 1, Ising-like {fluids, alioys, etc), 7 = 3, Helsenberg-like (isor
tropic ferromagnets, ete); 0 < =, which corresponds to spherical modal.  Calor shows
exac second-order predictions {Wilson), Ear ¢ = 2 the exact spin-1% Ising-model result
4 = 1,75 i3 inticated by cross; for d = 3 the best numerical estimates for 1sing and Heisen-
berg models are shown by an I; the black ling forn = = is'the exact sphericai-model result.
Note that for ¢ <0 or d >4 the “classical” or mean fiald value ¥ = 1 applles for alin. The
vaiues for 0 = 2, XY-like (superfluids, planar magnels) He aimost midway between those for
n=1and 3.

Fig. 4 - Exposant critigue vy

[Tiré de "Physics To Day" (31
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S5i 0 € 2, la méme discgussion est velable, & condition de rem-

placer d par de ol de{ =d+ 4 -2 g...

FE f

- Les resultats preécédents laissent 1'impression d'une grande
disparité, comme tout énoncé d'une suite de théorémes rigoureux ; en
réalite, les expesants critigues varient relativement peuy, comme le
montre la figure 4, L'exposant vy, dont la variation y est &tudiée en

fonction de d et de n, traduit la divergence de 1a susceptibilité

T_TC "‘"Y

T
c

X:

On y voit que, pour n variant entre 1 et 1'infini, vy varie
de 1,25 & 2 (si d = 3), gette variation étant d’autant plus faible que
-n gst plus grend. 1] est donc possible de développer 7y eﬁ série, en
fonction de 1/n [EJ.
bans la majeure pertie des cas, les exposants critigues ont
até obtenus par des méthodes d'approximatior. Seuls, quelques modéles
ont pu Btre résclus exactement : modale d'Ising (n = 1), pour d = 1 et
pour d = 2 3 modele sphérique (n infini} ; modéle gaussien ; modéle de

Landau, ..

PDans tous les cas, (sauf celui du modele de Landau si d # 4),
il existe certaines relaticps entre exposants critiques, dites lois

d'éche}lg,_indépeﬂdantea de la ciasse d'exposants considérée.

Par exemple, si EH 28t la chaleur spécifigque d'un aimant A
champ nul Gy = Cte x T-T ™ et l'onaa+ 28 +7v =2 (B et a ont
6té définis plus haut), Te

Ces lpis d'échelle ont d'abhord été cohtenues sous forme d'iné-

(7).

galités (telle o + 2B + v 2 2) gua l'expérience a mpntré &tre des

égal;téa. KadanofF[B] en a danng ensuite une justification intuitive,

gqu'est venue étayer la théorie de Wilson {2].

Ltexamen dg 1'ensemble de ces lcis d'é&chelle mantre que tous

les exppsants critigues peuvent, pour un point critique ordinaire, se
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dédulre de deux d'entre eux ssulement. Pour les points multicritigues
dont nous parierons plus lein, le nombre d'exposants indépendants est
goal & i'crdre du point oritigue : point tricritique : 3 exposants

indépendants, etc...

Cette bréve présentation pefmet déja de se rendre compie de
la richesse du sujet. Elie nous g permis d’'introduire, de fagon un peu
intuitive, les principalss caractéristiques des points critiques
annulation du paramétre d'ordre, divergence de la susceptibilité asso-
ciée, augmentation de 1'amplitude des fluctuations et divergence de leur

longueur de corrélation, ralentissement critique des fluctuations.

Elle nous & copduit & 1'idée de "semi-universalité" dss

phénom&nes critiques, & la notion de classes de points gritigues, a

la notion d'exposant critigye, et de lols d'échelle.

Nous allons préciser dans le chapitre suivant nos notations,
et les concepts qui ont =servi de base & notre étuds. Uans 1g chapitre 1T
nous appliquercns ces idées au'point critique Drdinai:e.

(Nous npous limiterons ini aux propriétés thermodynamiques sta-
tigues, laissant de cOté les exposants 1iés & la viscosité, a la diffu-
sivité, et & tous phénoménes de transport). Dans le chapitréIII neus
gtendrons leur application aux points triCPitiques, et plué particulia-

remgnt au cas des mélanges isotopigues d'Hélium.
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CHAPTIRE 1

THEOREMES GENERALUX

Paur determiner 1’état d'équilibre thermodynamique d'un sys-
tame, il est nécpessaire de cannaitre um certain nombre de grandeur
‘dites variables d'état. Parmi celles-ci on fait usuellement la dis-
tinction entre grandeurs intensives et grandeurs extensives, celles-1a
gtant indépendantes, gelles-oi proporticnnelles & la taille du systéme.'
Pans cette étude nous utilissrons plutdt les densités, quotisnt d'une
grandeur extansive par le nombre de particules du systéme. Nous les
distinguerons des grangeurs intensives par le fait que, si le systéme
comporte plusiedrs phases, en éguilibre, celles-ci ont méme valeur
dans toutes les phasges, alors gue les premiéres vy ont des grandeurs
différentes. Nous utilissrons dans ce chapitre et dans les sulvants,
la notatian de Griffiths et Wheeler (1) gui ont mis en éyvidence 1'as-
pact géométriqué des phénomgnes critigues. Ce travail est essentielle-
mant 1é prolongement. at dans une certaine mesureg, la démonstration
des idé&es contenues dans leur article
1) Définitions

_Non appelerons "champs” H;, l'ensemble des variables inten-

lJ
sives relatives au systéme. Ces grandeurs sont les plus commodes pour

déterminer 1°'équilibre des phases,

Nous appelerons "densité P4 conjuguée du champ H:" la grandeur

définie par :

D
SH.

1

i)

Hy = Cte s1 j # 1

1
(11 P, =~
oy

ol G est 1la fonction de Gibbs du systéme, si celui-ci est homogdéne, ou

celle de la phase considérge (N o8t le nombre de particUIBS de celle-ci.
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Nous appelerans "susceptibilité associée a Pi et H;” la guan-

titeé
&) SPs 2z
Xi.::d-i-Ej— H;Ct =-..--—-‘J— H-—-Ct :—......@G
JdH; K ® FHy [ Mk T Hte 54y 8 Hy
81 k # ] S8t kAL

(G étant continiment dérivable "presqgue partout” on a Xij © XJi]

Dans le cas d'un sysiéme magnétigque, par exemple, lss champs
sont ﬁ, le champ magnétligue, et T la température. (3) db = - sdT’ - %dﬁ.

% gtant l= moment magnétique par unité de volume. la densité assoclée
a 1a.cumpasaﬂte H; du champ magnéﬁique est la composante my du moment,
la densité associée o la température est s 1l'entropie par unité de vo-
lume. lLes suscepltibilités asspciées au champ ﬁ sont les Xij (Leur ma-
trice est multiple de 1'unité pour un ferromagnétigue isotropel. La

susceptibilité associde & la température est *;J; .

De fagon générale, la stabilité de 1'équilibre thermodynemique
impose gue tous les jagobiens obtenus & partir des champs et des densi-

tés conjuguées spient positifs ;

autrement dit, pour tout son ensemble d’indices [i’i’ iz, ip]—
de 1l'ensembls des indices des champs :

ﬁ [Hi’]l HizntlHipJ

. . S P4 .
2n partlculler-—ﬂﬁl 2 0 toutes les suscegptibilités diagonales sont

positives ou GHi nulles.
Pour yn aimant on a donc Cpy 2 0 (x43) 0, 1 X4i3 2 0 eto..

La ferme de la fonction de Gibbs, gui s'écrira en général

1 n
(5) G = NiJ(Hi] - i* Py Hy

i
1
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et les relations (1) et (4) mgntrent qu'il n'y a pas lieu, du point de

vue thermodynamigue, de faire jouer un rdle particulier 3 la température.

Rem@rgye : Gecd g5t vral essentiellement pour les grandeurs
thermodynamigues d;équilibre décrites par G. Il egt probables gue pour
ce gyl cencerne les phé&nomenss de transport, irréversibles par nature,

" 1'entropie, dong la températuyre jouent un rﬁlé particuliesr. Alcrs la
symétrde entre les relations concernant 1'entropie et les autres densi-
tés risque d'étre brisés. 7

Néanmoins, tant gue nous étudierons les états d'éguilibre

du systéme, il sera nécessaire d'utiliser une notation préservant la

symatrie entre la température et les autres champs.

Il sera, de plus, commode de manier deg grandeurs sans dimen-

sions gue nous appelerons ahampg réduits hi.

ShS HiD # 0. on définira " | hy = Lo S N HiC étant la

valaur du champ correspondant au point sritigue.

51 HiC = D; 1! faudra trouver. une unité de champ ayvant une
signification physique simple. Par exemple, dans le cas d'un modgle

d'Ising dont le hamiltonden ast :

PIN I Sj - g U H Z84

kg T,
1'unité naturslle ds mesure de H est _uﬂ_. = B ¢ = H

g 1 g Mg

alors hi =
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Nous supposercns qu'un tel choix est toujouré nossible.

Nous définirans alors la matrice jacobienns réduite%[)[hi]
obtenue par double dérivation de G par rapport & tous les champs reduits.

L'élément de cette matrice sera

52 '
Dij= - L - (7)

Shi 6h3

Mous peuvons illustrer l'ensemble des notions précédentes par
1'exemple d'un fluide prés de son point critique. Ici les champs du
probléme sont P, et T. Les densités conjuguées sont respectivement

p o= Y et 8 = 5/n, D étaht le nombre de moies de fluide.
n .

L'équation (4) peut s'Bcrire dans ce cas

&p Sy ‘ ds - C
TP £ 0 [DLI -G-E.N< D) T z2 0 (DLI —_i-_E z D)

et de plus

O
>
_.1
{
jecdier]
Qa N
Orf0s
—
W
o

La fonction de Gibhs est G =.%'(T,p) + Pp - Ts

Les ghamps réduits sont alars

p=PfZPe L oT - To
Pe T
- c.

La matriceﬁb est donnée par
B, - L |
D. T T R at " T
%, S S 1 I
87 ’ SP St T Tg ’ 8p " Pg
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Fosons p = r pD

Cp ér  Pg
[1+tJTC ! T To
$ = : Les vecteurs de 1'espace
1 S - ")
5t T ép  Pg
dgs phamps sont définis par |V > = |TC o4y IPC >

Alors, si nous incluons la mesure de TG et de P gans D en posant

|T¢ > = Tg -ft]t> (Po) = Pe |p >

Sur cette base ;

Cn 8r
P - .
1 +‘t fe , St o P
| Sp.
‘ . P
"%%" PePe ’ " TP Pe"e

Pour .que la forme quédratique <v| P |V > soit égale a
(<t | t+ < plpl P (plp>t | £ ).

On posera alors

_52 X __IE“ - §£
5. D 1+t Poog ok
- PePe
s o
T8t , T 8p

tous laes éléments de®'sont alors sans dimsnsion. Recherchons les vec-

teurs propres de cette matrice, qui sant Agalement ceux de @ .

Posgns [V > = X [t > + ¥ |p >
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— | ,
. =X (é&i . Lo Tg cSv _CpTe |7 4807 g2
280 Or &p (1+t)PPe 1+t]PDpC & 8t &p
8t 8o
rappelons gue Cp o . Eule ;. (1 + &) [§£hf . or on en tire
' Ps Po Fe Po ot op

au volsinage du point critique lim %% =0
p0

(par sxemple pour le gaz aobéissant a 1'équation d'Etat de Van der Waals

G reste finl et g%ﬂ + o ; dans une grande partie des cas C, diverge

an tTO& et %\Di en t—Y avec ‘Y >» o)

alors lim Y = e 1 - (§EJZ‘ + ‘1 N (“B]Z‘
p0 7 8o st Pl §t P
=0 ot

Nous obtepons deux solutions i l'une est 1V1> = Xq{Pg® * Y11T0>

ol Yq = Xq .%E 0 traduisant le fait gue le vecteur propre corrgspondant
-b .

est parelldle & la courbe {0 (t.p)} = pp. (Nous mantrerons plus loin que

celle-ci est la courbe de coexistencel) : la deuxléme solution est

- X R
Y > = X, |Po >+ Y T > gt Y Sp = - X_, donc 22 = -4,
| ’ y I g ° 28t P 2 Y2 X1

et leg deux vegteurs propres sont orthogonaux.

Les valeurs propres associées sont

A 2 ( 1+t Py Pg op * \J (1+t ' Gp} v (St]
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8
Comme Cp et "3% divergent fortement

Tim ?\1 1 5 8p. 2 C, T. 6p ' 0Py 2 C 8
. — —_—)T - AR + (=F _\L..._Q p
;:g A " 2 dp ( T ¥ (EEJ Pe Pg v * (1 * (égj (1 ¥ Pe Pg 6r)

- L'une d'elles. Aq Y w_gim%g diverge faiblement et correspond au vectsur
C "g

|Vq » parallele & la cgurbe de coexistence, 1'autrs, Az N %g ‘1 + gE]

clverge foritement et correspond au vecteur V2 » arthogonal & cette courbe.
Il s'agit, évidemment, d'un cas limite : a distance finie du
DGlﬂt critigue, les vecteurs propres de D n'ont pas de rappert géométri-
. Que aussi simple avec la courbe de coexistence. On peut ézalement se
poser la question de la signification physique de cette orthogonalité
des vecteurs propres, puisgu'elle déccule ﬂu cheix d'upe unité de mesure.
En fait dirg gue les vecteurs Vg > at |V? > gont orthogonaux dépend
de 1'hypothase <T, [T, > = 1 Pg| Pe > =1

Un autre choix nous aurait donné des résultats différents
guant & l'orthogonalité, mais avec le mémé comportemgnt critigue de

826,

75377
Nous verrnns an effet plus loin. qua, pres du point critique,
1a dérivée —a;—g diverge comme A 8l dz gst parzllele A 1la tangsnte a la
gourbe de coexlstence, tandis qu'elle diverge comime kq si z varie le
long da toute autre drolte passant par le point eritique. Le probleme

de métrigue ne se pose dang pas en réalits.

Sur cet exemple, nous avons montré comment on pouvait obtenir
ia matriceﬂD en unités sans dimension, nous avons daéterminé que les vec-
teurs propres de cette matrice, pres du point critique étaient 1'un
ﬁarailéle, 1'autre grthogonal 3 la couyrbe de coexistence en valeyrs pro-
pres correspondantes divergeant la premléra Faihlament,‘l'éutre fortament

au point critique,



Neus énoncerons maintenant un certein nombre de propriétés géométrigues
générales. Nous les illustrerons immédiatement aprés sur un exemple

le mélange ammoniac-azote. ;

%)Propriétés des vecteurs propres de la matrice&)_prés d'un point critigque

Soit un systéme physique caractérisé par g champs indépendants
Gthq, hz,... hgl la fonction de Gibbs associée. '

G étant une fonction continlment dérivable partout sauf sur
la surface de coexistence et au point critigus, en dehors de ces points
D (h) est une matrice symétrique. Elle admet donc g valeurs propres

_correspondant & g vecteurs propres orthogonaux.

Nous allons mentrer cue certains de ces dernieré tendent, pres
du point critique, vers les "champs relevants” de la théorie de K. Wilson
(réf. 2 de 1'introduction). Nous entendons par "champs relevants” certaines
foncticns -k (k4 ...Kppartout réguliéres, méme au point critique, véri-

fiant la propriété sulvante

La fonctipn de Gibbs est formée d'une pertie régulidre ®(kj...)
et d’une partie sipguliére c* talle gue preés du pmint'critique, il existe

ur ensemble de nombres L R T de sorte gue

. .
B (ks ernerkp) = A8° Ak, oen, AP K

pour toute valeur de A.

P

(Voir 1'appendice A sur legs propriétés des fonctions homogénes généra-

lisées).

Spient hy les vecteurs propres de G, gui sont au nombre ds P.

On aura p § d.

Les ki étant fonctions régulidres des hi, prés du point critique

oM peut poser

p
ki = L my h? (]_es hg_ étant vecteurs propres de ™

J=1
alors
2 2K
d™ G 0 air + ap -1 d G :
e 0L, = < Lomg, oM AT (A81 R < S
dhgdhj ij " 11 'nj : dk _dkp, K kp)
"
+ P
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[@En'étant la dérivée seconde la la partie reguligre de G mentionnée
gi-dessus) . ,

L'ensemble das p_2 eléments de la matrice &ij est fohc:tiqn du
point ol cette matrice est détefminée. Nous voulone étudier les vecteurs

Propres de$ preés du point critigue, Nous choisirons Lne direction

d'approcha au point crlthue, parametree par u et determinee _par_sss

composantes o; sur les vecteurs ky + Ki = ozu.

1im D2, (u) I m,.,.m (Aal+a - ———-—SZGX (A81 o&l L 299 oqu) +
mPe, = - . - 1 n e ‘ THs s Y
g+ 1,p 1N Sk 6kn q
@En(u)) " (pour toute valeur de A}.

Nous ch0151rona A de fagen que A%9ko = % (kg &tant le plus grand
des gy tels gue &K # 0)

1-al-an 2%
lim @13[UJ=~Z m.m.((u}—ﬁ————«— 6. G
40 | 1o o ko S Ldky log '
) 7oK
_ 1- 89 1-2 -, 8°C
o Opgsress QU ak + QY (u}) = L m,, m_. ( b ks ——
ka ! 0 ) in 1o Hond 2K, 8k dkn

[DJ D) aoq Dl-t] *+ (pln (U])

o i-al-an
im P (W= T omoom . ((u] akg . Cte + @ (u))
wog 1,n o 1n

Les champs h?i étant les vecteurs propres de D la matrice

iy’
D;y est diagonale. Certaines de ses valeurs propres sont divergentes.
an51deron$ 1'une d'elie., Au voisinage du point gritique @"

(régulier) est négligeable devant le premier terme et

o 1-al-an
1im Dij = I mli mnj % (u) | Bkg . Cte.

U3 1,n

Pras du point critiqgue, le terme le plus divergent I'emporte ser tous les

autres et
o 1-alg=ang
im D7, (u) = mygmo (w7 a, . Cte
w0 +d 0 Ngd

alo et a“o @tant les plus grands des ay pour lesquels respectivement

my 4 et mp j ne sont pas nuls. Pour que ce terme soit diagonal, il est
o 0
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nécessaire que my 4 m . = Lte . §.. ou, & forticri gue m m, oo

Ngd 1] 1.1 1.3
Cte 613 Ceci necessite 1'existence d'une valeur de 1 = ig unlque pour
laguelle ml@ & % 0. Dong les vecteurs h et kl sont colinéaires.
0

I1 ast facile de montrer gque la condition ci-dessus est condi-
tion 5u¥fisante. Ce résultat sst indépendant du choix de u.

Puisque-le nﬁmbre de vecieurs propres de P est au moins égal
& celul des Kl’ ceux~-13 contiennent les "champs relevants” de K. Wilsan
qui correspondent & des valeurs propres divergeant prés du poinpt critigue.
et d'autres vecteurs, orihogonaux aux premiers et correspondant a des

valeurs propres ftinies.

Théoréme 1

Parmi les vecteurs propres deﬂj, ceux correspondant aux valeurs

propres . divergentes sont colingaires aux "champg relevants” de Wilson.

I1s sont orthogonaux entre eux et & tous les autres vecteurs propres,

gui correspondent aux valeurs propres finiss de D.

Le déterminant de P sera alors le produit des valeurs propres

de P et divergera comme iui...

Le théoréme précédent ayant été établi, nous allons etudier
ies propriétés des sous matrices obtenues & partir ded et de leur
déterminant.

_ Soit ' une sous matrice extraite ded en lui enlevant n
ligres (n<p] et les colonnes Dorréspondéntes. Solt g%'le souUs gspace
des champs obtenu en supprimant dansﬁﬁ {1’espace des champs] leé n
vectéurs cprrespondants. Les vecteurs et valeuyrs propres de @' ne seront
pés, en général, simplement un sous ensembls de ceux de P. Cependant

si p-n » g, et 51’ admet g valeurs propres divergentes le raisaonnement

tenu plus haut s'appligue également.

Thégreme 2

/
Si pres du point critiqgue '96 contiant le sous espace Rp des
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"champs relevants”, O’ ppssdde ces vecteurs comme vecteurs prppres asso-

ciés & des valeurs propres divergentes; de mame divergence gue celles de

D.

31 maintenant ﬂe'est un sous espace de Ry gue se passera-t-i1 ?

L'examen du raisonnement’fait plus haut indigue que ce dernier s'applique
-enqpre a cohditiqn de congidérer la projection de Rg sur 96’ et gue si

deux champs renormalisés ont des projections communes dans ?6’, la direc-

-

tion propre associée correspond & la valeur propre la plus divergesnte.

© Par exemple, examinons le cag d'un point critique liquide vag-
peur (voir ci-dessus). k€8 vecteurs propres sont |[V,> = Xq [Pg> + Xq1Tg >
et |V2> 7 XZ P> + Y2|TD >, Considérans le sous espace |P>. Sur celui
i les vecteurs |V,> et |Vp> se projettant dans la direbticn commune

]P>, et c'est le compoftement de |V2> qui fixe lg caractere de divergence

ded’ = - %ﬁg » Le méme raiscnnement se fait pour la direction |T>. FPar
censéguent on retrouve le résultat connu gue, prés du point critigue
$%c et 6% ) ' '
EEZ ETZ (autrement dit, XT compressibilité isotherme et Cp capa-

cité calorifigue isobare) ont m@me divergence (divergence forte).

Théoréme 3

f ' -
3i ¥ contient seulement un sous espace de Ry, ' a pour vec-

. : } . - 5
teurs propres les projections sur‘aé de ceux de R_, &s8s50ciées & des

valeurs propres de méme divergence; Si deux de ceux-ci ont des projec-

~

. s e . !
tians colipéaires sur }5 : la valeur propre correspondant & ce vecteur

prqp;ﬁ deﬂﬁf diverga comme la plus diuergggﬁe des deux valeurs propres

associses aux vecteurs cgrrespondants de P.

Cholsissons alers un ensemble de vecteurs de base hi dont ausun
sous ensemble n'est paralléle aux vecteurs propres deP. Un tel choix
v
est toyjours possible. Dans ces conditions tout sous espace Jg contient

les vecteurs propres de P.
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Le raisonnement précédent montre gu'alors si 3@1 = (hi],
z
SJ(hi) = - é%%%— aura la veleur propre la plus divergente. donc,

guelque soit i, D(hi) divargera fortement . {hiihj ] aura deux valesurs

propres givergentes 1'une commeﬁ)[hi], 1'autre plus faiblement...

Dans 1le cas d'un point critique ordinaire, iln'y a que dsux
"champs relevants" ; par conséquentgjfhi:hj,hk} aura 2 valeurs propres
divergentes, la troisidme &tant nécessalrement finie et le guotient
des déterminantslgiﬁiLDiéiﬁi sera donc fini.
. D (hy.hy)
Dans le cas d'un point tricritigue ol il v a trois champs

releVants,g)[hi,hj,hk}'aura ftrois valeurs propres divergentes et le
TD(hj.hj,hE;h]}‘

E o sera fini (voir chapitre III).
m? (Bl

quctient des déterminants
Ceci étant &tabli, nous allons pouvoir donner une interpré-

tation géométrique des vecteurs propres de . En effet, en peut mon-

trer que (voir appendice B sur la diagonalisation d'une forme quadra-

tique par une transformatiecn unimcdulaire)

_4%6 DUW,hp,..shy) . Dlhoe..hp) | dnz (802
= 4 ey
dh 2 Dy .. T Ohg...ho) | dhy 5ny
" n . pz...pn
S TS N el N (’ahhl ) (A)
dh@ =7 i-1 n

jD(hx)étant le déterminant associé a la matricegbfhi..)

Cette expression posséde sa plus grande divergence au point

critigue si n

dbp £ ¥ (‘Shi )
i N alors le vecteu V>
dh1 122 \ 8hy g _ ectour |
Bis e ln
de composantes dhq,...dh, posséde une composante sur [Vq> vedteur propre

associé & la valeur propre la plus divergente. Le deuxieme type de di-

vergence est obtenu en annulant

n S
. dh Sh ;
E =2 - % (—rQl . dhs £ = 0 est 1'éguation d'une hypersurface,
dh1 121 dhl p dh1 !
n

gui est une surface de coexistence pour le systeme. Four le montrer,

il suffit de prouver que n-1 vecteurs indépendants contenus dans celle
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1& sont paralleéles & la surface de coexistence. Par exemple, i1 suffit

de démontrer que quelque soit i, g%i =(%Ei)‘ est la pente de cette
' k k' Pk
surface au. point critigus.
En admettamt le postulat ;5 "en tout point, sauf & travers

la CX8 les py sont des fongtions continues des champs hi"

Nous allons d'abord démontrer ie lemme suivant

t

N

"Si.1 hbinﬁ de la surface py = cte appartient & CXS, ces

deux surfaces ont en commun un domaine d'extension finie.

Pour ie montrer, il suffira de prouver que si £i = ote
.et si N;éﬁh-, une variation irfinitésimale &Ny des champs 2 p; = cte
conduit & une variation infinitésimale &x de x. (A et B designant les
deux phases, Na le nombre de molécules dans la phase A, etc..) En effet
si 8x est finie pour une variaticn infinitésimale de hi, cela veut
dire qu'il est possible de passer, par une variation infime. des
champs, dans un état [AJ pur ou dans un état (B) & partir d'un mélange
d'une quantité finie de (A) et de (R),
Pour montrer ce résultat il suffit donc de prouver qu’a
P; constant x est fonction gontinue de hj. Ceci est immédiat puisgue
py = PiAX + piB1-x). Or si p; est fonction continue de x et de
ﬁi‘a et py B pi constant x égt fonction continue de oj A et P4 Bt
ces derniers ﬁar notre postulat sont fonction continue des hj.
Ceci prouve donc notre lemme. '

Congéquence immédiate :

Théorame 4
()

51 Py = Pi les dériyées thermodypamiques.é Py constant
é%?K sont des dérivées le lang d= la courbe_de cosxlstence,
Kopy
Le résultat s'appligue également & la surface pi = pi(C] et

pj[CJ dont 1l'intersection est une ligpe critique.

Donc & 54 pg = pi{ci Pj = pj[u) les dérivées & deux densités constentes

il

a4 la surface Py
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sont prises le long d'une ligne critique. e méme les dérivées & trois
densités constantes [91 = pqt pp = pzt Py = p3t] sont prises le long

d'une ligne trileritique sl le probléme en comporte une,...ete...

Théoreéme 5

Ceci nous a permis de montrer gue, (le deuxieme type de
‘divergence étant obtenu le long de la courbe de coexistence), un des

vacteurs propres-degb gst perpendiculaire & la surface de coexistence.

Il corfespond_é la direction de pluys forte divergence deﬂ@, le chemin

d'approche au point critigue étant donng.

Ayant annylé le facteur de D{hp), nous obtenons le troisiéme

type de divergence en annulant le facteur de Dlhn-q.hp) dans l'expres-

Bihy)
sion A. .
. Cr s - _ dhp-1 _ Shr-1 dhy
Ceci nous conduit a @ E ] F _HETB 1Zp Bhy iy 0
n-—1s, n

E =0 et F =0 traduisent 1'appartenance du vecteur ccnsidére & la sur-

face critigue (il suffit de voir que comme précedemmsent

F:Dwdhj_zﬁjﬂj——
dfin-1 ¢hp-1
PnPn-1

Thé&areme G

{e deuxiéme vecteur proprs de @ est contenu dans la surface

de coexistence ; il est perpendiculaire & la surface critique si celle-

ci n'est pas réduite a un point. I1 correspond & la deuxieme divergence

de §.

Théoréme 7

Le 32me vecteur propre est paralldle & la surface critigue

dans le cas dfune surface critigue ordineire, les valeurs propres cor-

respondantes sont finies,
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Dans le cas d'une ligne tricritique,ce 3éme vecteur propre lui est
perpendiculaire et la valeur propre associée est également divergente.
C'est elors le 4&me vecteur propre, tangent & la ligne tricritigue qui

correspond & une valeur propre finis.

.Les théorame (5) {B) et (7] sont valahles uniquement si_les

valeurs propres divergentes ne sont pas dégénérées. {Nous verrpns au

chapltre III un exemple de ce qui se passe au cas ol deux ou trois

valeurs propres sont dégénérées).

Un exemple d'illustration de ces résultats peut 8tre donng
par la ligne critigue liguide vapeur du mélange azote émmoniac (cf.
rig. 11097,

" lLes trois champs du probleme sont la température, le poten-

tiel chimique u = HM2 - UNH3 , et la pressian.
mN2 mNHB .

La ligne critique de ce systéme AMoX limite la surface de
coexistence. Elle présente un point d'arrét A point critigue du-gaz
ammoniac pur et un extremum Mg, minimum de la température critigue.
(Il existe certainement un point d'arrét a haute pression, mais il n'a
Py &tre encore déterminé). La ligne OA est la ligne d'équilibre liquide

vapeur du gaz ammoniac pur.

On construit facilement, prés d'un point critigue quelconque
M, les vecteurs propres de §).
l.Le premier est |h10> perpendiculaire & la surface de coexis-
temce OAMpX (théoréme 5,5.7). le deuxigme |ho®> tangent 3 cette surface
et perpendiculaire & la ligne critigue. Le troisiéme ]h§3> est tangent

8 la ligne critique.

En général ces vecteurs ne sont pas paralldles aux "axes

physlques” T, W, P, Alors les théordmes Z et 3 s'appiiguent et 1'on
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Fig. 1 - /'ers _ f‘lﬁ.!,,

Surface d'équilibre et ligne critigue
des phases du mélange azote-ammoniac
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trouve que D(pl) = 2 000 (gp)T . » D) = t Eﬁ)T .

nem =-;Eiju divergent de la -m8mz fagon st fortement (en ET-TE}'-_Y
avec Y v 1,25 dans ce cas).
D{p.u), B(p,T), DL, T) ont méme divergence Que leurs valeurs

propres (l'une en [T-TD]“a o~ g,1, l'autre en (T-T ]—YJ

‘Alors BlEoH) o1 dp Dlp,yu} D(P,T) _ Gyl
AoTs 50 P (5D)T c o) tﬁp 7.v D[P T
pE,TI 1_(§9) DT, 1 D(T.u)  _ _~5g)
n(T) p \Spfs * "O(p ~ T “PM LRI T sp

’ e
divergent de la méms facon en (T-To)

| . Olp.p,T) _Bve  Dlp,u,TY _f _§_g) Dlp,p,T) _ 1{8p ,
fandis due TRy T BT TS B, T pt&g o.s

restent finls au point critigue M.
Cependant. au point My, le vecteur |h§ > est parallele ay plap P, .
- Donc Olp,u) possede une valeur propre fortement divergente

(en (T*TG]qYJ et une valeur propre finie. Par ccnséquent, au point Mgy

1 (S8p Sc . ,
5 (Sp) etQjﬁr)T y resteront finis ; C,; divergera

faiblement et les autres guantités définies ici garderont le méme type

de divergence que précédemment.

Ces résultats qui ne dépendenf que de la géometrie de la
surface de coexistence et de la ligne critique, demeurent bien entendu
valables dans d'autres cas ol la configuration est identigue (Par

axemple méthane-ammeniac, etc...).

Rgmargue i Il ne faudrait pas conclure de 1'exemple précédent que "les
. dérivées thermodynamiques divergent faiblement le long de la courbe
de coexistence, et fortement au dehors"! Ceci est incorrect.

Il ne faut pas confondre les dérivées de G dans une_direction

variable dont on étudie le comportement en approchant du point gritiqqe

selon un chemin donné (C'est le probléme étudié icl ; dans notre exem-

ple le chemin était d&fini par u = Hgs P = Pg 8t T-To) et les dérivées




_31 -

de G dans une direction fixe, et dont on &tudie le comportement selon

un chemin variable.

dc

La variation de - [Eﬁ] en fonction de T-Tec psut &trs
V,T . .
tout autre gue celle de —%ﬁ en ;ulvant la courbe de coexistence,
: P.T

paramétrés par T-Tc.

En effet le théoréme 4 s'appligue aux dérivées de type(g%%)
gui ont un sens dans un systéme a deux phases, mais pas & des Pk
dérivées de type g%% dont la valeur est différente pour chacune des

deux phases et gui ont peu de sens physigue pour 1'ensemble du systeme.

Nous examinercns en détall des problémes de ce type dans le
chapitre II, consacré aux applications de ces résultats aux points

critiques ordineires de différents systémes.

Conglusiaon

Dans ce chapitre nous avons défini les principes qui nous
guideront au cours de cette @tude : symétrie totale entre les différents
champs intervenant dans les propriétés d'equilibre d'un systéme, gue
ces champs alent une sxistence microscepigue (champs magnétiquel ou
soient d'origine statistigue (température}. L'idée qu'il est possible
de se ramener & un systéme de champs sans dimension par un choix d'uni-
tés convenables nous a permis de définir un espace vectoriel des champs
ure métrigue de ceux-ci, et des changements de bases. Nous avons alors
pu montrer que la matrice D avait pour directions propres un ensemble

de vecteurs bien définis par rappert & la surface de coexistence et &

it

la ligne critique et que, de plus, les directiens propres associlaes
des valeurs propres divergentes correspondaient, prés du point critique
aux "champs relevants” de K. Wilson. Nous appliguercns ces idées au

point critique dans le chapitre II au point fricritique dans le chapitre
IIT. Nous en determinerons les limites d'epplication, gque nous essalerons
d'élargir au maximum. Nous verrons en cutre, dans 1'etude des "zones

de croisement” que les résultats physigues de la théorie dépendent fi-
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nalement trés peu du choix des normes <Tp Tg> = 14 <PC]PB> = 1 par
exemple. Celui-pi est cependant commods pour exprimer mathématiquement

les résultats de la thséorie, c'est pourqucl nous 1'avons adopté.
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APPENDICE A. FONCTIONS HOMGGENES GENERALISEES

DéFinitiDEr:
Une fonctioh f{x1,..xy) de n variables est dite fonction
homogéne si, pour toute valeur de A, on peut écrire
C P s Axn) = g F (xgseeexy)
les xq1,,..xy appartenant a un espace vectaoriel £ sur un corps K, A
appartenant & ce dernier f étant une application de & dapns K, et g

une application de K dans "1ui-méme,

‘Conségquence de ls définition : saient A et U deux &léments de K

FOM xqeen Al xp) = gOW) Flxg, ey
= g(A) f( UXqewepixn ) o= glA) 2] Fixq...xp)
Cacl est vrai pour toute valeur de Xqaweaxp donc B(A)gln) = g(Au)

g0 gl = gl |

51 g(x) est uns fonction continue sur R alors glz) est de la forme

glx) = xa‘ (a étant un nombre réel).

-

La démonstration de ce résultat est assez lengue. Nous ajou-

terons 1'hypothéss que g est dérivahle. Dans ces conditions

dg
dx

Ji~-gtAJ.g[uJ = A g () ot g' (x) =
Sy

glA) g' (W) = Ag'(Au) choisissansp = 1 pogans g'(1) = a

alors g(X) x a= Ag'(\) ; - i}&ﬁ]
“++ alog A+ cte = Log g(A) g(A) = ote x )\{3_ meis on doit avoir
g(1) = 1

> g{A) = A% 1 sl g({A) est une fonction dérivable de R

dans R.

Définiti0n=0n appelle fonction homogeéne généralisée ure fonction de n

variables d'un espace vectoriel dans R qui vérifie
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FOF g, 0 ,2%0 xp) = gIA) Flxq,-eeixp)
pour toute valeur de A.

84s.0-,a, Btant n nombres réels, et g(A) une application de R dans lui-

n
méme .

Oe méme gue précédemment, si g(A) est continue glA) = 22,

On peut toujours se ramener a la forme

FAHxqa AT )= A Flxqeaxn)

. a a .
par un choix oy =-2} vee O T 75- et un changement de variables pour

A. Ceci ne restreint es rien la forme de fonction homogéne généralisée

considérée. 1
On peut par exemple choisir A = Ixn| a;
alors 4/
Oy f - )
Flxq.2e xn) = | %l F{ X'i/mnjwfan,..,-,,,] Kne/  angq
Rl
e .

Donc la forme la plus générale d'une fonction homogéne généralisée de

n Vafiables est
1

_ on X1 %P =1
f(le....xn] 1Xn| A (|Xn!a1/an ,....,mam_,l/an)

g, at g. étant deux fomctions guelcongues de n-1 variables de E dans R.

Exemples de fonctions homogdnes generalisées

flx,y) = axl + by3 gst une fonction homogéne généralisée
en effet . )

POL 2k, )\/33_/) = A% (ax? + byd)
alors g+l(z)] = (az? * b)

3 2
On a bien en effet : flx,y) = |y [-aagw%% t b ]
Un autre exemple est celui de flx,y) = axy + by
On a alors

2 1
flx,y) = -F[?\/3 x,x/?’yz.

Interprétation péométrigue !
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Transformuaotion

o ‘Echelle
O, ey 2. 2C.

Fig.

Ny

Invariance d'une figure géométrigue
au cours d'une transformation d'échelle.
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Soit f{x,y) une fonction homogéns géneralisée
Posons z = F{x,y).

Considérons d'abord un polnt de coordonnéss x,y,z = T(x,y]
puis un point x' = A®x y' = A8zy z' = Az,

La figure géométrique obtenue en dilatant de A91 1'échelle
des x, de A82 l'échelle des y, de A  1'échelle des z est identigue

8 la figure géom@trigue initiale. Il y a invarisnce d'échelle.

L'exemple le plus simple d'une telle propriété sst la para-

bole : cf. figure.

Cette noticn d!invariance par une transformstion d'échelle est

extrémement précieuse dans 1'étude des phénomdnes critigues.




...38_

APPENGICE B, DIAGONALISATION D’UNE FORME WUADRATIQUE
FAR UNE TRANSFDRMATIDN UNIMODULAIRE

Soit & diagonaliser la forme quadratique définie positive

. N
Wixq X) = .51 O3 Xy XJ On ‘peut opérer de la fagon
1

i
suivante : . J
On iscle xq

Ox,x] = agq x12 X L gy s G59)xy + X
. J

Qs xe
1,5#1 =173

' n 4 . . (o 04
Soqg Oxqor B IITUT 52 Ly [9g009) (o)
J=2 Zaqy 3¢ 2011 2011 4
k#1
X)Xkt LBy ok g xg
K21
Cr, %1y = @31 la forme quadratique &tant reelle.
D s

Un peut donc poser X4 = x4 + b NV

i P L Tt o

Flx,x) = ogHX,]z + Z&ijk x5 = (z 21,

. 019 G135
Si 1'on note ﬂij[1]'= apj - 23904 1 o
. ‘ 411 u.11 05’]1 0{1‘]
Qix,x) = aqqxf L) Ol 1) X{ X
On pose alors
n
Xo = x5 + % a2'(1]
j=3 %]
0z2 <
(2) 1 tpp (1) 0LZ;'I[“f .
=S . B : ' Fre.-
%22 o1 (1 oy (1)
finalement on obtient
‘ . (k) . n ak_Ek-ﬁJ
JQlx,x) = & Ok K [XK] XK = Xk + X E-_-L[KT}_ Xj
k=1 J=k Kk
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{k-1) o (k=1)

Q .
(k) y ki k]
Qs s 7
i _
; o, K1) (k-1) (k-1
kk Ty i “ij
(k=11
Ceci & condition, bien sir, gue les Qg ne soient pas
nuls. Si 1'un d'entre eux est nul, il suffit de choisir non uétwq]
mais le premier des aii_q] different de zero. Le probléme gul peut
se possr est gue tous les agg_ﬁ) soient simultanément nuls. On a donc

au moins une sous matrice de forme |o 07 (k=1]

on pose alors

Xy = (xq*tx47
V2

Xy = lﬁﬂiﬁﬂl. alors on obtient des termes diagonaux d’ordre k-1
vz

et k+t1 de forme aiﬁ—ﬂl

J

gue la forme quadratique § est définie positive, donc gus tous Ses

[Xf - ijl. Ceci est contraire & 1'hypotheése

termes diagonaux soient positifs.
Par conséquent la diagonalisation proposée est toujours pmésible. La

matrice de passage des xi aux Xi est de fcorme

1, %2, Gas L Hn
049°  Oqq 011
o, 1, ... et
M= ! &22[']] 01.22['1)
0,0,
o,0, : 1

Flle est triangulaire et tous ses éléments diagonaux sont
ggaux a +1 il s'agit donc bien d'une transformation unimodulaire.

Nous ailons 1l'expliciter davantage. La transformation, étant
unimodulaire, conserve le déterminant et l'on a

(k=13

n
D = dét [Otij} = 11 Ok Kk
=

1

Etant donnée la nature de cette transformation, elle reste
unimodulaire si on la restreint & un sous espace comprenant les k
premiers vecteurs de base de 1'espace des X;. Soit Dy le déterminant

de le forme guadratigue restresinte a4 ce spuUs espace




a11. &1K

; : K .
Pk = dét, | . = I 0l

: : 3=1 1

GK1 R akk

Ceci est vrai quelgue soit k

Par conséguent
(k=1) Dy

Cas particulier ol la forme guadratique est associée & la matrice D

Alors Dy s'eécrit : Dlhq,....,hg) ol Dlhq,,..hy) est le déterminant

-~

. associé a la sous matrice de D construite sur les champs (h1..0hi) et

(A)] s'écrit

a[K"1] . Do,y
ki Dlhqy«ashg-1)

La transformation unimocdulaire s'&crit :

n ,
X1 = xq + & %ll !
5 %11
6p1
o .
a%%— = %g% or i1 existe des équations d'état pour le systéme dé-
8h1
terminées par pg = - éﬁi-[h1 +-hp)
Pk

Par consgguent on peut écrire

{B) [gﬂhﬁgﬁﬂ 6h . = -1 (Ceci nécessite simplement
léhi Spk 6hm o ,

1'existence d'une &quation d’état, et la continuité des dérivées secondses

de la fonction de Gibbs G)

Par conséguent LY m(5h1
01 4 Shy 0
Far ailleurs uigq} = o - o414 Q13

&4
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8p1._ Spq i 8p1  Sht . opi , Spi oht
8hj Shj Shi 8pq Shj 8h Shy 01
d'aprés la méme relation. Dcnc : aig) = (%%i) (i et J differents
1y
de 1)
692
(1) 6
S ——+

Mais on peut également obtenir une equation d'état en écrivant

Pp = - ggi (h1,.«+hp) et, au lieu de maintenir fixes tous les hj.

sauf hl et hp, on peut les maintsnir fixes sauf b1, hgps bp 3 hp variant
de fagon que pp reste censtant. On obtient alors, scus les meémes

conditions gie (B}, une relation analogue.

(B") (%Ek) (Ghm) (gglL) - -y
10 op Pk en Am OkPh

Le raisonnement vaut encore en maintenant constantes deux den-

sités Pp, Pps ELC...

a (1)
21 _  _{dhp

Donc f—TT] { )

Gioo L1 P2

On peut étendre ces résultats par recurrence et montrer que

a[K_1}
“ﬁ?ﬁq) i (%%%) ?i n '(gg-)
PqesPk-1 o 1 p1...0n-1
(u=1) _ [Spk _ Blhg...ehid
On retrouve de plus gue aun (g——) = SICYRY
Pq= PR

On obtient done
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[ y ,fﬂﬁl _ _(dh1)
x1 ’ dh . FamaE R a ’ -a—HF
o Pq Py
: 0 1 - dhy (1*12
Xy : :
: : 1 ; dhn-'l}
; » ' g dhn 4/ P1..4PN"1
0 8 0 ,
! x.n_j 1
et
9(8h) = D (hy) [6h1 w(gﬁi) x Shot - (G
| P .
. I YR P (QDZ) X Shg eeenn - (952) p
O(hz) dh3/p1p7 dhp 0107
e,
par conséquént ;
- ___szZG = D{hv) [ 1 —(.6_'11) dhz .-(‘Eﬂl) dh”]
dhyq Shp o1 dh4 &hn o1 dhy
, Blhy,ho) [dhg _(Shz) dhg (shz) dhp
' - dh T »----1----—"5_‘* dh
D(h1....hp)

e +D(h’j---f-. hn-’]]
' GCh1~eers g

]2+

D[Hfl‘. .‘.hn_'/]]

e X
3

(On peut établir d'autres formules analogues par permutation des

hi, le champ hy ne jouant ici aucun réle privilégie.)
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CHAPITRE 11

LE POINT CRITIGUE DORDINAIRE

Dans cé chapitre nous nous prcposons de déterminer le compor-
tament des guantités thermodynamigques d'équilibre & 1l'approche du point
critique, de mettre en évidence les plus importantes d'entre elles, de
définir les exposants critigues correspondants. Nous introduirons pour
cela une notation préservant'une cartaine symétrie entre les exposants
liés & des grandeurs physiqﬁes analogues. Nous verrons gue les relations

obtenues permsttent de copdenser un grand nombre de propriétés critiques.
Nous examimercons le probléme des "zones de croisement” qui traduisent le

passage d'un type d'exposant & un autre. Nous présenterons en fin de cha-

pitre quelques applications de ces méthades.

AJCOMPORTEMENT DE DIFFERENTES GRANDEURS THERMODYNAMIQUES PRES DU POINT
CRITIQUE : RELATIONS FONDAMENTALES

Pour déterminer ce comportement nous devons séparer partie
réguliere et pértie singuli2re de G. Par "partie régulidre” nous snten-
dons une fonction & dont les dérivées, jusqu'en 28me ordre sont régu-
lieres, telle que G = 9 + By. Nous imposons en outre G400} = 0 au point

8G6gy - 0

critique, etﬁ?ﬁr)hzo

Notre hypothése fpndamentale, dans cette &tude, est que Go
ast fonction homggéne généralisde das "champs relevants”. Dans le cas
d'un point critigue crdinaire, il n'y a que deux "champs relevants” tels

que !

S I : 5 —
{4) Go(hg, hg] = A GylA 1h%,'K 2h§] pour toute valeur de A,

h? et hg étant des ?bnctions‘réguliéfea des h{ champs physiques, et s'an-
nulant sur la surface critique. Nous supposerons aq = 25
tegs densités sont données par

L 800, 60
Pi = [Shi " T
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8]
Pour que les hypothéses Gg (0) = O et(66ﬁ) h=0 = 0 spient vérifiées, il
\ =

est nécessaire gues 1 Z ay 3 ay > 0

Dans ces conditions

lim E%?T = p.C
hi -0 1 i
En outre gi? sfannule au point critique comme hkﬁi B; < 1 alors gue
i
&0

Fyrii pf + ahy + bhii“g +... (puisgue ¢ doit 2tre réguliére au meins
1

Jjusqu'au 28me ordrel...

Le comportement de pg -~ p? est donc dominé, tout prés du

G , 86
point critigue, par celul de S gt + lim pi—pjf3 = - ——9-.
&, dhi
I hi-+0

Mais nous sommes en présence d'un systeme a deux phases. Que
représente alors py ? lLe seule maniére simple de faire correspondre a une

seule expression deux valeurs de p est d'écrire

, o oG . ol 5®
1im |Di - Qi‘ = - ——J? (2) en désignant par p; (h.) = - =
hi~+0 Shi it 8hy

alors o2 (0} = p°.

Ceci traduit le fait que la courbe pi (R )} est symétrique par rappert a la
valeur pf“ au moins tout prés du point critigue. La fonction pf][hil étant
régulidére s'écrit
i  NrE

N3

o .
pi (hi) = pf£ + L akh, + I a;

Si hj n'est pas trop petit, pf (hy) est trés voisin d’une droite. Ce résul-

tat ast connu comme "loi des diamdtres rectilignes”. Des calculs récents

z . - 3 o . . .
(1) (2) ont montré, et 1l'expérience (3} a confirmé qu'il y aveit un léger
doart & cette loi, avec € = - o, au moins pour les mélanges binalres ;
dans les milieux magnétigues, par symétrie a;k = a; = 0.

Cependant, dans tous les cas, la formule (2] demeure valable

gt tout prés du point critigue l'approkimation

{]pi - Di[C]I v "%Eg ( 2} sera tout & falt suffisante.
i :

Les susceptibilités seront données par les relations




i = S0t 826 _ X1
I vy el 1
1] éhj 6hJ6hl
v = - 8%Bg 8%
8204 . o
Nous verrons gue 3hish diverge au point critigque donc le
16h;

terme régulier sgra totalement négligeable.

Par conséquent

546 848
1im 'X T ee———— o — —--—p—-—.-— [3‘]
oy 8hzohy 8h,6h;

et tout prés du point critique, la matrice @ sera aussi bien obtenue per

double dérivation de Gy que de G.

£n principe, les relations (1), (2’), (3) suffisent pour
praciser tous les comportements critiques. En fait (3) est d'usage mal

commode pour. préciser les susceptibilités A& densités canstantes par exem-

' ple. C'est pourquoi nous allcons y ajouter des relations utilisant le failt

quegﬁ est une matrice Jacobienne, et les équations d’état pour les pHi.

Bh) ,, oo certs () - {lBeed - HRR . GHLD
1) 0y = cte (3#1) ifp; 4lhy.py) 1P 1-Pj
bk = cte (k#1)
) : |
{8esy . - Dihilhg) : (4)
donc .(——:j D[hJ]
80iy  _ Dlhi,hx,hy) (5
De méms (6hl) O(hk,h1)
“PrrPe

Ung application immédiate de ceci est la relation 1

§ 8p1 . (Spi 8012 _ dpiy ¢ s
(50 ( DJ) [éhl _(gﬁi)h_] = SF?) = (35%). ohtenue en écrivant
- _ 1 —

oJoF (Gpi Dlhi,hi) 1

1. = = L1 - 1. ) DiRe) = Ofhs h.
shy . Bh: ), + Dlhi) DChy) i) |DChi) DChy) Dlng.hy) |
gtC...

Ceci est la géneralisation directe de Ky(Cp - C,) = TV&TZ

pour un fluide ﬁur : une autre exploitation conduit & CD(KT - Kg) = TVaTZ.



Rappelons également les relations B et B' obtenues au chapitre

I appendice B.

Spg) Shp Sh1) -
(6] (am)p ) (e . 1

N.B. : dans tout ce chapitre comms dans le précédent nous raisonnons
en champs sans dimensions de fagon & n'avolir adcun probléme lors du chan-

gement de base dans 1'espace des champs.

Les relations valent aussi bien dans le référentiel des "champs

propres” hg'que dans celui des hi, & congition d’'associer aux hiD les
) £
ShP ’

s ‘on 0
vHensités propres” définies par Py =
i

B) PROPRIETES THERMODYNAMIQUES DANS LE REFERENTIEL PROPRE

1) Généralitas : : 85
(Nous entendons par 13 les propriéetés des pf) = _.§F¥T (den-
cités propres et de leurs dérivées) .
Dans ce reapere, asymptotiquement prés du point critigue. les
vecteurs propres deﬂ) tendront vers les hf]. Ceci ne permet pas d'effirmer

queg) sera diagonale dans cette base. T1 en résulte cependant que, si Kf

: o O o 0
g = kO ; = K4
est la valeur propre associée au champ hf Dinf ) = Ky Olhi byl = Kyg Kj
. §pi _ Dlhy hy} _ ,o© _(Spio ) _
Par conséguent Shy = D(hj) = Ki = EH}T = 0

.bj
Les dérivées & champ constant. et & denaité constante sont identigues.
Ceci traduit le fait gue hf] = ) détermine la surface de coexlistence
(pUisqu’un chemin & densité giobale constante décrit une partis au moins
de la surface de coexistence —[voir'chapitfe1-ﬂ ce que nous allons démon-
trer. _

Parmi les p champs prcpres deéD 7 seulement sont associés
4 des valeurs propres divergentes. Celles-ci traduisent des susceptibili-
tés xij également divergentes.

g 628

Soisnt Xkk =~ <oz les parties diagonales de ces suscepti-

bilités. Considérons une approche obligque guelconaue au polnt critique dé-

b s (= R
finie par hy = & U.
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xiL (u) = A2k~ Xﬁi (A%aqu, A%2apu) + terme régulier
41 .
choisissons A = |u| a7
a) —{-ng:j— o C1- 82
Agklu) = |u| a1 Xkk (04 lul @3 0p) + terme régulier
o, . *Eg&l&;’]— o ' ' . . s
im Xgkiul = ful a4 Xkk (@1.0) + terme régulier
u=D :

f

La susceptibilité la plus divergente correspond done & k = 1.

Par conaéquent; le champ propre hfj asgocié & la valeur pro-
pre de  la plus divergente est celui gul dans 1'éguation (1) ceorrespand
au plus grand des ay.

0 est alors celle de la surface de coexistence

1

L'&guation hf

0 h£3==0 st 1'éguation de la surfacge critique

1

L'ensemble hy

Bans 1lg cas d'un systéme magnétique la fonction de Gibbs est telle gue

By (=2, 55 = Gy (1,0 = ABg (A%, A%

—
mfin

avgeoc Elt = -2'- ak ‘=

minge par h = 0, la surface critigue, un poini, est donnée par h = Q

la surface de coexistence, ici une ligne, est déter-

t = 0 ; le reférentiel propre se confond ici avec le référentiel physigue.

2)lexposants critigues
Nous allons maintenant définir les exposants critigues o,R...

caractérisant le comportement singulier des quantités thermodynamigues.
L'idée gui nous guide ici est que toutes les densités jouent des roles
symétrigues, de mé&me tous les champs. Dans ls cas du systéme magnétigue,
le moment magnétigue et 1'entropie jouent des rdéles similairas, par con-
séquent nous devons définir des exposants 8 et & pour chacun d'sux. Nous
verrons alars que l'cn condense en quelqueé relations un grand nombre de

-

igis d'échelle.

Nous définirons aq de telle sorte que

8]
. {SD‘]O' . o LY (sz -
Mo St ote - nd (7) de néme 1im —aztte O]
1 o §h
- 2
hza "D . hz_)'D
hG=D (7]

4

pi
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Les § vérifient

- - A 1
3 u] _
J:mgg =cte. | h3[® (8) 1im o, = ote [n5|32 (87
=0
h§=0 - "
20 h?+D
Les B sont tels gue
‘ B "Bz
1im p; = cte . |h?] lgm p? = cte . lhg
0 h. =0
Z
h2=D 1
Les vy vérifient
a . Yz
1im Soa_ . cte . lhD| lim Sei = cte . |hD
Gpg 1 5p? 2
h3-0 h3+g
O__ .
h2—D h2=D

(103 _ .- 10n)

Dans le cas de 1'aimant isotropse pD est 1l'entropie d'aimantaticn he = ILIQ;
Z : 2 Tg

pD gst le moment magnétique et h? = ii.
i Ha
0 —oZ
§(p3) _ 65 _CuTe N T-Tg
§hg 5T 1 c TR

Donc notre exposant oy s’'identifie a o, Yy = Y 62 = § 61 correspond &

la définition de ¥ (SmHysiT = TCJ Yy = fCHaH— g1 T = TC} B = B

Fn outre on définit des exposants 1 et Vv 1ligs aux cerrélations

entre densités. Soit la fonction de corrélation

rij (r,hi) = <pjlrlpjlol> - <pilal><pjlo)>

On définit la longueur de corrélationgiiassociéeé I&j EP,@J
comme le pble complexe de S[q,f&j S(qj hﬁ gtant la transformée de Fourier
del, ..

ij :
N -1 0 (11}
(s wginn] ™" - -
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C C
j v 15 1 q + .}.E '|+C,I‘
Kk(qJ ﬂa-jr—j— autrement dit a 1Dngue distance T ﬂn@ % /E

Far conséquent, prés de ce point Sy

£ 1] T g-74,
L'exposant v est alars tel que ;
. v,

0 0 . 0 0
lim £2 = zte |h 1im = Cte |h
0 2 . | 1[ (123 o Eq l 2| (12")

> o

hg*U hg 0
hZ:D . h1=D

L'exposant n est tel que :

Cte

kaq} = = pour h

3 (13)
qZ-fik 0
- h

Iim S
g>0

N O—= 0

Ces définiticns peuvent paraitrs complexes. Elles ne sont nullemant arbi-
traires. Ellés représentent la généralisation la plus directe des exposants
critigues classiques qui hermetté de préserver cette symétris entre tous
les champs et toutes les donsités indispensable & une étude géométrigue

entre des phénoménes critigues...

3) relatlons entre exposants :
" utlllsatlon de la relation (1) permst de d$term1ner B.

Py (n3s ho)= A827%0 [Aa1h1, A72h). En posant A = [h2] @ on a
1 2 p
0 (hy, 0) = |nY| 1;52; °(1,0). Done Bq = 2232, 4 m*ﬁe g, = 121
Pp Ny b 81 xRt R0 T ome B2 = o
_ 2az-1 . 2aq-1 . 2aq11 _ 2az-1 A _ ez 4 1-aq
Y1 af H YZ - aé H 051 a1 H @2 a0 H ‘5 62 H 62 E!/i

I1 est facile de vérifier que[a + 281 ty; =2 (14) I

1.
(15]-—-—-—"]—.{xi

1 #7et queLBi (1+84) = 2 - a4 I [1B]J

5; )
I s B
J 6i(6_]+1] (17 1. CCsun

La relaticon (18} possade une interprétaticn physigue intéressants. En effet,
dans le référentiel propre on peut en géneral écrire :

5 .
G =U-g3g pg hy étant 1'énergie interne du systéme.
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pg hz % pg x Cte x pi pour les densités singuliéres au point critique

s5i h? : 0 pour J # 1.

Admettons que ce résultat se généralise méme si h? varie
01+8]
i

alors pi hz v octe X 0 or pg " h? BJ

J

, : . . 0.0 O 20
Oonc pz hi n [hg]gj(q+6j1a Mals par ailleurs ¥ hj v oh

. 4.
J

La relation (158)s'inter-

préte dopc _en disant gue liegs deux termeaisinguliers de la fonction de

Gibbs ont méme comportement auprés du point critigue.

Pour illustrer ceci, repranons 1'exemple de 1'aimant isotrope.
Nous avons. vu gue le référentiel prppre, &teit le référentiel physique.

Nos résultats seraont donc directement vérifiables.

Dans ce cas on dénomme les sxposants

Ciy > o
B, + B 3, > ¥
62 > §
alors a1'= 1 - %J La relation (14) donne :
o+ 28+ vy = 2
2@ ¥ =
La relation (18] s'écrit :
B(1 + 8) = 2 - d
(2 ~o)¥ = (1 + 1J(1 - o) ou, sachant gue l'on peut écrire

§
L= -1 (2-o)z =601 -a)

(4)
Ces relaticns sont bien connues . Etant donné la maniére

dont nous les avons obtenues elles sont indépendantes du signe des champs.
Elles sont donc valahles aussi blen pour T < T, gue pour T > Tes Seul ls

préfacteur change, celui-ci &tant, par exemple, pour p», tel gue

05(hy,0) = p2 (£ 1,0) |h1|81

Il s'annule pour T > T, ce qui fait gue B n'a plus de sens alors.
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Mais o et ¥y gardent leur sens, etlontlmémg valeur pour T < To

et pour T > T,

(5]

Un exemple d’aimantlest C,. Br Les mesuras ont donng

3
B 0,388 = 0,05 C¥ v 1,215 £ 0,015 pour T > Tg
8§ v 4,28 * 0,10

B(1+48) =2 -0o donne o = (3,05 + 0,07

mais par ailleurs Y = 2 - o - 28 = B(§ - 1) donne ¥ = 1,24 £ 0,05 pour T < T,
Y = ¥' avec une bonne précision, c2 gui montre la cohérence des relations
précédentes, Celles-ci ont, jusqgu'a présent, toujours été vérifiGes expé-
rimentalement. A chague fois gue 1'cn a cru observer un désaccord, la

critique a montré ensuite une erreur dans la mesure, ou dans la conception.

4) Exposants des foncticns de corrélation
Restent & étudier les rslations d'échelie associant les

ni et vi aux autres exposants critigues.

.L'idée de base pour cbtenir ces reliations est que, prés du
peint critigue. les caracﬁéristiques dimensionnelles propres du syst@me
(pas du réseau pour un matériau magnétigque, rayon des atames paur un flui-
de etc...) perdent leur importance, dans la statistique des phénoménes.

Les seules unités de longueurs du probléme sont les longueurs

de_corrélation §q et £, deéfinies plus haut.

Par conséguent, les fonctions de corrélations seront sous
la forme FK(T/Ek:hi] (éventuellement fonction en outre des hiJ. Si 1’cn
multiplie les longueufs par 4’ r > Ty, £ > & uet hy +'hiuaEQ ol a'y
st un nouveau nombre différent de ai.

Dans la transformée de Fourier de I' on aura en outre q + g/u
Alors la fonction de Gibhs G du syst®me, définie par unité de volume de-
vra &tre multipliée par u¢ pour décrire le méme systéme.
G(uai hi J décrit en effet un systéme ol 1'unité de longueur est u fois
pius grande. -

Donc Glhi...) = u’detuai;hi} ,

- a'i = -a;d et £k étant %onction des champs si hy + ﬁﬂfaid
g EKU-

Autrement dit EK (u_aidhi,...] = ﬂiéhi»'--]

et Eylhy. ) = p g e hi,..)
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Ce résultat est indépendant de 1'indice k. Par_ conséguent,

bien que les grandeurs p4 et P, solent thermodynamiguement indépendantes,

(car elles se déduisent de champs qui diagonalisewtgh, elles ont des

longueurs de corrélation proportionnelles prés du point critigus.

On abtient alors facilement, par les définitiocns

. ] A
Vq F da4 V2 © day
ou dvg = é% = 2 - oq
i
dvi = 2 - a4 118)

Reprenons notre exemple de 1'aimant isotrope. Les deux densités

sont 1l'entropie et le moment magnétigue. En dehors du pocint critique

-r/
1im T'(r) ~ T' (D) ® £k

e

~v Cte X XK'Bdr/EK

Pour 1'entropie on a T'y(r) ~ Cte x Cy e” /&y (en effet Ty(0) = Cte . Xy
Parce que X7(gl] est la transformée de Fourier de I'(r) & une constante
multiplicative prés ~voir Landau jMécanigue Statistique chapitre 12—)

Cy diverge faiblement et X fortement. Mais bien gue la
grandeur de la corrélation soit infiniment plus grande pour le moment
magnétigue que pour l'entropie, la distance sur laguelle celle-1a diminue

de moitié est la mBme pour les deux densités.

. §+1
' On obtient que &, v Cte x t "V ah =0 et £q v Cte % h dé & £=0
£, v Cte x h - g%l--a t =0 et Ctex ™Y an=0

Comme précédemment la valeur des vy reste la m@me pour T> T¢

et pour T < T, dans les aimants

La transformée de Fourier de la fonction de corrélation est

S(g,&,hi..-) On doit aveir

Il

Slg.8,Ng e py SK[q/u,ug,hi11“dﬁi] oll u est une constante
a trouver.

Sachant que

Sy (0,8, hi..)

1

Cte x X(hi--+)
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~d(2a -1)

T oafs ' _ ]
On a K x Cte ¥ (4 “1dhi...] = Xk (hi-.a) =y S la/u, ug, hyu dal]

donc u = -d(2ak-1)

Slg,E,hi..i) = ufd[zak_qj Sk[q/u, HE,h _dai)

On choisit le cas limite hy = 0 pew
S(q,%,0...) = q 90291 Sk(1,%,0)
- = - = Ik

Cong 2 Ny = d[2q{_1] =d .y ag = VK

Z - Nk VK _[19]
Dans le cas, précédemment évoqué, de 1'aimant C. Brg

dv = 2 - o d=3 a=0,05 +v,"0,65¢% 0,02

1,24 ‘
- il vl
2 n," 0,85 vo1,91, Vg 0,41

‘ny v 0,09 £ 0,07

En pratique, et dans les différents modéles existants, nzest toujours treés

faible. nq et n; sont toujours positifs...

Il n'est pas sans intérgtde revenir sur la signification

physiquerdes relations (18) et (19) en utilisant des arguments analaogues
{6)

& ceux de Widom
Considérons une fluctuation de la densité de pi. Son "rayon
moyen” est de l'ordre de £q. Si Fi est 1'énergie libre par unité de volume
la quantité d'énergie supplémentaire associée & cette fluctuation est alors
de 1l'ordre de Fq{ £ d " kBT. Chague fluctuation représentant un degré de
liberté du systéme (principe d'éguipartition de 1'énergie). Comme
Fi v Cte x (hy) si hy = 0.
On a bien

204 0
kgl v Cte x (hy)© ™% x (hy)

-V d

ou dyy = 2 - di. L'identigque comportement de 51 et &5 au point critique
est done etroitement 1ié au fait gue les parties singulidres pq hq st
pz h2 de G ont mé&me comportement au point critigue, comme nous 1'avons

remarqué & propos de la relation [(19).
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La relation (19]posséde une grande importance parce qu'elle

relie le comportement de Sklg) au point critigus 3 des exposants précisant

un type d'approche a celui-ci.
Z - T SBra pour une fonction de ceorrélation dennées indépen-
dant de 1'approche au point critigue puisgque defini en ce méme point.

Conséquemment, le rapport y/v d'exposants critigues liés & une grandeur

sera indépendant du type d'approche au point critigue de la grandeur

considérée. Cette remarcue jouera un rdle dans 1'étude du point tricritigue.

5)Approche oblique au point critique : "zone de croisement”

Mous avons vu gue le comportement des guantités thermcdyna-
migques était radicalement different pour une approche au point critigue
a h; =0 ou & h? = 0. Nous avons signalé en outre, que, le long de tout
chemin vers le point critigqus pour lequel h? A0, il était le méme que si
1'on avait h; = 0. T1 est donc maintenant indispensable pour passer au référen-
tigl physigue de comprendre comment se feit la transiticn de lfun de- ces
_comportements & 1'autre, et d’étudier le cas de_l'apbroche Dbltie au
point critigue. '

Nous allons faires cette étude dans le cas de p? mais le rai-
smnmemeﬁt serait analogue pour les autres dérivées.

Il est commode pour cela d’utiliser une représentation para-
métrigue analogue & celle de Schoffield [7].
On pose hy = ar 61/a2 8(1-92)

h2 = I (1_282]
La courbe de coexistence est alors donnée par 6 = % 1, la
ligns hy = h,lC par 0 = 0. Le pertie singuliére de la fonction de Gibbs

s'écrit alors

G =r Vay p(6) ob p(8) est une fonction réguliere de 5.

De méme y
-a _
Pg = r 2y [Gj , 2(8) étant égalemant réguliére.
24
Considérons une approche obligue au point critique définie
par

hy = u cos Q@

n

|

u sin o
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lignes de croisement

EZY [@ne de =0

-

hy

coexislence

Fig. 1 - Approche obligue au point critique

Zone de croisement
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L'exposant Bé{f de pq est défini comme

82 . 4 log £1
eff d Leg u

Tous calculs faits, on cobtient : (si 1'on admet, comme le montrent Ho et
{8] :

Lister , que g(8) = K0O)
1-aq ( 202 . 4872 1) . 1
2 Bza, \1-82  1-287
Bore ™ Taq 7 287 _ ABZ ) L 4 . 292
a1-ay (1—eé 1-267 1-62

Par conséquent Béf{ ne dépend que de €, ou, ce qgui revient au méme du

2
1 8(1-0%)
/ol /a2 - 5
(1-262)81/ay

Les lignes d'égal exposant critique sont définies par

rapport

a1/
laq| = cte x jhz| 9z

Nous avons schématisé (figure 1) les résultats ci- dessous.

- 81 8 + +1, ce qul correspond & hy >> 1 et hp << -1, on trouve

1-a
1lm B = __.-.-.-.j- = B
g1 o1F a2 ’

{'exposant critique assez loin de T = T, est donc le méme
gue le long de la courbe de coexistencs si T < Tg.

- La limite B 5 L correspond & 1'approche lingaire tout

prés du point critigue. Danszcette zone on obtient Bsz :-g— ., C'est le
méme exposant que dans une aepproche a hp = O.

- La limite 6 = O correépond & une approche au point critigus

pour T » Toien obtient 1im B T Y done un sxposant négatif.
6-+0
Peut on s'en &tonner T I1 faut remarquer gue 1’ exposant

critique effectif est dé&fini localement, et gue Bgf{ < 0 ne traduit pas
pour autant une divergence de M | Cela signifie simplement que le moment
magnétique [par exemple} s'accroit lorsgue 1'an diminue la température.

Dans le cas de 1'aimant

dm Sm +.§E dr, ici di . tg o &n diverge mcins vite
ah ~8h 8t ani Toh dn . B St .
prés du point critique que ém . T-T v
&h T
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Fig. 2 - Exposant Be${ en fonction de ia température pour o = 500
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-y 1Y
dm T—TQ) . (T-Tc) -
Donc ah o (Tc et m T,

Ce résultat ast vrai si Tie << 1 pour gue l'on scit dans la zone critigue
Tor
mais 11 faut néanmoins que I?Iﬂ ne solt pas trop petit pour gue 1'on
- - C
puisse écrire om o, (i1 ) ¥ pour H # 0.
Sh T !

Le résultat précédent est donc compréhensible.

Nous avons tracé [ igure 2] la courbe représentative de BZ'F‘F
5 1
f 0 d = = a5 = = .
en foncticn de h2 ans le cas a,] 5 7 5

Mous constatons gue les zones de croisement sont sensiblement
placées de la m3me fagon pour T<T; et pour T>Tc.
La longueur de ces zones_est de l'ordre de deux décades en
a2

hy donc de 1l'ordre de u o= (10%) aq-an

La largeur de la zone ds croisement est de 1'ordre de %%

_ _Zaz
A 100 aq-as u étant le point de croisement. 7
(On définit le point de croisement de fagon a4 ce gue Bsz v §21§—§2

|.'éguaticn des lignes de croisgment est :
/3
- 2

hq = |h2|

H
5i les unités de hq = M gt de h2 = —% sont convenable-

HA H2

autrement dit O = Cte

ment choisies.
Nous avons &tabli ces résultats pour une approche cbligue
au point critigue ; d'auvtres types d'approche sont possibles, qul condui-

sent & une expression différente de B ; les cordres de grandeur reste-

eff i
raient cependant ies mémes et les zones de croisement conserveraient sen-

siblement mémz position.
A titre d'sxemple, signalons les résultats de He et Lister

(5) pour le fercomagnétique isclant Cr‘Bra.

n

1,215 = 0,015
a,368 = 0,005
= 4,28 t G,1

Dans ce cas 11 obtiennent

n

Y
B
&
on en déduit Qq = 0,812 * 0,01 A 0,510% 0,05

L'éguation de la ligne de creoisement est alors

b1 ety kETe o gpt (2005 prgted
Te Bl To
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ligne cr'-e'h'gue

—— -

surface de coexistence

Fig. 3 - La valeur propre associée & un vecteur propre donné diverge plus
tfortement le lorg de la surface de coexistence CXS gu'en dehors.
Le long d’un chemin donné 1s valeur propre associée & un vecteur de
la surface de coexistence diverge moins fortement que celle corres-
pondant au vecteur perpendiculaire a celle-ci.
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En pratique, il est impossible d'obtenir dans un matériau un
champ rlgoureusement npul. Il sera trés difficile d'obtenir misux Jue

4

H < 0.01 eersted.. I1 faudra alors gue E%IQ->> 10" pour gue 1l'on masure

C
effectivement B, Vv 0,38.

Remargue : .

_ On voit bien ici qu’il faut distinguer deux choses bien dif-
férentes. La premidre sst le caractere de divergence des valeurs propres
de 0. D est une matrice fonction de point, gui est singuligre au point
critigue. En chagque point, O admet des vesoteurs propres et des wvaleurs

propres. Prés du point critique ces vecteurs propres seront 1'un tangent

=~

5 la surface de coexistence (C.X.$.) 1'autre perpendiculaire a4 elle, Les valeurs
propres associées divergent pour toute approche au point critique. Celle
correspondant au vecteur propre tangent & la surface de coexistence diver-
gera faiblement, 1'autre plus fortement. La deuxiéme chose & considérer
gst le comportement d’une valeur propre dornée lorsgue 1'on change le
chemin d'approche au point.critique. Celle-ci divergera plius vite 1e.long

de la surface de coexistence qu'elle ne diverge sn dehors (figure 3).

|V12> | C.X.5 associé a Ay

|V2> H C.X.S associé & Ay

Aq diverge plus vite que Ao
A, diverge plus vite |l C.X.S gu'en dehors.

AZ diverge également ﬁlus vite le long de la C.X.S. gu'en dehors

En général dans 1'étude des points critigues, on se borne & la détermi-
nation des exposants critiques dans le référentiel propre. Dans le cas

des aimants cela suffit, comme nous 1'avons montré parce que la ligne de
coexistence se confond avec l'un des axes. Ce n'est plus aussi simple pour

un fluide pur, ni & fortiori pour un mélange binaire compressible, etc...

Dans ces cas, 11 faut étudier ce gue deviennent les divergences
dans le "référentisl physigue”. Le plus souvent, les champs propras n’ont

aucune reletion particuliére avec les axes de coordonnées et toutes les
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"densités physiques” ont un comportement singulier. Il en résultera, en
principe, un grand nombre d'exposants critigues que nous réduirons & ceux
du référentiel propre. Nous obtiendrons différents cas lorsque le systéme
d’axes propres aura un cu plusieurs vecteurs paralliles aux champs physi-
quaes ou & des "plans physigues”. Nous avons donné un exemple de cette
situation {(point critigue liguide-vapeur du mélange azote ammoniac sous
pression) au chapitre précédent. Nous en donnerans d'actres & la fin de

celul-eci.

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES GRANDEURS THERMODYNAMIQUES DANS LE "REFERENTIEL

PHYSIQUE
I1 s'agit donc d'étudier les densités
p; = - é%% (les hy &tant les champs physiques) et leurs déri-
i
VEES .,

Far comportement asymptotigue nous entendons le compariement
assez pres du point critique pour gue 1'on puisse négliger tous phénoménes
de croisement. Nous considérons d'abord le cas ofl

1) aucum vecteur propre n'est parallale & un sous espace des axes physiques

Alors les théorémes 3) et suivants du chapitre I s5’appligquent.,

En particulier D(hi) a méme comportement que %%%. (hi, hj) a des valeurs
propres dont 1'une se comporte comme §E1 ., l'autre comme g%z- [hi,hj,hk...)
1 Z

a des valeurs propres de méme comportement que les précédentes, les autres
valeurs propres &tant fipies.

Nous avons montre que, dang le "cas obligue" par rapport aux

a Sp'l 1~ 2a
vecteurs propres h.,, —+— varie en ]h! a
17 dhy
FPar conséguent, toutes les susceptibilités diagonales g%%
ont méme comportamant en fonciion de tous les champs hy du probléme et quels
1WZaj

[

Cte x [hl] a4

que soient K, et 1,|1lim g%f (hy)
Cte x |hy| ™

0

e

Appliguons ce résultat au fluide pur. Les densités sont la
chaleur latente $-Sg; = L et la masse volumigue p - pos les champs conju-
gués sont la température st la pression. Les gusceptibilités diaponales

sont :
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2a1-1
T-To\ ~ a7 7-1o) "8
Cp et x7 qui doivent civerger en (~?—Q) M o~ eﬁrig le
c a =

long d'un :chemin ol la pression est maintenus constante. De la mé@me fagon
P_PD -0,8

) .[Nous
Pe

reviendrons plus lein sur 1'interprétation de ce résultat].

a température constante, on obtient une divergence en {

Legs susceptibilités non diagunales‘se comportent de la méme

) 1
fagon. En effet D(hj,hy) = 981 801 So1 803 oy pehpIDchy) - Dthy.hsy) 2
801 J dhy &hj Shj 6hi§p 2 J7 801 80
= EF?!D[hi]xD[hj] s comporte comms EF$ D[hi,hjl comme EFT . EF?
Done :. _
guels gue solent .
lim  8pk ) -4 . .
Ko l.m h1>0  Shp (hi) = cte x |h1| avec 0q = 1 + 55
Les susceptibilités & une densité constante se comportent comme :
So1 - BLhi, A et varient donc comme S02
(Shj_ D[th h2
Pk — .
: T R N ' T 1-2a7 :
uels gue soient C14 : i -
A 1,3, hKTD %%i- (hg) = Cte x |hx| &1 = Cte x |hy] 11

Par exampls, dans le cas du fluide pur; les susceptibilités
& une densité constante sont ¥g et Cy. Elles divergent donc de la méme
fagon, en [1%13J~u2 ol [E%Eﬂ]“uz sglon gue 1'on exprime 1'écart au point
critigue en ?gnction de T og de P {0, est de 1l'ordre de 0,1 pour CDZJ.

Les susceptibilités & deux densités constantes lorsqu'elles
existent, restent régulidres au point critigue, Les densités py varient
comme * | '

0els gue sonent . .. —
A q i,k 1lim  pyihg) = Cte |hK[82‘.le long de la courbe de

nk>0

coexlstence.

Par conséquent, dans un fluide pur, la chaleur latente de vapori-

sation et la différence de masses volumigues entre liguide st vapeur s'an-

1 1/
/3 ou (P-PCJ 3 le long de la courbe liguide vapeur,

/5,

nulent en (T-Tg)
tandis qu'a T = T4 5~ Sg et p - pg varient Bn[P - PC)
Tautes les densités ont donc méme comportement critigue, qu'il
s'aglsse de la densite de masse par exemple, ou d'entropie.
Pour ce gqui est des laongusurs de corrélation, ia relation (J}
permet de résoudre le problsme. £n effet, elle nous dit que 51

-a 8Pk, b
B v (h 178 ot g2 o (h )
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le rabport 4/b est indépendant du chemin d’approche au pecint critigue.
Puisque 2 - ni = d(2a,-1],
on obtisnt gue 21 _ _ g
lim &k = (h) dag = (h) d (Zmaq) |7 V2, dans une appro-
b+
che a champ constant.

Tous ces résultats sont asymptotigues, valables uniguement

trés prés du point critique.

T~T -0 -0,8
. . c 1 T-T
On peut g'étonner du résultat X7 ™ Cte T v Cte —?wﬂ
o
T-Tg 1,32 ©

La littérature indique en effet (x) X1 ™~ Cte . Cs desaccord n est

T

C.
qu'apparent puisgue rous considérons une approche au point critique a champ

censtant, alors gue XT est usuellement mesuré le long de la surface de

coexistence (ou de son prolongement si T > T,

En résumé, si nufvecteur propre n'est paralléle & un sous
espace des champs physiques, ftoutes les susceptibilités divergent de la

méme fagon

- & champ constant, et sur un chemin & champ constant %%l [hkl
_ 3 S
- .4 champ constant, sur un Chemin a densité constante (le long de la sur-

face de coexistence p; = Df 6h |hk|”Y2

densité constante, sur un cﬂemln & champs constantst

6D'L
ghj K

densité constante, sur un chemin 2 densité constantetgh ) lhe | ™

1l

v |h1|_Y?

1
ot

£n outre, s'il y a plus de deux champs, on peut définir les dérivés a 2

densités cpnstantes qui sont réguliéres.

(x) cf. par exemple Stanley"Phase Transitipns and critical phenomena’ table
3.2 p.44, table 3.4 p.47,
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Ces résultats demeurent exacts pour toute valeur des indices
i:jjk
Toutes les densités varient également de 1a méme fagon. Sur

1
un chemin & champs constants -
P py v ‘hk|61

Sur un chemin & densité constante pg v |hk|82
Le cas exprimg ci-dessus est le plus fréquent, mais d'autres
sont possibles. Nous n'examinerons ici que ceux dont nous connaissons une

réalisation physigue.

2) Auftres cas

Alors, d'aprés les théoremes généraux du chapitre I, D(hy) et
Di{hs) divergent comme Ap, valeur propre associée & hg et D(hy,hy) diverge
de la méme fagon. ‘ '

Par conséquent X., = DliRgl, X172+ X22 divergent faiblement

{ comme h-o°2 1e long de la surface de coexistence comme h_\M en dehors].

Dih?h7]‘:(591) 502) Spyp L . (8py 8p .
Blhy) ASha) (5n fskg)  eont Finie ”’a“‘(ahi)p oufgnal,, e

(7
ge fortement (comme 57Y2 ou h *respectivement)).

Une réalisation physigue de ce cas est ls ferromagnatigue

-

compressible, la surface de coexistence gtant le plan (T,P] g'équation

- 60) -

H=0. UDHC(GP . KT,H et CP,H

T-Te,-0,05 H

(—= £) 777 environ} Kq W et Cy,y restent finis, et Xy,p susceptibilite
C >

. - - - *DJB
magnétigue.diverge en (ITIQU 1.3 siH =20, sl H # 0 comme CTTTCD
G C

envirenl), de méme que Xp 0 Xg p BtCe..

divergent faiblement (Si H# 0 comme

h) La surface de coexistence est paralléle a_l'axe physigue_hy

Par conséguent D[hqi diverge comme A, (cf. théoréme 3 chapitre
1), 1é5 autres déterminants ne changeant pas par rapport au cas général,

Donc, les seules divergences modifiées ici sont celles de YXq9q

d0q , L : : _{Spi _ blhi.h) \ .
Sy gui varierna comme KZ et de Xi4 (35; -jjﬂ;rrw— guil variera
P P1
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comme Aq.
Un exempls de cette situation est le cas de 1'azéotrope cri-

tigue {cas des mélanges Cl; - CoHg, CO, - CoHg, CoHg ~ CoMy eto...) od la

surface de coexistence est parallgle & 1'axe . Par consgguent Dul = %ﬁ)
diverge faiblement O(T) = C st D(P) = Ky, divergent fortement... TP
Dy, T 8 P-k D(u,P) de H
de méme gque —tm— =Pmﬁ) gt ———— =p—~). (Ce résultat a &étg établi
D) AU o) Sy T.p (8)

pour la premiére fois par’Griffiths st Wheeler)

¢) La ligne critigqus présente un extremum

Dans ce cas ells est paralléle au plan (hq,hy) par exemple.
Alors DO(hq,h,) diverge comme K1 tendis gue D[hi,th continuent a civerger
comme A1.h2 B(hq) et D(hy) divergent toujours comms h1. Par conséguent

les changements par rapport au cas général résident dans le caractere

fini def%%l) t(gﬁ7) = DéT;’?Z) et la divergence de(%%?)
e s 2709 1 ' 1hpq,p2

Une réalisation de ce cas est le mélange azote ammoniac gue

naus avons examiné au chapitre I.

Résumons ces résultats dans un tableau, qui s'appliquera aux
mélangaes binaires... . . D*autres cas sont possibles gui ne figurent
pas dans celui-ci. Le lecteur ies obtiendra facilement en utlliisant les
thecrémaes du chapitre I pour rechercher les modifications guil s' snsuivent
pour les D{hi), D(hi,hj], etc... Les conséguences concernant les guantites
thermodynamiques s'en déduisent aisément.

Un probléme reste posé : comment ss falt la transition entre
1*azéotrope critique, par exemple et le comportement critique ordinaire 7
Nous examinerons cette guestion en appendice, selon une méthode qui peut

gtre facilement généralisée & d'autres cas...

Sur ces guelques exemples, nous avons pu constater la grande
variété des comportements critiques. Dans certeins cas, une grandeur, qui
usuellement diverge fortement, pourra, en un point particulier, avoir une
divergence faible ou ‘méme devenir totalement reguliere. Au contraira,une
grandeur normalement finle pourra acquérir un comportement fortement sin-

gulier. Ces caract&res ne dépendent que de la forme de la surface de
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coexistence, de la ligne critique et des axes physiques, au point considéré.

La plupart des exemples cités ici sont empruntés aux mélanges
binaires, dont les surfaces d'équilibre liquide vapeur gt mes surface de
démixtion .sont assez tourmentées pour présenter un grand ncmbre de possi-
bilités. Jusgu'ici, 1’étude de ces mélarges a &té effectuée surtout d'un
point de vue physico-chimique. Des mesurses de compressibilité, de chaleur
spécitique, de vitesse du son dans ces mélanges pourraient.confirmer la
validité du point de vue géométrique dans 1'étude des phénoménes critiques
et contrdler les critéres dont dépend 1'étendue des "zones de croisements”

telles gue nous .les avans déterminés...
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APPENDICE ZONE DE CROISEMENT POUR UN_AZEOTROPE CRITIGUE

Nous avoris @tudié dans le paragraphe précédent 1'azéotrope
critique. Nous avons vu notamment que dans ce cas la divergehce de f %EJ
g : T,P
y devenait faible. ( On s'attend
alors & une atténuation acoustique domipée par la diffusion et variant en

apg v ~?;i4 m2.4 alors qu'elle diverge dans ls cas d'un mélange binaire
, -0, 58[9) )

Nous ailens examiner maintenant le probléme de 1'exposant

Qrdlnalre en aD |

oritique de [ 6 » En dehors de 1'azeotrope critigue 1a compr9551b111te
. T.p

| Y2 et au volsinage de 1’azeotrope critique, en

T TC ’ P—P“ ’ MM gelon le chemin choisi, le

long de la surface de cceX1stenoe]

Ihk| %2 (hy pouvant tre

Nous voulons examiner le changement de régime, et 1'gtend: e de -
la zone de transition, que nous avons appelée zone de croisement.

Poyr ce faire, nous supposerons que la surface de coexistence
est analytique au voisinage du point d'azeotrope critique, de la méme facon
que la ligne critique est analytigque dans 1'espace {T,p,u). Alors 1'éguaticn
du plan tangent & la surface de cpexistence au point dgéfini par (TO,pD,uDJ
gst K, (T-Tg) + Kz[p Pol + Kzlu-wo) = O avac Kq(T,p.u) et K,(T,p,p) finis
3 1'azéotrope crltique s(T,p,u) [u HAl Cq + {p-pp) CZ * [T-Tp) C3
Ka s'annule au point d'azeotropie crlthue

Appelons hq, hg et hS les champs propres, h? {ncrmal
8 la surface de coexistence) a pour composantes h Kq: t Ky et b K3 . hg
a des composantes h'K% h'Ké h'&é hY des composantes h"g!', 1% h' K”

| 3
BVEC K4 Ky * Ky Ky * Kg Kg = O Kq KJ'* Ko K5+ Kg Ky = D
SIS RN |
on aura : , 6 o ) 2
x: r,p - 826 (Shq ‘o 2g hy Shy , 878 |6h )
/P e | VA éhﬂého G T 13 S
i’ .l i
%G §hy &h3 L e (5h0 ‘
. — i
+26h?6hg' Sy Su ‘6h§6h0 S "Sﬁi * §hgZ [\ 3y ! o
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. (SQ _ . 1-Za 2 ’ ) ’
L (—*g‘p)T,p = a1 x NS xKg® ey IR Ky Ky e Rg inf e 5
1-aq : ' 1-a2

R L1}
+2’“\4 ¥ 85 K313 +2ﬁ§ lh! 8y KéKg A K

(On choisit en effet une approche obligque au point critique le 1éng de

la surface dercoexistencé]. ﬁ peut 8tre ici Hop , P_Bc ou T-Te
. He Pc C

Eliminant les termes réguliers et ceux gui s'annulent

. 1-2a 1-aq-ap 1-2

0 (j&) - a nlTa kg + oAz Nl = L+ ag Ihl 5 K2

h>0 \ Si/; . Y 2 3 2 2 K3K3 7 A3 2 K3
1-2a1

1im (--(-S-g-) = A"i‘ |h| an (U-ppl Cq- [P‘PA] co * [T"TA) cg ¥
TIP

: 1-2ay 5
Ao Ini" a2 XK 3§ x (u-up) Cq * (F-Pal g, + (T-Tplcg * A3 I} ez K3
Cette expression resout le probléme. Etudions par exempls le probléme de la

ligne de croisement.

1-a ' _ a1 -1
Elle est telle que |h| az Kz ([Aq |h| az k3 * |h\ Kig A2)
© 1-Zap .
= |hfay Az (KY)

On opére selon une approche obligue ; donc EﬁEA = U = Kyh
A

Comme, en outre, on approche le point critigue selon-la surface de cosxis-

tence, on peut écrire Kz = Kf Su +'K% §t ol Su. = Hiiﬂ 8t = I%IQ
c

Sachant que a1 < Zag et négligeant les termes ies moins divergents, eg

2 1
posant x = %ﬁ a1/a2 on obtient K4KD Ky Naz 2 [6pj2 + KzKéK;Ku ay x6u

- KB&BKU =0

C'est une éguation du 28me degré ; si elle admet des racines elles sont au
nombre de 2 x&u = rq et x8u = 1
Donc les deux lignes de croisement sont données par

aq-ar aq-az
8t = rq [SH) az et 6t = r, (éu)  ay

3 1'extérieur de ces lignes on mesure 1l'exposant Yo entre elles, on mesurs

1'exposant Oo

On peut en principe déterminer T, et o & partir de la connaissance

de la courbe de coexistence st des chemins gui permettent de calculer KU'
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K2,K,,et de la mesure de(éﬂ) au voisinage du point d'azéotropie, gqui
23 SUT}Z}

donne P\»], P\Z, P\S
Cependant le résultat important est gue 1'étencdue relative de
13 zone de croilsement dépend essentiellement du repport aq/4,. comme dans

ie cas étudié plus haut d'une approche oblique au point critique.

Comme 51-> ao ies lignes de croisement sont tangentes au point
d'azéotropie et la tangpnta eat paralléle au plan p, T (figure Al.
Une analyse identigue pourrait etre falte pour une approche au point cri-
tigue hors de larsurface de coexistence.

On ahbtiendrait {(pour §p = 0)
_ aq-an aq-az
St = r, (du) &y et 8t = ré {(Su) aq

H]
L'analyse aurait été la mdme en partant d’autres quantités
thermodynamiques et aurait conduit & des résultats analogues (toutsfois

avec ces coefficients r% et ré différents).
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Fig,.1 - Aimantation du grenat de Dysprosium et d'Aluminium en foncticon du
12

champ et de la température (Tiré de 1'article de Landau et Al.( )y
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CHAPITRE III

A - GENERALITES

QDéfinitian o

A la suite de Griffiths (1) (1970), on définit un point tricri-

tique comme le point de rencontre de ftrois lignes critigues.

On observe un point critique ordinaire dans un systdme caracté-
risé par deux grandeurs d'état intensives indépendantes ; 1l faudra donc
sauf cas spécial; au moins trois variables d'état intensives indépendan-
tes pour caractériser un systéme admettant un point tricritigue.

Dans certains cas, le troisiéme "champ” (selon la terminolegie
employée plus hautl] n'aura pas d'interprétation physique simple. Certains
auteurs 1'ont alors appelé d'une maniére asssz discutable "champ non
physigue”. _

Dee peoints tricritigues ont gté observés dans le mélange IHe-He,
dans certains matériaux magnétigues. dans les mélanges ternaires. Bien
qu'histariquement le premier cas connu soit celui du mélange isctopidgue

(11

d'hélium , 1'exemple le plus simple est celul des métamagnétiques.

2)Exemples :

a)La transition métamagnétique

Un composé est dit métamagnétigue si, antiferromagnétique en chemp
_ faible, i1 devient paramagnéticque au dessus d'un certain champ critiguas HC
qui dépend de la température.

En pratigue, si 1'on trece les courhes de moment magnétigue M
en foncticn du champ H total (chemp appligué et champ démagnetisant], on
observe une discontinuité dans les courbes M(H). (Voir figure 1}. Le champ
critique correspondant varie bien sOr avec la température. Expérimentalement
en fonctidn du champ appliqué, on observera, non pas une véritahle discon-
tinuité mais une pente trés importante de la courbe MCH) .

Des composés comme Fe Clo, Fe Br2[4} le grenat de dysprosium et

(12)

d'aluminium présentent de telles propriétes.
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Fig. 2 - Diagramme de phase d'un métamagnétigue
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Ces corps ont une étfucture formée de deux sous-réseaux magnétiques, dans
chacun desquels les spins des atomes magnétigques ont méme direction moyenne,
les deux sous-réseaux ayant des aimantations résultantes qui s’opposent.

I1 v a donc deux densités qui interviennent : ce sont les aiman-
tations par unité de volums des deux sous—réseaux. On préfére choisir 1rtai-
mantation totale et gelle d'un sous-résaal.

Les champs conjugués de ces guantités sont alors 12 champ magnethue
résultant H et celuil au niveau d'un sous-réseau ou champ alterng Ha.

Les modiéles du métamagnétisme montrent (figure 2) que les systémés nogséE-
dent troils surfaces de coexistence ayant une ligne commune, Cette derniére
gst la ligne de prémier ordre AT : elle sst située dans ls plan Hy = 0O,
comme la surface de coexistenca ATB, et s'arréte au point tricritigue T.
La surface ATB est surface de coexistence entre deux états antiferroma-
gnétiques ol les deux réseaux ont des aimantations opposées. Les surfaces
NATM et N'ATM’ sont Symétriquas par rapport au plan Ha = 0 et correspondent
3 1la coexistence de domaines antiferromagnétigues et paramagnétiquas.r
Elles sont limitéss par les lignes critigues TM et TM'.

La ligne TB est également une ligne critigue. Le long de celle-ci
la transition anti?erromagnétique—paramégnétique pst du deuxidmes ordre si
Hp = O. _

En général, on cpére donc dans le plan Hp = 0 et 1'cn observe
gque la transition passe du premier au deuxiéme ordre. Dans le cas du
grenat de dysprosium et d’aluminium {DAG) 11 semble maintenant gue,

le champ extérieur appliqué ait une compogante M non nulie.
On ferait donc les mesures dans un plan obligue par rapport & HA = 0 et
i'en n'aurait pas réellement acces au point tricritigue.

Dans 1e cas de Fe Cly, et Fe BTZ, la transition est =n outre sensi-
ble & la pression hydrostatique st il exdste non plus un point, mais une

ligne tricritique...

b)Mélange 3Hs. *He (2]

Au dessus de Ty = 0,87°K les isotopes SHe et %He sont miscibles

en toutes proportions. Meis, si le mélange est assez diiué en SHe, il peut de
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Fig. 3 - Courbe de démixtion et ligne A du mélange 3He HHe
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plus &tre superfluide, au-dessus d'une certaine température Ty, qui diminue
lorsque la concentration en He augmente, et gqui est de 2,17 K pour 1'h&lium
pur.

A une température inférieure a Ty le mélange se separe en deux
phases, dont celle pauvre en 3He est superfluide (fig. 3).

Tei les densités importentes sont outre 1'entropie par unité de
volume, la concentration en 3He et le paramétre d'ordre superfluide [pé/pJ?'
Les champs conjugués sont la fempérature, le potentiel chimigue recduit
o= EFi— #ﬁ-, et le champ C conjugué au parametre d'ordre superfluide.

’ ﬁe modéle d'Ising de spin 1 bermet de traiter gualitativement
les propriétés du mélange au voisinage du point tricritigue. Si = 0 décrit
urt- atome BHB situé au pecint 1,84 = * 1 décrit un atome ‘He. Si <5 > = 0,
le systeme est normal ; si <S > # 0 le systéme est superfluide.

{es résultats font apparaitre trois surfaces de coexistencs,
comme dans le cas précédent. L'une de ces surfaces est la portion ATB
du plan £ = 0. Les deux autres MTAN et M'TAN' sont symétrigues par rapport
& ce plan. Les lignes 7B, TM et TM' sont les lignes critiques,'la 1igne
AT est du 1er ordre. Les résultats sont donc analogues aux précédents. Ce-
pendant la surface OATB n'est pas ici une vraie surface de coexistence,
Flle représente en effet la coexistence de domalnes o <5 > a méme module
mals signe opposé. Or la grandeur physiquement significative est es/p =
!<S >12 gqui est identique entre ces domaines. I1 n'y a donc pas lieu de
les cdistinguer.

Par contre les surfaces ACN et ACN' décrivent la coexistence
entre états de méme potentiel chimigue mais de composition chimique dif-
_férents. Ce sont des surfaces de démixtion, dont le sens physigue est clair
et adapté au probléme étudié.

Expérimentalement, les régions & # 0 ne sont pas accessibles et
1'on observera pour & = 0 une transition superfluide du 2&me ordre qui,
‘pour une certaine température et une certaine concentration du mélange
cessera d'2tre du 28me ordre pour devenir du ler et sera accompagnée de

la démixtibn du mélange.

e)mélanges ternaires

Rappelons tout d’abord comment on représente le diagramme de

phase d'un mélange ternaire (fig. 4},
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Fig. 4 - Construction du diagramme de phases d’un mé&lange ternaire
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Soit ABC, un trianglé équilatéral. Si CB est la concentration du mélange

le composant A, soit P le point du cdté AB tel gue FB . C

, AB a
2nit  tel que %% = Cb’ Eb 6tant la concentration dans le mélange du compo-

gapt B.

Cp = %%-est alors la concentration du composant C. Tragons par P la paral-
12le & BC par § la paralléle & AC. Leur intersection en 0 est le point
représentatif du m&lange.

Le point A représente le composant A pur, le coté AR le mélange binaire (A+B).
On pedt donc représenter dans ce triangle, le diagramme de phase du mélange

A une température donnée, et dans un pfisme dont -ia base est ce triangle,

on peut 1'obtenir & toute température.

Considérons un systéme ternaire formé dé composants partiellement
miscibles. Le mélange AB posséde un point critique 61, le mélange'BD un
point critique C,p, le mélange AC le point critigues C3. Lorsgue 1'on fait
varier dans ces -mélanges la concentration du troisiéme'compasant on engendre

une ligne critique.

Les trois lignes critiques obtenuss se couperont alors au point
tricritique T. '

Nous avons feprésenté le diagramme du méiange sur la figure b et
des sections de celui-ci par des plans T = Cte dans la figure B.

Un moaddle voisin de celui de Blume Emery et Griffith [Sjutilisé

pour traiter les cas de 3He—q"He a servi,a décrire ces mélanges [13}.

Dans ce cas, on obtient en général des diagrammes de phases ana-
loguss & la Tigure 2, lorsgu il existe un point tricritiqﬁé.

Pour certaines valeurs des paramgtres, on peut enlubtenir trois,
"le diagramme de phase ayant 1'aspect de la figure 7; le point B étant le
lien de cosxistence de guatre phases différentes...
Remargue : une publication récente de Griffiths (e) signale que l'cn a pu
observer des points tricritigues dans les melanges ternaires suivants

acide acétique, butane, eau & 191°C

méthanol,eau, dioxyde de carbone (87 Atm 44°C)

fthanol, eau, dloxyde de carbone (81 Atm 47°C)

méthanol, éthane, dioxyde de carbone (76,5 Atm 33°C)

Ethane, n-hexadécane, n-eikasane (55 Atm, 40°C)
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Fig., 5 - Diagramme.de phases
d'un mélange ternaire.

A A

(a) © (b) .(C) ‘

T<T, | T=Te, 7;'<T<7;

(d) | - (e) ( F)
=T, .7;<T<7:,z - T=T

2

Fig. 8 - Bections du diagramme de phase par des plans T = Cte
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Fig. 7 - Diagramme de phase pour certains mélanges ternaires (d'apres Mukamel
et Blume (131)
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Fig. 9 - Diagramme de phase de NH,Br
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ot dans les mélanges guaternaires
sau, (NH,)y S0y, CHg CHp OH, € Hg (1 Atm, 48°C)

H50, CBHSDH Dyridine,‘hexane normal
CH DH, CHBBHZDH, HZD’ Coz (87 & 91 Atm. 44 2 47°C) selon la pression)

Mentionnons encore le cas des transitions ardre désordre, comme dans NH4CI
et NH4Br. '

c)NH,C1 et NH Br (575

Dana NH,Cl & 1 gtat solide les tétraédres NH peuvent Btre orlen—

tés de fagon dlffBjEHtE, 3 1'intérieur d'un réseau de type CoCl (phase I et
I1) ou de type NaCl (phase III) (cf. figure 8}.

_ Dans la phass (1) les tétraddres (NHy) sont orlentes dans 1la
méme direction.

Dans la phase (II) ils sont orientés dans les directions 1,1.1)
et (-1,-1,-1).

Dans la phase (III) (Structure NaCl), 1lsur orientation est libre.

5i la preséion est assez basse, la transition (I) =+ {II1) sst de
2&me ordre sinon elle est de ler ordre.

Pour p = 1493 bar, st T v 255 K cn a un point tricritique.

Dans ce problame, la pression ne joue pas gxactement le rdle
d'un "champ " thermodynamigue mais elle modifie la force de l'interaction
entre les tétrasdres (NHg43 -

Le cristal.NH4Br présente 1eéAm§mes propriétés, mals de pius

" une guatriéme phase, tétragonale oll les tétrahédres sont orientés anti-

parallélement. On a un 2eme point ftricritigue {(fig. 9).

S)Caractéristiques communes des points tricritiques

On observe donc des points tricritiques dans des composés trés
différents, mais tous ont des caractéristigues communes. Existence de 3
surfaces de coexistence ayant en commun une ligne de premier ordre,‘conver—
gence au point critique de 3 lignes critiques, nécessité de trois champs
au moins pour décrire le voisinage d'un point tricritique. Souvent l'une
des surfaces a une relation simple avec les axes de coordonnées [HA = 0 pour
les métamagnétigues ; & = 0 pour le mélange 3He 4He] mais ce n'est pas tou-
jours le cas (D.A.G. et mélanges ternaires, aussi la description géométrique

gue nous avons déja utilisée pour les points critigues ordinaires parait
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nécessaire a une description générale des phénoménes tricritiques.

Pour simplifier, nous nous limiterons & 1'étude des points
tricritigues, bien que des lignes tricritigues sociept connues chez certains
composés, et que 1l'on puisse s' attendre & des résultats analogues a ceux

ootenus pour les lignes critiques ordinaires.

Deux approches scnt possibles pour les phénoménes tricritiques.
Dﬁ paut les étudier selon le point de vue des lols d'échelle ou rechercher
la valeur des exposants tricritigues sslon la méthode du groupe de renorma-
lisation.

ta premigre méthode ne donne que des relations entre exposants ;
la seconde cohduit, au moins en principe, aux valeurs exactes de ceux-oi, 3
condition de connaitre le hamiltonien du systéme. Nous allons indiguer bris-

vemgnt les resultats apportés par ces deux méthedas avant d'exposer notre

point de vue.

B - LES THEORIES ACTUELLES

1) Le groupe de renormalisation

(18)

Riedel et Wegner ont proposé un mocdeéle présentant un point

tricritique, en partant d'un Hamiltonien

¥ - - 2 AR s8R+ & - : (' 82(R) + u's4R) + v'4BB1  (A)

5(R) gtant une variable de sbin continue. Les deux param2tres d'ordre sont
m= <4>petn=1-<42>,

Avec ce modéle, 1ls ont montré gue les exposants tricritigues
étalent les mé&mes gue dans i'approximation du champ moléculaire, avec des
corrections logarithmiques, pour un systéme & trois dimensions
(Nous avons un résultat analogue peour un point critigque ordinaire, dont les
exposants sont ceux du champ moléculaire & d * 4. On peut, de méme, se deman-
der si, pour un point guadricritique, les exposants éont ceux du champ molé-.
culaire pour d 2 2},

' "Le probléme des point tricritigues n’en est pas résolu pour
autant, parce que nous ne savons pas si la forme (A) décrit tous les points
tricritiques possibles.

Elle ne tient pas compte de la poriée de 1'interaction, dont nous
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savons gu'elle joue un role fondamental dans le cas du point critique ordi-
paire (cf. discussion du rdle de O dans 1'introduction).
C'est. pourquoi nous allons nous intéresser & la méthode des

iois d'échelle, moins restrictive.

2) Les lois d'échelle ; la théorie de Griffiths

Griffithé (8] faisant la synthése d'uns pUblicatiDn de 1970
119)

(1]

et des travaux de Riedel a proposé une présentation des points tricri-
tigues et une notation de leurs exposants. .

Considérons le cas d'un matériau métamagnétigue. Ici les champs
sont T, H et ¥ le chémp alterng (champ magnétigue au niveau d'un sous réseaul.
Les paramétres d’ordre consldérés sont M et ¥ conjugués de H et .

Dans le plan (T,H) la direction privilégiée est celle de la
tangente & la ligﬂé critigue et-é la ligne de 1er ordre au point tricritique.
(On suppose donc gue ces deux lignes ont une direction commune). Soit Hq(T]
1'équation de cette droite.Griffiths propose d'exprimer la relaticn d’homo-
généité sous la forme F(1A,1%g,108t7) = 19(270t) Fa,g,0) o0 A = T-T¢
g = H-Hy(T).

11 ¢éfinit alors deux familles c'exposants tricritigues, les
uns obtenus & champsconstants, et indicés t ; Les aﬁtres mesurés le long
de la ligne de 1er ordre {en considérant alofs ie pbinf tricritique comme
point terminal de cette ligne). Les exposants Bcrreépondants sont indicés u.

Ces exposants sont définis de la fagon suivante
LETeT ¥ |y -H| " H-H, | TTE %E— : LH—Ht|_ut
£ lH-Ht| t g -étant associé a la fonction I': T(r) = <Y(OI¥(r)>
- <Y(0)><¥(7)> de Fagon que I'(r) = G“T/E/l i~ |d-2em, | et si H = H

F] et
T = Ty g~ ot '

t

~

Sgit M la discontinuité de M & travers la courbe de coexis-

tence AM v ETt-T]Bu LI |T-Tt|”Yu Cn . 95 v iT-Ttlnum
. 6 T 8Ty
+ N

| H-H | |M—Mt!5U on définit T'(r) = <M{r)M(C)> - <M(F)> <M(0)>
£ n 1T‘Tt|mvu;
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Un peut désirer préserver uns asymétrie entre les exposants au-dessus de la
transition et au dessous er définissant M, comme valesur de M dans la phase

désordonnés ¥ = D et M. comme la valeur dans la phase ordonnge ¥ > 0O
AMy = My = Mp N (T - T]B+ Ao = My = Mo (T, - TJB_
BtCasa ,
Pour &tablir les relations entre exposants critigques Griffiths
propose de consldérer la tangente & la ligne de premier ordre au point

tricritique. Soit H4(T) son éguation. On pose ;
g=H_Hr]ET]

>\=T"Tt

" Alors, 1’hypoth&se d'homogénéité prend la forme :

Feen, eh, 0%y =000 kg

¢ est appelé 1’exposent de croisement. Si & > 4 les relations entre sxposants

gont indépendantes du choix

1

o
il

H""Ht
T - Tq(H)

H - quT] g

AT - Ty cd A

En consequence de 1'équation d'homogénéité, 1'éguation de la

ligns critidue et de la ligne de 1er ordre est

g = Cte x A¢ .51 ¢ > 1 ces deux lignes ont une tangente
cammune. Les exposants critiques sont reliés, moyennant ces hypothéses, par

les relations

Yy T2 op - 2By Yy T YL T YL = doyg

St = - 1 + (2-04 gy Gu = 6; = Q_ = 1/ (1-04)
At = Byt =2 - o~ By | AQ = ¢

¢t = 1/¢ 2-n = (2_at_26t)/Yt
uu =2 - ¢ (Z2-ap) Yu =vlo=vl L ¢Yt

By = B, = B- = ¢(1-ay) 2 - M, = oadVg

Les lois d’homogénéité usuelles sont d'ailleurs valables pour

chaque série d'expesants (par sxemple. :
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Ayt 28ty =2 =0ap r 2 By oY gtca..)

Les .aspects essentiels de cette théorie sont donc les suivants :
au point tricritique on peut définir 2 classes essentiellement differentes
d'exposants‘tricritiques. (Il en existe une troisieme, loin du poin% tri-
critlgue, les exposants correspondants étaﬁt ceux d'un poipt critique or-
dinaire). 5i les loié d'échelle s'appligquent, il existe un seul exbosant
de la série indicés 4. qui ne se déduise pas de .la série indicée t, 1'exposant
de croisement ¢. Cet exposant est de nature géometrigue et traduit la forme
de la ligne critigue pres du point tricritique.

Cette théorie est parfaitement compléte dans le cas du m&lange
isotopique d'hélium puisqu’on n'a accés gu'au plan £ = 0. Elle est en cutre

bien vérifiée expérimentalement.

- C - LES DONNEES EXPERIMENTALES SUR LE POINT TRICRITIQUE 3He He
(2)

Graff Lee et Reppy ant été les premiers a montrer que,

dans le plan X,T, la courbe de démixtion du mélange 3H84He avait un sommet
anguleux, au point ol elle rencontrait la ligne A
Ceci indiguait, selon la terminologie de Griffiths, un expo-
sant Bu =1, ‘ ) -
Alvesalo et Al. (2) ont montré gue la chaleur spécifique Cpx
3 concentration constante était non-singuliére au point tricritique, ce gui
prouveralors a, < 0. En outre i¥ﬁ1ont obtenu v, = 0,85 + 0,1 y! o= 1,05 £ 0,1
. 1) .

' Goellner st Meyer ont repris ces mesures par une méthode
utilisant les pressions de vapeur saturantes. Ils obiennent

Y, =y = 1,02 0,1 =y, § =& =2,0% 0,25, en utilisant la relation

8¢, RT G_(ng P sat (c) )
.

Su T i-c dg P sat (He3)
s (14) , .
Leiderer, Watts et Webb ont, en outre pu recemment mesurer par diffusion
de la lumiére la longueur de corrélation § (qui seralt £ dans la nomencla-
. 3|
ture de Griffithsi.
{'intensité diffusée est
4 2
1 1
- T,P PoT,P P r,cdR2 £94g
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o0 aNg est la polarisibilité de 1'hé&lium par unité de
valume, do la mament transféré, A la longueur d'onde. On peut en déduire
v et n Leilderer et Al obtiennent v, = ng = 1.

Tous ces résultats sont compatibles avec les relations établies
1

par Griffiths. En effet B, = Yy = 1 conduit a Op .= % ¢ = 2 (en utilisant

B, = ¢(1-at) et vy = ¢at} alors 8, = 2 ce gue confirme 1'expérience 3 oy = - 1

ce qui vérifie la relation oy + 2B, + v, =2, v, = 1 ce qui conduit a
- ¢t t 2

Vg = 1, ny = 1.... toutes relations Uéfifiées par 1l'expérience.
Par conséquent, la théorie de Griffiths rend compte de fagon
satisfaleante des résultats expérimentaux. Mais elle est incompléte. Dans

le cas de 1'hélium, aucun exposent ne décrit, 1le long de la ligne de ler

(16)

© ordre la variation de |wl = %%ﬁ[voir Josephson ] bien que des mesures

(15)

aient pu &tre faites. Ahlers et Greywall cnt pu montrer, par des mesures

de 2azme son, gue, le long de la courbe de démixtion : pS/p variait en ]II:I|

- Tt
et donc |¥| = Cte |T$tTr2.

D’'un autre c@té, cette théorie ne rend compte que des comporte-
ments critiqgues dans une des surfaces de coexistence.’

Or nous savons qu’il existe des cas {D.A.G., m&langes

ternaires) ol 1'on peut étudier 1'approche au point tricritigue hors de
‘celles-ci. Dans ce cas, il est a prévoir gue le comportement des dérivées
thermodynemiques & 1'approche du peint tricritique dépendra uniguement de

la géométrie des surfaces de coexistence et des lignes critiques. Une exten-
" sion des idées de Griffiths et Wheeler (17 au point tricritique s'impose
donc, en méme tempé qu’une généralisation de la théorie de Griffiths. C'est

ce gue nous nous proposons de faire ci-dessous.

D~ GENERALISATION

Dans le cas d’un point critique erdinaire, la géométrie du
probléme, et les vecteurs propres dépendalent essentiellement de la surface
de coexistence et de la ligne critigue.

| Dans le cas présent, nous avons trois lignes critigues et trois
surfaces de coexistence ; le probléme est donc beaucoup plus compliqué.
Nous allons cependant faire 1'hypothése que, comme dans le cas du point
critique ordinaire, la partie singulidre de la fonction de Gibbs du prooleme
est fonction homogéne généralissge de trois champs propres (il en fallait

deux pour un point eritigue ordinaire).



o ,o0
. : o h3 des champs
physigques régulidres au point tricritique, et s'y annulant, telles gue

Autremenf dit, il existe trois fonctions h?, h

pour toute valeur de A :

o .0 Oy _ 4 84,0 yap,.0 ,83.0C ~ .
Gy (], hS, h) = A Gy (¥1ng, A%2ng, A%n) (1)

Comme dans le cas du point critique ordinaire, nous obtiendrons
les propriétés des dérivées thermodynamiques é.partir de la matrice D, dont
les vecteurs propres sont au nombre de (nombre de champs physiques du pro-
bléme) ; les trois pfemiers sont associgs & des valeurs propres divergentes,
lés autres a des valeurs propres finies. Comme pour le point critigue ordi-

naire, nous commencerons par 1'étude dans le référentiel propre.

T - ETUDE DANS LE REFERENTIEL PROPRE

1) Aspects géomeétrigues du probléme

a}surfaces de coexistence

Par commodité, nous désignerons par’h? le champ propre
assotié a aq (dans 1’expression (1)) aq étant le plus grand des aj. De méme
a o .
ig 2 & - z ay 2 .
h2 gst assoclé a a, et h3 8 ags de sorte gue a, 2 as ag. Nous rephercherons
tout d'abord 1'interprétation géométrigque des champs propres. Pour déterminer

les surfaces de. coexistence, il est commode d’utiliser 1'identite

501}
dhj pg - ¢f, hi = [F si k # 1,3,1 (Spl)
' &hy
‘Nous avons montré en effet gue la surface pq = ct contient un domeine d'exten-
"sion finie de la surface de coexistence (Chap. Tl. Donc-gﬁl repré-
dhj e] = Ct

sente, 81 p; = pl[t] au point tricritique, la pents de la surtace de coexis-
tence. Caci est vrai dans n'importe guel referentiel et en particulier dans
le référentiel propre. Paramétrons per u = Zhg a4 une approche oblique quel-

. g .
conque au point critique. Alcrs d'aprés la relation (1) on obtient(ghi) = Cte x
N3/
A —a —a1-~a84 JH1
lU| 1 Zi aj _ ] 2% aj
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Fig, 10 - Surfaces ce
coexistence et lignes
critiques si aq > a; > a3

Fig. 11 - Cas ol
&31=a>63
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~Quatre cas sont possibles :

%) a1 > ap ? ag

3 o
2

a .
‘(8hi) + 0 au point critique (%E%) >0
. | ' p7. h

en® ) o o 6he f 5 o
1
pz, ha

0 6]
83 o (Sh% o
Sh? 0,0 8ha pD hy
03.hy 3 ™

, - , , : u]
Les trois surfaces de cogxistence cocntiennent alors 1'axe hS’ et

sont perpendiculaires & 1'axe h?. Elles sont donc toutes trois tangentes

~

a 1'axe hg (figure 10)

P] aq = ap > 53

o 0
(——j‘gho) > fini(—-ﬁh; > D
hz pD hD 5h3 pD hD
13 112
géfinit [Sq]
o} Q0
(&D% - ?ini(%ngJ. -+ 0
ahz 0 hO h 0 hD
Py N3 0207

definit [82)

Shg 8hY
( — > fini ;(—ér >0
ahz 0 0 ¢hsyf o o

pB’hB ps,hz

definit [Sa]

: o . . .
{ps trois surfaces contiennent 1'axe hB (pr&s du point tricri-

tique) et forment entre elles des angles diédres finis. (figure 11).
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Fig. 12 - Surfeaces de coexistence et lignes critigues si aq > ag = ag
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O définit (S)

8hS /0.0
z/p.h Q
13 1h2
8n? 83
—L > —= > Cte définit (5,)
dht/ o o Sho 0.0 2
2 th3 3 02h1
(8n7 8ng
_ - + Cte définit (S5)
8h3 on2 8n9
3732 p3 1
Les trois surfaces sont perpendiculaires & 1'axe h?, eiles

admettent donc un plan tangent commun au point tricritique, la ligne d'inter-

section de ces 3 surfaces étant oblique par rapport a h; et hg (figure 12}

8] 8y = a, = a3

A ce moment, le sous espace.assoclé & des valeurs propres diver-
gehtes est complétement dégénére. Les 3 surfaces de coexistence font des
angles diddres finis entre elles.

(Une étude analogue a été propesée par Hankey Stanley et Al (20)

Q)ngnes critigues

On obtient les lignes critiques en annulant la partie singuliére

[.féquation des lignpes critigues est donc :

Go[h1, o h )} de la fonction de Gibbs.
I1 y a 3 lignes critigues donc trois trlplets de valeurs de
h?, hg. h; qui‘annulent Gy =
] Soiento[rq, T, rg)o(?%; ré, ré]a[r;. r%, rg] ces triplets ;
comme G (h,, ho, bl = A B (A%hg, 232, hah 3) =0
On doit avoir
281 h? T lazhg =T lasré = rs_[ligne critique n°1)
Aa1h$ ra Kﬁzhg ré Aaé hg = ré (ligne critigue n°2)
Ka1h$ rq Kazh; r% Aaaré = r? (ligne critigque n°3]
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a] 1/ay o _r azé@'
Pour la ligne n°% he = 21 x | ha ho = =%, | he
1 1/5 3 Z ‘ag 3
1-'3 3 r3
! EI/]/ J a2/aa
i o o -= _].—::L 0 aa o = 5.2. 0
Pour la ligne n°2 Cohy = oy Ih3| h, S |h3|
r‘a 3
n Ly 82/(:']
a1 /as 3
Pour la ligne n°3 h? = E%ﬁ/ X ]hol 3 ho = 2 |h0|

Dans les cas a et b les trois lignes critigues sonpt donc tahgen-
8]
3

Dans le cas c élles sont perpendiculaires & 1'axe h?

dans les surfaces de coexistence. Ceci indique finalement au'elles sont

tes au point tricritiqus & l'axe h
et continues
tangentes au point tricritique & 1'intersection communs ces trois plans.
Dans le cas d, on ne beut conclure. Nous nous limiterons

dans cette étude. aux trois premiers cas.

' l.e point tricritique du mélangs 3He 4He,‘celui de NH4Cl ef
NHaBr cdrrespondant au premier cas, comme nous le verrcns plus loin. On a
quelgues raisons de penser aqutil en est de méme pour les métamagnétiques.
‘Mais nous entendons ne pas exclure les autres cas "a priori”. '

- Nous obtenons donc le résultat suivant :

_ Au moins pour les points tricritiques de 3He 4He, pour NH401
gt NHyBr, les trois lignes critiques sont tangentes sntre elles et & la
ligne de 1er ordre au point tricritigue ; en outre, les tfois surfaces de
coexistence y admettent un plan tangent commun.

8]
o 1
perpendiculaire & une au moins des surfaces de coexistence h2 dans cette

Dans tous les cas nous choisissons les vecteurs propres h

surface et perpendiculaire & l& ligne de 1er crdre hg conteny dans cette

ligne. Ce choix est toujours possible sauf dans le cas (d), pour legquel tous
les chemins d'approche au point tricritique seraisnt équivalents...
2) Exposants tricritiques ; relations entre exposants

Dans le cas du point critigue ordinaire, noug avions deux
coefficisnts a; ap, et nous avions été conduits & introduire deux séries
d'exposants critiques ; ceci dans le but de conserver le maximum de symétries

entre le r@ile des différentes densités. Ici nous allons &tre conduits 3
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définir trois sériss d'éxposants. Nous devrons autant gue possible préservar
1'analogie entre ces derniers ei- cauX du point critique ordinaire. Dans le

référentiel propra, on les définira par :

u] .
Lim §E% = Cte X 1h§] % pour les oy (2)
hi>0  Sh, : ‘

hp=0 sik # 1

64 85 85 par
lim

hi>G - o (3)
hip=0 si k # i

Les Bj%‘devrmnt ici porter deux indices. L'indice du haut indiguera la den-

sité considérée, Celul du bas le champ que 1'on fait varier.

lim pi = Cte x Ihgisjl

ho-0
3

hO=0 si k # J (4]
On définira les.indices Y;ﬁselon le méme principe :
i
0 s
11m-§9% = Cte X |h l .
chy,
hyvo
(5)

o . .
.hi=U si k # ]

"On céfinit en outre les exposants de corrélation de la fagon sulvante

Soit Ei ia longueur de corrélation associée la fonction de corrélation.

&
P (T = <py(Ppy (T1> - <pj (FI><py (B)>
de sorte que

Fii[rJ N Cte

—v/Ey

—_ (8]
P d'2+ni

Ceci nous définit 1l'exposant 1y
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i
En outre  lim £; = Cte ]h?lvj
hj~>0 '

he=0 81 k # 3

A titre d'exemple, on obtient dans le cas du mélange 3H94He (voir pius loin)
A 2 3
dg = =13 8§, = 5; § = 2; &, = o B = 13 B = 1;

. .

'2"}
3. T N e NI I SO N
B =4/53B) = 2755 B, 53 By = e S ER R T 53 Ng = j.

Mais dans ce cas, parce qu'on ne peut faire des mesures gque dans le plan
1 1 2 2 ‘

£=0 on ne peut mesurer que oy, az, S5, 63, Bqys Bos 83, Yguo
Nous verrons plus loin 1a correspondance gue 1'on peut alors établir entre

. Nos exposants et ceux de Griffiths {on a, par exemple Qg = 0 Op = at

1 2
B, = Bt By = By » ete..u)

Reverons au cas général. En utilisant 1'égquation (1) on obtient facilement

o =23 oA gddey 5 281
ai 1 T—Eii i aj 1 aj
Ce gui conduit aux relations
oy o+ ZBf + Yf = 2 | (8) pour tcute valeur de i et de j.
B0l + 6,0 = 2 - s SENE:Y
] i J
Lo o (10)
84

Pour &tablir les relations pour les exposants de corrélation
on peut utiliser un raisonnement analogue & celui du chapitre II, =% 1'on

obtient :

i1 . B _
vyt o= EE} 2 -ng =d (2a - 1)
oul d vjl =2 - aj (9]
T . 0
2 N4 YJ /Y]l . (10)

Nous montrerons plus loin gu’un cas particulier de ces relatiops

coincidé avec les relations proposées par Griffiths.

3] Les zones de croisement : les deux problémes de croisement

Examinons ce probléme dans le cas (par exemple) du comportement
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de Py dans une approche obligue au point tricritique paramétrée par u. Deux
problames de croisement se posent 1'un, analogue & celul du point critique
ordinaire, concerne le type d'appfoche au point tricritique.

Si 1'on approche ce point hors des surfaces de coexistence,

on obtiendra a
‘pq v lu|61
Dans une approche le long d'une surface de coexistence
’| - .
1B

pp v fuf”2
Dans une approche le long de la ligne de 1er ordre
8! '
91 y |Li! 3
On peut montrer directement & partir de la relation (1) gque
les guantités caractéristigues du probleme sont les rapports

0 ) F — .
T o= hﬂz/ 0. 21/82 rt = h?// 0.21/a3
o ngl B -

1 Si r»1 et r" » 1 on obtient le ler type de comportement

pq |u{'5 dans le cas du mélange iéotopique d'Hélium.

81 r «1,et r/p+ ® 1 on est dans le 2éme régime

01 Y |U%W
Sir «:119t r/pr € 1 on est dans le 3éme régime
p/l "] |u|7

Dans une approche oblique quelponque au point tricritigus la
derniére inégalité est d'abord vérifiée puis la seconde ﬁuis la premigre.
La variation de RBefs en fonction de u doit donc avoir 1'allure de la figure
13. '

Un autre probléme de-croisemenf, de nature différent se pose

également. X N . -
& Fixons nous une approche & un pocint critigue. Lorsgue 1'an

examine les chemins parall&les & celui-ci conduisant a des point critiques
de plus en plus proches du point tricritique, les exposants correspondants
vont peu a peu changef et on passera de l'exposant ordinaire & 1'expaosant
tricritigue. Quelles sont les lois régissant ce passage ?

Nous indiguons en appendice une méthode due a4 Riedel et Wegner

(10)

pour résoudre ce deuxieme probléme’ .




- 160 -

WG
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1

. B
Fig. 13 - Variation de B gep (dEFini par pq « |u| e, dans une approche
obligue au point tricritique T < T
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Le critére obtenu pour observer les exposants tricritiques

est : a
D] 2/83

o §>[ ° 61/53 ' he = {
hy hS] | - hq

Par conséquent, au dessus de la température Tt,ﬁon n'observera
plus 1'exposant B;._Dans le cas de 01' on observera & la place l'exposant

critidue ordinaire B v 0, 33.

4) Les données expérimentales sur 1'étendus des zones critigues

Les zoneés de croilsement Sont données per des équations de forme
aty agt,

azt azt
= cte  |no| [ho] = cte |h,l

0
[, ]
Dans le cas de 1'Hélium on les détermine dans le plan h? = 0,
et en outre, on le fait tout pras de la ligre de 1er ordre.
les . résultats de Goellner et Meyer (1) montrent gue la zone
critigue est trés étendue, le long d& la ligne de 1er crdra.

Dars le Das'de(gi) .on trouve gue 51|—?—L\< 0,1 ou Eﬁ%i\s 5.1072
-t -

on se trouve dens la zone crltlguZ. Ces résultats soﬂt conflrmes par ceux
de Leidesrer et Al (19) mails ne nous permettent pas une évaluation des zones
de croisement.

Cettte &valuation est fournie par Ahlers st Greywall 15 ui -

mesurent 1'exposant B- off dy paramétre d' ordre superfluide.
7 Le leng de la kigne de 1ler ordre on obtient B o F v 1 pour
.'I%IQI € 2.10 -2 ce qui donne 1'étendus de la zone tricritique pour cet expm—

saﬁt. La zone de croisement déterminée par la condition h2 = Cte |h [ 2/%§
 00 1'cn passe des exposants tricritigues aux exposants ordinaires correspond
-é E%%L] ~ 55,1073 pour une approche a c?ncentrétion constante, au dessus du
point tricritique. Ceci correspond & EE%%%ll v 2.4074,

l.*équation de la zone de croisement pour le passage des expo-

sants tricritiques aux exposants critigues simples serait alors

(T, 2.1074 'T"th o [Ty
Me 25.1078 Tt "=

u{T) étant 1'équation de la tangente a la ligne de 1er ordre au point tri-

critique. Ceci permet de déterminer la zone de passage exposants critique -+
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%mpérafure
(,t'r;uctfca normlal
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| ‘ expasan ts cr-z'i‘ra'?'ue«s oralinaires
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\
& i t 3 3
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"
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: 1 . 3 4
Fig. 14 - 7one de crojsement pour 1'exposant R2 dans le melangs “He 'He
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exposants tricritiques.
Cn peut traduire les résultats précédents en fonction de la |
concentration & l'aide des données de Goellner et Meyer qui détermine C{utl.
On en tire le diagramme de la figure 14, gui ne doit B&tre re-

gardé que comme trés grossier, et indiguant seulement les ordres de grandeur.

TI- ETUDE DANS LE REFERENTIEL PHYSIQUE

Nous nous limiterons au comportement asymptotique des ex-

poceants tricritigues dans une zone assSez proche de ce paint pour gue 1'on
-puisse négliger tous les phénomanes de croisament. Deux cas sont particulie-

rement intéressants :

13 Les surfaces de coexistence et lignes critigues sont

"obligues” par rapport aux axes des champs

a) Appligation_des résultats précédents

C'est la.situation 3 laguelle on s'attend dans cgrtains
tybes de mélanges ternaires (pointé T, et T3 voir le déput de ce chapitrel.

Appliquons les résultats du chapitre I. Pour tous les

champs hy C(hj) aura le comportement de la valeur propre la plus divergente

de . Doﬁc :

7 1-2a4
%%i, v Cte X lhkl Bl nors des surfaces de coexistence
i
Done 8PL Cte x ]hk‘_aq hors des surfaces de coexistence,
Shy pour toute valeur de 1 et de k.
ll
' - 8ps Y
(A) Dz méme -gﬁ} v Cte X |hul le long des surfaces de coexistence
i .
. 1
8py RE
et Eﬂ% v Cte x |hu| le long de la ligne de premier ordre
i

Dans le cas d'un mélange ternaire o0l les densités choisies sont 5, C,; et CZ’
(s l'entrabie par unité de volume Cq st Cp les concentrations de 2 des composés
Hq. Hy les potentiels chimiques canjugués) on obtient par exemple C N
T-Tg~4/5 . . Hq.Hy
Cte |—?——| {s1i 1'on admet gue les exposants tricritigues sont ceux du
N ‘ .

mod&le gaussien pour d = 3, comme 1'affirme Riedel - voir chapitre III - IT 1.)




- 104 -

“ ~4/5
- dc 8o T-T
C , =1 — varient —*& & 1l'approche au point tricritiqu
TARTICI vl T en | T V pp p que

Ces guantités varient en |I%E§|
t

Elles varient en |

De méme Eig%ﬁg%i variers
J

Far conséguent

hors des surfaces de coesxistence
-1
51 deux phases coexistent dans le mdlange
a 1'approche du point trigritique
-~ ’

T f le long de la ligne de ver ordre ol coexistent

trois phases.

comme la 2éme valeur propre de

2
8pi Y
QSET}D v Cte | hg hors des surfaces de coexistence
7
e
’ 2 .
(B) (§£i . v Cte th | le long de pes surfaces
éhi Dj k
2
QE; v Che |h | YS le long de la ligne de 1er ordre
Sh Jos 8 Boe e e
Donc dans les m&mes hypoth@ses gue précedemment
Sc S G4 T-T m2/5
Coquz CHyop 3 8—2- E—% varient en L—?—LJ hors
Moo m M2 Mg, g
) Tor -1/2 des surfaces de coexistence
ces guantités varient en | %'t ‘ si 2 pheses coexistent dans le mélange
t

glles varient en

|

Lﬁ
—| 1
o |

-1

gl 3 phases coexistent.

On obtient également

(
(

|

. .3
fpi . v Cte |h1| 1 hors des surfaces de coexistence
dh1 PIP
S0 .
g%i)pjph v Cte 'h1| Ty le long d'une de eces surfaces
Spi ~Q .

v Ct h 3 lel de la 1 de 4er ord
5hi)0jpk e ! 1| e long de la ligne de re

hypothéses que précédemmant

6Cq) (
Sy \
1 ecy.8

Core, G

51 nous nous référons au mélange ternaire dans les mémes

5 +2/h
22

o en phase homogene
6“2 p =4

) varient en |i;ILi
Tt
C./l,S
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1/2

ellas varient en |I%%iﬁ s'il y e deux phases, et en ]I%%i| s'il'y en a
trois.
Les densités varient alors en
1/5 :
p; " Cte | hu 1 &n dehors des surfaces de coexistence
. 81
(D) p;  ~vCte |n,|"2 le long d'icelles

’
p: v Cte ]hu|83 ie long de la ligne de ler ordre

Dans 1e cas du meélange ternalge, la chaleur latente de

‘mélange et les concentrations varient en !T Tt| hors des surfaces de 1/4
B
coexistence. Si le systéme présents deux phases A ot B, X? - ><,1 n Cte |T Tt|

Si le systéme comporte simultanéement les trois phases, on

: - 1/
aura X - xP n cte |I?Ii| 2,
_ A L _
Examinons le cas des exposants de corrélation

Posons py = %a‘pj(oj | . ‘ ’

: 0 o o K j
Ly = & <pR(r)pflol> = <pylr)><py(o)> oy o)
k3 )
Cette fonction de corrélation sera dominée par le terme qui s'annule le

moins vite, c'est-a-dire par <p$tr]p$[0)> - <pi[r]><p2[oj>

Par conséguent : ;i (r) = Cte F11(r}

ii
et 1
. d\)q .
£; ™ Cte |hul hors des surfaces de coexistence
!
{E) E4 " Cte lhul le long d'icelles
“V;
£ v Cte lhu] le long de la ligne de premier ordre

et 1'exposant 1 sera toujours My

Toutes les longueurs de corrélation, dans le cas d’un

m&lange ternalre obélssani aux mémes hypothéses que pracédemment varieront

donc en |ETIL| -2/5 \T Ttl 1/2

=Ty -1
=)

dans le premier cas, dans le deuxieme, et

dans le troisiéme.

Les résultate (A) (B) (C) (0) (E) peuvent constituer une




| - 106 -

définiticn des exposants tricritigues dans le référentiel physique.

e e e e L T i e e int o usire i Drasfium (P e S S U Lluib el

ternaire ,
On peut définir une premiére série d'exposants aq,yg &4
par
LTy o
Cuy,uy v Cte | T |

hors des surfaces de coexistence

[01151 Vv Cte X Wq & T = Ty Mo = Uy

Cette définition gst treés analpgue & la définition correspondante pouf
les points critiques ordinaires.
On définit alors une deuxiéme série d’exposants, par
.(_SE.Z v Cta |ﬂ|ha2

le lcng de la surface de

1
T=-Ty =Y démixtion
Cyap, v Cte |—4~—1Tt‘ | 2

- 1
Co v Cte int BZ le long de lea surface de démixtion
2 Tt

La deme série est définie par

C v Cte 1ol %
C1Cy Ty
dcH T-Tt *w
(5U1) Y Cte |—?E—{ 3 le long de la ligne de premier
C
2

4 ordre
Cq 7 Cte [%HBS

WQue pesut-on dire de ces séries d'exposants ? Flles szont
toutes incompletes : 11 mangue scit un B, soit un 6. Elles vérifient, chacune
pour leur compte, les lois dféchelle.

Les relations générales s’écrivent ici

1 TVpnze 1o o
Oy 282 vy, = 2 82[1+61]— 2- a,
1 1 1 _ B
Oy ¥ 283 tYq 72 _ 83(1+61] =27 0
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En outre
d\q =2 70y
dv; = 2 - aé
dvg =2 - 0o
[Z*nq)v:ll=\(1 ‘ [2—n1]\);=*{;,. : [2-n1]\);=Y;

Nous obtenons trois séries d'exposants tricritigues
1
(@, veu Nys Sq0
‘ 1 1 1
(g, Bpr Yo Vor My )

1 1

II
(i, Bs‘ Yqr Vgr Ty )

3

qui vérifient chacune séparément les relations bien connues
entre exposants. Mais ces trois séries ne sont pas indépendantes. Je peux
en effet définir ¢§ et ¢? qui relient la premiére série aux deux autres.

Par exemple

(12 = 2 - (Df [2-051}
Gig = 2 - CD;? [2‘0(.1]
1 2 .2
62 = @—1 [']—C!.z]] : 'Y2 = @,] O‘.,l
3
B% = @? ['}_Of-’%] YIS = @/I G’1
1.2 1 13 1 a @ o
\)Z—CD«‘E\)(I \)3=(D1\),l _2'T]fi——/'|'-*“"';l'~‘—,l‘
. V1 vz US

_Ces expressions relient les deux premiéres séries a la pre-
S a
miére en prenant ®1 - 21 ®; LR
2 82 EIS
Nous cbtenons des relations analogues reliant les autres

séries & 1a deuxiéme, ou & la troisiéme. Il n'y a donc pas, dans ce cas, un

exposant de croisement mais daux. Ces exposants ont d'ailleurs une interpré-

tation géométrigue : 1'équation d'une section des surfaces de coexistence par




- 108 -

un plan perpendiculaire & la ligne de 12r cordre est par exemple, dans le

référentiel propre

aq/ @1
1/ an 2
a) _ 0 B al
hy, = Cte |h,| = Cte [h2|
Dans le référentiel physigue on aurait
t £, 0 ,
alT-Tg) + blug-ug) + clug-uz) "2 = Cte [7-T¢] en paramétrant

le champ h? par T-Tt.

Les autres sections peuvent s'écrire de la mdme fagon en
. 2
fonction de @;, P, etc...
Ces exposants sont d'autre part iiés & 1’étendue des zones des
croisement par des éguations analogues {voir le probléme de ces zones dans le

référentiel propre) ce qui justifie leur nom.

d} En résumé

Dans le cas o0 les surfaces de cosxistence ne sont pas paral-
léles aux plans physigues, 11 n'y a pas deux mais trois séries d'exposants
tricritiques. Ces troils séries sont liées entre elles par des relations ana-
logues & celles trouvées par Griffiths, mais faisant intervenir deux exposants

de craisement indépsndants.

u .
2) Les surfaces de coexistence scont tangentes & un plan phy-

. H . . P
sigue au point tricritique

Ce cas correspond aux métamagnétiques(*] ol le plan ¢ = O
est la surface de coexistence (I est le champ alterné dans ce cas, et ¥, la
densité thermodynamiquement conjuguée, est 1'aimantation d'un scus-réseau) .

Pour fixer les idées, nous allons traiter le problsme dans

ce cas.
D'apres les théorémes du chapitre I D(Z) aura le comportement

de la valeur propre la plus divergente Aq de ; D(T) ou B(H) varieront comme

Az‘
Far conséquent
g—‘é’ ~cte [g] ™
T,H
CH,C v Cte |z] o XT,C [XT etant la susceptibilité ma-
gnétigue.

(%)t & 1 helium
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Le long de la surface de coexistence :

_ 1 L
Giﬁ n Cte |I:Ii] YZ N Cte ltLﬁLl Y%
Shyw Tt He

e | Tk T H-Hy, -0
C,g X nCte| T "2 ~ Cte | ™ L2

Le long de la ligne de ler orare

1 o 1
&Y T-Te(-V3 H=Hy | -Y
(ﬁC)T;H vote | T v cte R

2 2
T-Te |~ H-Hs | -
CH,Q " XTC v Cte I"?;L‘ YS v Cte I—ﬁzi‘ YS

D(g,T) et D(Z,H) divergeront comme le produit k1A2 O(T,H} comme

Aok, de sorte que :
I R L
82/ g,y V885 y |

3
Cpp = Xgg ™ Cte 1z ™"

tandis gue, le long de la surface de Boekistence :

1 1
&Qﬁ) E(QE) nocte [L2TE] Y2 & cre - |HEEE] Y2
Stis,n \/r,m Tt P

3 3
T-Te Y H-H+, Y
Cug = Xgg " Cte |w3?i¢ 2~ cte [—ﬁ;il 5

et, le long de la ligne de 1er ordre

L ‘ _ _ A _ A
GSE) ¢(§£) nocte [TEIE[ Y3 o cre |HEEE|TYa
8], 1 V08 1, Tt He

' T-T | ~0 H-Hs -0
Cyp = Xgp ™ Cte L’F{" 3 n Cte P7q€i| 3

Mz
En outre :
J
|W| v |E|61 hors des surfaces de coexistence
2
B
AM N octe |z T (L cheleur latente de mélange)
e lang de celles-ci' : 1 1
- T-Ty 52 Hote | P2
|¥] ~ Ccte |~T—L] N Cte qu_tl
o Ty _

: ) ) a1
AM v Cte ]I~11T3? v Cte |E:HL|62 < |
Tt H
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£t enfin, le long de la ligne de 1er ordre
-T B/1 H-H BHE
¥] ~cte |2EPS s cre (BB
T+ t
B H-He B2
B e Lo cte |[21E P n e |—ﬁ—1} 3
Ty t

En retsonnant comme dans le cas général, pour étudier les

fonctions de corrélation, on utilise T = <Y{2IYI{0)> - <¥(2)» x <¥(0)=>
Yy 1 - T

TTtl YV
t

\ -V '
pour définir &4 et n,. En général &, varie en lz] "1, en | = 2 le long

|-v% le long de la ligne de ler

- - T-Tgy-v
|1%jj;| v?, |Hf?*L! 2
t t

T-T
de la surface de coexistence et en |—?;L

ordre. Les autres fonctions de corrélation variept en

- 2 ‘ )
et |1%li Y3 selon les trois chemins précédents.
t

A cause du haut degré de symétrie des composés de type

FeCl,, FeDBr,, il n'2st pas possible de sortir du plan 7 = 0.
2 2 1 1 3 2 1 1
, D? ne geut mesurer gue Y., Yg, @ G Yo. Yoo 82, 83,
2 1 N
Bys 850 vy = Vou Yy = Vo, mgs T

Comparons ces exposants avec ceux de Griffiths. Notre dé-
|T_Tt
Tt

- 2 , ‘o
| 2 permet 1'identificaticn ap = @, v, s'identifie
aVeC Vi, B; avec Bi; N, avec Ny ; Y; avec Yi. Bien gu'expérimentalement non

finition XTC N

accessible, 51 s'identifie de méme avec &i.

En outre, le long de la ligne de premier ordre, Oqy s'iden-

. - 2 > 2 = 6 = 6 2 N -
tifie a O.'uu.- -YS a Yl_j’ BS =] Bu) 2 d (I \)3 a \)U, n2 =] nle

Dans cs cas nos trois classes d'exposants tricritigues peu-
vent &tre réduites & deux, pour 1'essentiel ot les relations établies par
Griffiths sont alors valables. On peut alors se contenter d'un seul exposant
de croisement pour traiter le prabléme.

Mais cette réduction n'est gus partielle, puisgu'il reste
trois exposants que 1'on peut déterminer ; un exposant analogue 3 B; a &té
mesuré par Ahlers et Greywall (15) dans le mélange SHe 4He, et Y; peut &tre

déterming par diffusion de neutrons. On détermire de cette fagon les fonctions

de corrélation . ) (QE? B—r/g1 . o ) sy ]
Yy 5T .7§r2+n1 nc égalemen 57 )

|1



PEa

Correspondance entra les exposants de Griffiths et les'nﬁtres

(Dans le cas ol 1a surface de coexistence est parallsle a un plan physigue)

Oy ———— 03 au T Og

B, ———" B3 8 B

Y, Y} Y, Y3

6t e 6% GU — 2

N <~ M ﬂu —— N2

vy — Ve v, v3
Exposants sans équivalent ,
B3

- o) gefini par ¥~ 1L
3 Tt

'le long de la ligne de f1er ocrdra (mesure par diffraction de neutrons[x)
| ¥ T-T Y}
I oY T g
Yy défini par & | T |

ie long de la lignae de ‘er ordrs (mesure par diffraction de neutrons[*]

3
- Y% défini par Cy v \I%%L|~Y2
le long de la surface de cqexistenée.
Relations enire exposants :
ap ¥ 2‘St Y 2 — o, + 28; * Yy =2
a, * 2B, Y, 2 e Gy + 28% * Y% =.2
Fas d'équivalent fm e — o 'a37+ ZB; + y% = 2
6, = -4 + (2] B gl (1-8,) = 2 - a,
v, = By (8,71 —_— B2 (8,713 = ¥3
oy = 2 - ¢ (2-04) +§EE;;—<- Og = 2 - ¢g (2-0,)
By = & (1o ‘ — 87 - 45 (1-0,)
Y, = o — Ys = ¢30,
vy = vy — vZ = ¢3v]
2 - ny = op/V e R R

(%) dans le cas d'un métamagnétique
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I1 est donc possible de pousser la description phénoména-
logique des comportements tricritiques un ped au-dela de la théorie de
Griffiths : hors de la surface de cocexisterce du (£ = 0 dans le cas de
1'Héliuml}. T1 est dommage que, pour aller plus loin nous devions renoncer
&4 cette prégsentation si claire et si simple de deux classes d'exposants

tricritigues.

E - PERSPECTIVES D'AVENIR

1) La tension interfaciale

Dans ls cas du mélange 3He 4He, plusieurs exposants tri-
critiques importanps restent & déterminer. Certeins sutres nécessitent une
confirmation par des moyens indépendants. C’est le cas de l'exposant v, '
par exemple, gue 1'on peut atteindre (difficilement) par des mesurss de
diffusion de lumiére, mais que 1'on pourrait également déterminer par des
mesures ce tenslion interfaciale.

En effet, a l'interface, on passe continfment de la phase
riche en 3He & une phase moins riche. Cette transition ne pett avoir lieu
sur une épaisseur moindre que la longueur de corrélation £ associée aux
fluctuations de concentration. De ce point de vue le passage d'une phase
a8 1'autre apparalt comme une fluctuaticn géante. A cette fluctuation est
associée un supplément d'énergie libre localisé sur 1'interface et dont
la valeur est o [(tensicn interfaciale)‘par uUnité de surface. Prés du point
critique ol les différences de composition entre les deux phases sont fai-
bles, l'énergie supplémentaire par unité de volume, est de 1'ordre de F

(érnergie libre par unité de volume).
, 8]
autrement dit : E « F

La tension interfaciale s'annule au point tricritique,

supposant que cette annulation se fait selon une loi en puissance on définit

1'expecsant W tel que

o v Cte |I_—TL|u
it

Cet exposant n’'a de sens que le long de la ligne de 1er
ordre. Le long de cette ligne

F v Cte |E%%i]2_a3
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2
£ Cte |1t V3
Tt

On cdoit done avelr :

2
Hotvg =270y

La mesure de la tension superficielle permet donc d'en
déduire 1'exposant v. Ce raisonnement est dd 3 Widom., Son extension au
P

peint tricritique est immédiate : on prévoit alors i g = ¢ (21}.

En général, pour déterminer le tension superficielle, le
moyen le plué fin, optiguement, est la mesure spectrale de 1'intensité
lumineuse réfléchie de fagon non spéculaire [21].

En effet, par suite de 1'agitation thermique, des pndes
prennent naissance & 1'interface. Ces ondes agissent comme une superposi-
~tion de réseaux et diffusent la. lumiére dans toutes les directlons.

Par exemple, si la lumiére a été dévieée de 56, elle a

subi de la part de 1'interface un fransfert de moment g = %g 86, st =a

. fréguence est changée de O = 9%
g . 2m.3 3
Sw = 2 (4N 8
w = [A] (80)

Si 1'on peut faire l1'analyse spectrale de la lumigre ré-
fléchie sous 1'angle 86 (par rapport a la réflexion spéculairsel) on peut
donc déterminer o. I1 serait particuligrement intéressant d'appliguer cetts
méthode dans le cas des mélanges classigues ternaires ol les indices de

réfraction sont beaucoup plus favorables que dans 1'Hé1ium(21].

2) Coefficients de transpert :

J _ La théorie que nous avons présentée ne traite gue des
phénomeénes critiques statigues. Son extension aux phénoménes de transport
reste & faire. M. Papoular a mantré [J.Chem;Phys.BE p;aa 1974), par des

arguments simples, que les coefficients de barcdiffusion Kp et de thermo-
e . . . §
giffusion Ky divergeaient en général comme [EE]

y campris au polnt
Ll O




- 114 -

tricritique. (%)

Selon Swift EZZ}, le coefficient de diffusion de masse D

1
s'annule au point trigritique en O %.[T*Ttrfa, aussl bien sur la ligne de
1er ordre gque dans la région tricritique. La contribution de ce macanisme

de dissipation & 1'atténuation acoustigue s'écrit

' ' Z
DW= 1.8 .8
% © 202y ?SuJ [63% T * CE,C'{Eg' (g%] }
5'3a P P.C B, T
P.T
On peut montrer qu'elle varie essentiellement comme
Sc =Y, '
D[gﬂl Y [T-Ttl ? gt que, dans un certain voisinage du point tricritique,
R,P
glle est au mpins de 1l'ordre de la contribution visgqueuse, ce gqui permet
d'envisager ung mesure acoustique du comportement critique de D (23].

X . y . S
{x) l.a vérification expérimentale, en cours au Laboratoire, mesure la

dif%erence de conoentration entre le haut et le bas d'une boite contenant
le mélange IHe 4He, & 1'aide de 2 gapacités. La permittivité du milieu
variant avec la concentraticn, tqute variation de cette derniéré entraine
un changement de la cahacité. l.es deux capacités font partie du gircuit
résonnant des deux oscillateurs, dont on détermine la variation de fréguen-

: ; . P . Ac -5
ce. On peut aimsl espérer mesurer des éparts de concentration = v 10 T,

Kt évalue le gradient de concentration di & un gradient
de température, et Kp celul dd & un gradient de pression. Assez prés du
point tricritique Kp est tel que le gradient de pression d0 & la gravité
est syffisant pour faire la mesure. On peut en déduire [%ﬁ) .

Pour Ky le probléme est plus difficile, & cause des phénom@nes ds convec-
tion. Néanmoins, ung géométrie convenable de la cellule de mesure peut

permettre de résoudre le prchléme.
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F. - CONGLUSION

Daps ce chapitre, nous avons montré que 1e'comportement de
toutes les guantités thermodynamigues ne dépendaient m@me au point tricri-
tigue gque de deux choses : d'une part la dirgction dans laguelles étaient
nrises ces dérivées, par rapport aux surfaces de coexistence et aux lignes
critigues, et d¢'autre part le chemin d'approche au point tricritiqﬁe.

Ces proprigtés sont essentiellement géométriques,

Nous avons déterminé également les zones de transition d'un
type d'expogant & un autre (zones de croisement). Noug avons montré gue,
dans le cas général, on pouvait définir trois familles incomplétes d'expo-
sants tricritigues liées a 1'une d'elle par deux exposants de croisement
seulemant.

Nans le cas od les surfaces de coexistence spnt tangentes
4 un plan physique (cas de 1'hélium) on peuti se limiter & deux familles
d'exposants, Alors on retrouve la theorie de Griffiths sur ies points tri-
critiques.

On peut remarqusr gue les zones de croisement peuvent se
décuire des surfaces de coexistence et de la ligne de ler ordre par des
affinités paralléles aux axes propres. Les sxpgsants gqui imfluent sur lpur

forme sont en effet identigues.

Nous avons vu gue l'ensemble des propriétés des grandeurs
thermpdynamigues prés c¢u point trigritique peut 8tre obtenu par des consi-

dérations gécmétrigues trés simplies,
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APPENDICE PASSAGE DES EXPOSANTS TRICRITIQUES AUX EXPOSANTS
CRITIGUES DRDINAIRES ()

Fres du point critigue differentes fonctions thermodyna-
miques et en particulier la foncticn de Gibbs, abé&issent & des relations
de la faorme :

o= a7 ™ h?,... x99 hg] (A)

Les h; étant certaines fonctions des champs, réguliéres
au paint critique, qui sont appelées "champs relevants”.

Ceci est vral pour toute valeur de A. On appelle "trans-
formation d'échelle” la transformation gqui a hg associe kaihg.

Cette transformation peut &tre considérée comme un opéré—
teur non-linéaire qui change le Hamiltonien du systeéme et lss champs selon
une relation qui, prés du point critique s'écrit pour ces derniers :

dhi _ ..
e - fithgd | - (8)

Tres pres du poilnt critigue, la foncticn ?i[th gque nous SUppoSerons régu-

liére peut &tre linéarisée en

P
. = k.
k=1
On peut diagonaliser la metrice des aé‘. Solent alors
hg les vecteurs propres, a; les veleurs propres. La relation (B} s'écrit
alors
0
Eﬁ.j.-. = Az hD
du T
et RO (u) = BC aiu
1 H = i X e

Posons M = Log A

hY (A)
1

1

hY x A%
i
Cecl représente bien la transformation d'échelle. Les

champs propres en sont les vecteurs propres -et parmi sux les champs "re-

levants" sont assocciés aux valeurs propres positives de G.

E}‘:]‘ufoir Riedel et Wegner (1D].
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L'expression fi[th = a4 hg n'est que lg premier terme d'un dévelcoppement
en série :

fylhl = a1 hg + gi A hi h? o ()

8i nous considérons un systéme admettant un point critigue
et un point tricritique les valeurs de ai et les champs hi seront tout &
fait différents en ces deux points, Cependant, avec notre choix des vec-
teyrs de base (sl 1'on exclut le cas aq = ap = az) les champs relevants
ont mdme orientation pour 1'une au moins des lignes critiques (pour toutes
sl aq # az) gt pour le peoint tricritique, le champ hg cessant seul d'étre
relevant sur la ligne gritidque.

Pour adapter la formule (C) & ce probléme, nous allons,

pour simplifier sypposer gue le point critique ordinaire cprrespand a

(hY = 0, hy =0, hy = 1), et le point trieritique 2 (] = 0. hy = 0,
hg = 0). Spient alors aiC les valgurs des A au polnt critiqualsimple,

a;t au point tricritigue. _
La forme la plus simple d'équations de type (C) qui don-

ne les exposants critigues d'une part, et tricritigues de 1'autre est :

dHDr’I“v 5 | | | t‘ () o}

Tk et el G0« e - e hy G g ()

aho ; 0 t o u!

az . azt hy (M) + [azc - Ay ) hy (u) by (1) (D)

(0]

dhsy _ £ .0 _ L0
*cﬁf’ = agt hy, (W {1 - hy (W}

T

On obtient par une facile intégretion de (D) (en posant
G

2h, - 1 = thul
’ WO =L e B0 )1 0 o3t
w o= Sl R O B S
3 2 2 Ceaé:'u + '1
On posera pour la syite C = Kg a pause de la signification
physique de la transformation d'%?helle. al - at
AlQrS . h?(“] = k? 861 H Kg Eastu + 1 <——']———t—1- 33 .
ap©- ai
T t Cadgt
0 8N Kg 283 B 3

|
=

Q
.hztp} =




- 120 -

On vérifie que si

1 0 t
a) kg e3H « g h?(u] vk, Piat |
c t
t Ei: - a: E!C— t
b) 81 kg~ 1 hy ) k] e THw (k0 agt x e T K
et U » 1
: af - ad

C
ou i h?[u} gy k? X [kg] agt x a?TH artg x a1
Cans le cas (a) on est dans les conditions tricritiques
Dans le cas {b) on est dans les conditions critiques "sim-
ples”,
Le'broisemént’ séparant ces deux régions est bien entendu

obtenu pour :

afy

t
o azp _ o 4 _ .0
KS e =1 en h3 e 1 h3
En effet hg(C] = hg par définition puisgue la transformation

p = 0 est la transformation identité.
La relation précédente est équivalente & hg[u] = %
13 %3t

Fn effet hg(u) . hae = 2—dans Ce cas

o ady , o 2
hge + 1 hS

La ligne de croisement, gqui passe par le point hg[ul = %

correspond au méme point & h1{u] = Cq ou .
=
a) aq-= aq
+ N3 t :
0 _ _ .0 _a4u agHl R
hqlul = C1 = k1 = TR © 37 4 as
o 0 0 aff zaff 7
or k1 = h1 [1—h3] a4
Danc t al - a.k
e 811:/63*5 af - ag . _’E_@_'L
C, = hq["ﬁg_ﬂl X 2 agt p [1—h31

Par conséguept si hg est petit la ligne de croisement est

asymptotiguement tangentes & la courbe
t/a.t
a1 /a
hf (hg} 3 - Constants
Ce a quoi nous nous attendions, c'aprés la forme de la faonc-
tion G, par analeogie avec les lignes de croisement pour le point critigue
ordinaire.

Dans ie cas plus général ou hg < 1
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aqt‘/ t.
a
|hs)
|hy| = Cte x 3 (E)
aqc/aa
H—h3|
De mame on aurait :
- E—— ﬂf/at‘
|hol 3 pour la ligre de croisement
3 ‘
Ih2| = Cte x — =g (F)
2 o} af/a t associée & &
|1-h 3 =t 2

gtCya.

Cus courbes ont l'allure indiquée sur la figure A.

En pratique dans le cas dy mélangs 3He 4He aff = 578, a% = 2/3
ag?x 143, L’expoaant de croisement ¢ dg Griffiths utillse dans le plan ¢ = 0

s'exprime par ¢ = 82 ; dans notre terminalegle, c'est ¢

aB‘t
ay " 5/6 a£3 n1/2
p
. [hs]
Iyl v Cte PTG
3

Ndus avons choisi‘ces valeurs dans lg tracé de la pourbe.
La constante ne peut, &tre détermineée gue dans une théorie plus compléte,
Noug l'avons, arbitrajrement choisle ici égale & 1.

Dans 1l cas general, 1a fonction de Gibhs vérifie la rela-
tilon i |

B, ho,hg) = e " € e ()5 h5 () hy ()

Fn effet d'apras la forme des équations (2) A = e, pour
retrouver la forme usuelle des relations d'&chelle. '

Les densités pz sont alprs abtenyes par ;

o2 w - E - oM iy
5h? 6h’

486 8hi(w
0. a
Shi[u} cShi

= e
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On obtient alors les camportements critigues selon ung mé-

thode analpgue A celle utilisée dans le cas classigue.

Par exemple, an veut déterminer 1'évoluticon de pg en fonctian

0 : .
de h, (cette évolution est, en un point critique caractérisée par l'exposant

2

1/62) en donnant a hg une valeur fixe déterminée par la distapce au point

critigue hg = 1 d'une part, au point tricritique hg - 0 de 1l'autra.

On détermine | par la conditdlen

a.-al
—at 2 2
R T ; L 34
2 'azcr'%a afu, o .
(1-hal  agz e hy + 17 hy
Alors
t
0 hg guaB
gt = 9 5
13 h3 + 1 hS
C t
ay” - ag
0, 0 o 56 o -4 ajty o _ya L o 03
p [h ;C].h ] = o qjolh [U] e = [h =] 3 + 1'_h
27 3 Gho(p] 3 3 3
2

L'exposant effectif locel est tout natursllement défini

par _ .
_d Log h
T
d lLog p2
gt 1'on obtient
A e s
0 o 23 U
d tog 6 dhzlu) " . h e™d
Toare ¢ T T e (af - af) x h0 SB3th Q
%« = = Z:AB - ‘rQH e — . — 3 B_. f - hB (G)
28?? . ] hg eagtu i
(az - ay ) 6 - tﬁ - - a-2
hB g8 "+ - hg
o oo —
s} uaa _ 8]
dh3 (1) hg e ™ {1-hg)
aveg — =

Tgn o .0, .0 _afu 2
1 hS + hBE
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Fig. B - Tracé de la courbe s - Flz) (z = =2

ToRO est analogue au
vrai champ hg des systémes tricritiques).
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On doit considérer la limite p - « ce gui lalsse h?{u) fini si h? + 0

o
Dans les deux cas ol h3 est petit, Du voisin de 1, qh W, 0 alors an

2
d“LpgG (1,0, h (u) x dh []‘”, qui est parfaltement

oeut negllggr le terme Eﬁaagﬁ 0
régulier, sa valeur étant determlnée loinm du point critigue.
Dans ces deux cas
0 >
(H) 1 - afslaghoa ®) RS o hs‘“; Vo
; N

S2eff 2t+ (azt—azlh (W) ou halr) v 1

on a m.iligi 81 ho(u) <1 1 n,j—lfxf 51 hofu) » 1
S2eff . a 3 Sefr 8P 3

La zone de transition entrs les deyx types de comportemsnt
- gritigues est déterminée en fenotion de hg[p] sur la figure B, Les valeurs
choisies sont les mémes que pour la figure A afz- 243 aZG = 1/2
1 ) - '
Ltexpressipn (H) montre gue =% ne dépend gue de hg[u]

L. 529$F
En sffet, elle peyt s’'écrire 1

82 ogh 0
4 _'ﬁ%ﬁﬁg h[p) (1- h (o q_af'*[afz‘aZD]hau”
e : e e I
[P | a, + [aZQ* a2t1 hg (1)

ﬂaéllignééid’égélLaxpo%antlé¥$ebtif cont donc les lignes

i

hD[u] Constante

il

h [u] Constante

Par consequent, ies courbes d'égal exppsant critigue effacti?
gont données agussl par 1es exprassions (E) et (F).

81 nous cholsissons de définir la zone de croisement comme
limitég par les lignes ol 629Ff s'éparte de 25 % de ses valeurs limites, nous
voyons que Gegla oorrsspond & hg(u] N 0L,3 et hgﬁp) A 0,7 dans 1'sxemple choisi
cecd sorrespond aux lignes pointillées tracées sur la figure A.

L'anajyse seralt qualitativement la méme pour les autres ex-

posante critiques et la ligne de croisement serait également déterminés par

le rapport ait/ast avec 1 = 1 ou 2 szlon 1' gxpasant considéré. La constante
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ne sera bilen s0r pas la méme pour tous les types d'exposants considérés mais

gsera du méme ordre. ..

Ce modele conduit & des résultats gualitatifs importants,

mals 1] n'aét pas totalement satisfaisant

En effet nous avons supposé gue nous avions un point critique
ordinaire pour hg = 1. I1 n'y a pas de point privilégié de ce type dans un
systéme tricritigque, le point critique vrai étant rejeté & 1'infini. Dans
ce cas neus aurons une idée un peu plus exacte de ce quil se passe en prenant.

=~

+a5° U . o . .
", Le cas limite haiuJ -~ @ porrespond alers bien & un point

ha(H) v kg e
critjgue vrai.

Lesfrésultats importants que nous apporte ce modéle, qui
paraissent devolr &tre conservés dans un modéle plus exact sont que

1° prés di point tripcritique 1'éguation de la ligne de croi-

sement et des limites de zoné de croisement, sont de forme

0 0 @840 /g4t a
h, v Cte ]h3| TOEY hy -0
: L
0 0, ask / 0
Z27/a =
ou h, v Cte ]h3| 3 h, = O

2° L'exposant effectif en un point assez voisin du point
0

if, .o
Hn)

Pour qu'il y alt croisement il faut que ait/aat > 4. Par

tricritiqus ne dépend gue du rapport

h aﬁﬁat

conagquent la ligne de croisement est tangente & 1'axe hgq
Dans le cas du mélange isotopique d'H&1lium af3= 5/B
a2t=- 2/3  agts 1/3, ]
Les zongs de crolisement sont tangentes a 1'axe h3.
leur étendus est déterminée par la valeur des constantes que les lois d'schelle
ne peuvent pas nous donner. 3eyi um medéle plus précis, ou 1'expérience pour-

raient le faire. Signalons & ce propos les résultats de Ahlers et Greywall
(25) e ¢ 24072
Tt

pour l'exposant 28;. La valeur 28; = 1 est atteinte pour
ce qul fixe la lergeur de la zone tricritigue le long de la courbe de coexis-
tence. 0On peut avoir ung idée de 1'étendus de la zone tricritigue dans un
diagramme T,C & 1'alde des exposants effectifs pour x = 0,8517 ou

XXg o, 2 |

. -_—;pu: . —2 1
o Vo = 3,100 {fig. ﬂQ
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PIG. 2, Effective exponent of p, obtained by fitting to
a pure power law all data with € = €, .
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Témloé rature
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Fig. C - Zone de croisement pour le mélange 3He “He
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ta courbe du haut (fig. €) est obtenue pour une approche

au point tricritiqug selon AT le long de la courbe de coexistence. Dé&s que
I;%E < 1072 la zone tricritique est atteinte.

La 2&éme courbe montre gue selon AB les exposants commencent
par sa rappfucher des valeurs tricritigues pour I;zE. < 107145 puis s'en
' %23 31079,

éloigne pour atteindre les valeurs critiques yraies pour T;TB w10
Noys devons remarguer ques les courbes A ne représentent cependant pas tout 8
failt 1'exposant critique effectif Bf parce que i'exposant calculé g'obtlent

en ajustant 8? pour toutes les données correspondant & £ < € max.

Un ces intéressant également est celui de la transition ds
pha;e dans Rp Ca F;j?ﬁ 198°K ce composé, de type perovskite, passe d'une
structure cubigue & une structure tétragonale. Ce changement semhble extréme-
ment voisin d'une transitimn de second ordrg. Dans d'autres composes analpgues
la transitiaon oqrrespbndanta gst de 1er ordre (Sr Ti 03) et antiferroélectriqus.
I1 n'est donec pas interdit de penger gue cette transition est trés voisine
d'un point tricritique. Effegtivement, on cbtient pour 1'éyolution du para-

metre d'ordre [lﬁ;ll
C

1z

1/4 pour To=T < 10 k
1/3 pour k < 7477 < 40 k
1/2 au dessus

i

R

B

l.a pramiére valeur est caractéristique d’un peint tricriti-
gue. La deuxieme GorresﬁOHd & un point critigye ordinaire, et la troisieme
est caractéristique de 1'approximation du champ moléculaire (exposant de
Landau). On constate en outre gue 1ss Zonss critigues y sont trés étendues.

Un moddle analogue & celui de Blume Emery et Griffiths
semble pouvoir &tre adapté & ce cas. A ce moment les zones de 7 croisement
sont déterminées. C'est 1& le plus bel exemple de passage des exposants de
type Landau aux exposants ordinalres puis tricritigues lorsgue 1'on se rap-

proche du point trieritigue.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette étude nous avons montré gue le comportement cri-
tigque d'un éystéma pouvait &tre déterminé de fagon géométrique.

Le caractére de divergence d'une dérivée thermodynamigue se
déduit de la réponse a deux questions. La premiére est : dans guelle direction
est prise cette dérivée ? et 1’autre : Quel est ls chemin d’approche au point
critique 7

Pour un point critique d'ordre n il y a n types de diver-
gence possibles, associées & n valeurs propres divergentes : divergence forte
associé & Aq, et falble associés & AZ pour un point critiqﬁe ordinaire
trois types de divergence pour un point tricritique, etc... La nature de la
divergence cobtenue dépend de la direction o0 st prise la dérivée : glle
correspond & A1 81 celle-ci est prise hors de la surface de coexistence, a
Ao le long de cette derniére. Dans 1e cas du point tricritigque, elle corres-
. pond & AS sil, dans la surface de coexistence glle est. prise le long de la
ligne de premier ordre...

Une fois établie la nature de la divergence on obtient sa
valeur en déterminant le chemin d’approche au point trigritique. Elle est
plus faible pour un chemin hors de la surface de coexistence que le long de
celie~ci, et plus feible le long de celle-ci gue le long de la ligne de pre-
mier ordre pour un point tricritigue. Chacun de ces chemins peut servir a
définir une famille d'exposants critigues. Illustrons ceci par un example

Nous voulons déterminer le comportement de C dans

pciH2
un mélange ternaire, pour une approche au point tricritique ol trois phases
sont en présence.

La nature de la divergence est obtenus en constatant que
la dérivée est prise & une concentration constante, don, au point tricriti-
gue, paralliélement & la surface de coexistence. Elle aura donc la divergence

- 1-2a
de A, = 'IT%LF—BI'Z ai dépendant du chemin.

Cette dérivée est étudiée dans une zone a trois phases,

c'estra~dire le long de la ligne de 1er ordre. Lo long de cette ligne
ToT 1~2ap
A2‘*l~?E34 @3 , done la chaleur spécifique & concentrationc, constante
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. 1- 262
diverge en Cpoqly © \ |

Ce type de raisonnement s'applique eussi bien au point cri-
tique oprdinaire gu'd un point multicritique guelcondque, pourvd gusa 1'hypothe-
se d'homogénéité soit valable, et concerne les dérivées thermodynémiques.

Pour ce quil est des longueurs de corrélation nous avons
mentré gue, moyennant des hyputhé$eé simples, elles ne dépendaient que du
chemin suivi, et non de la grandsur corrélés.

Nous avons confronté les résultats obtenus dans le cas du
point tricritigue avec ceux de Griffiths, et nous avons montré gque cgsux-cil
étaient recpuverts par ceux-la. Nous avons Vu en putre gue, pour certains
types de points tricritiques (surface de coexistence non paralléle & un plan
phyéituB on pouvait s'attendre a des exposants nouveayx. Nous avons examing
1la transition entre exposants dont la nature est ia méma (type lq, par exem-
pie) mais la valeur différente. Nous avons vu gue cette transition était
régie par un exposant ("exposant de croigsement") qui en outre reliait entre
elles les différentes familles d'exposants obtenyes pour des approches
différentss au point critigue.,. Ces résultats sont indépendants de l'ordre .
du point eritique, et valables pour un point multicritigue quelcongue.

Un prcbléme reste ouvert
C'est celui de la généralisatlon aux phénamgnes de transport du polnt de vue
géométrique, I1 est tres délicat. En sffet, 3 cause de la forme de G = U-TS+
PV+uN+,}., , il y a symétrie entre rd et les autres grandeurs extensives,
et sntre T et les autres champs. On psut s'attendre a ce qu'il n'en soilt
pas deg méme pour ce qui est des phénoménes de transport ol toutes les gran-
deurs extensives, sauf 1'entropie, obéissant 34 des lois de conservation
la symétrie entre tous les champs est prisge et 1l’analyse des aspects géo-

métriques du probléme est bien plus complexe.
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